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از پرت نقاط و مؤثر مشاهدات تعیین شامل تشخیصی مباحث مطالعه رگرسیونی تحلیل در چکیده:

و مؤثر مشاهدات حضور به نسبت دوم توان های کمترین روش حساسیت است. برخوردار ویژه ای اهمیت

برای معیارهایی ارائه  منظور به تشخیصی مباحث توسعه  جهت در گامی که شد موجب مدل در پرت داده های

در پرت نقاط و مؤثر مشاهدات تعیین شود. برداشته مشاهدات این به وابستگی شدت و تأثیر اندازه گیری

اینکه خصوصاً و است مشکل و پیچیده بسیار باشند، داشته همخطی مستقل متغیرهای که زمانی داده ها،

برای توجه مورد روش های از یکی دهد. پوشش را غیرعادی داده های از برخی می تواند همخطی حضور

برآوردگر برای را میانگین انتقال روش مقاله، این در است. میانگین انتقال روش پرت، مشاهدات تعیین

برای و داده تعمیم شده، استفاده همخطی اثر کاهش منظور به که تصادفی؛ خطی محدودیت های تحت ریج

را روش این توانایی نهایت در شد. خواهد ارائه پرت مشاهدات شناسایی جهت آزمون آماره برآوردگر این

می شود. داده نشان واقعی داده های از کاربردی مثال یک از استفاده با

مشاهدات تصادفی، خطی محدودیت های تحت ریج رگرسیون ریج، رگرسیون همخطی، کلیدی: واژه های

میانگین. انتقال روش پرت،

مقدمه ١

و دارد همراه به را آماری برآوردهای در کیفیت عدم و ناپایداری چون مشکلاتی مدل در همخطی وجود

مطالعات ،(٢٠٠۴ همکاران، و (بلزلی است دوم توان های کمترین برآورد اعتبار عدم بر دلیلی همچنین
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همکاران، و (مونتوگومری است شده انجام آن با مواجه راهکارهای و همخطی مشکل به راجع وسیعی

آمیخته، برآوردگرهای به کارگیری چون مختلفی راه های همخطی نامطلوب اثرات با برخورد برای ،(٢٠٠١

مشاهدات حضور همخطی بر علاوه ،(٢٠٠۴ همکاران، و (بلزلی است شده پیشنهاد آمیخته ریج و ریج

داده ها از کوچکی زیرمجموعه  اوقات گاهی کنند. اعمال برآوردگرها بر جدی بسیار اثرات می توانند نیز پرت

ارزیابی و تعیین می کنند. اعمال رگرسیونی تحلیل از حاصل نتایج بر را ملاحظه ای قابل و نامناسب تأثیر

در متعارف عمل یک می شود. گنجانده تشخیصی، مباحث مقوله  در غیرعادی مشاهدات این تأثیر میزان

مشاهدات هم زمان وجود است. مشاهدات این تعیین و پرت داده های آزمون رگرسیونی، تحلیل و تجزیه

شرایط موضوع دو این توأم حضور بلکه نیست؛ غیرعادی و نامعمول مسئله ای مدل، در همخطی و پرت

براي هم پوشانی حالت می تواند همخطی مسئله حتی ،(١٩٨۴ مارش، و (لارنس می کند مشکل و پیچیده را

که نکته این به زیادی مقالات در همچنین ،(٢٠٠۴ همکاران، و (بلزلی كند ايجاد غیرعادی مشاهدات

شده توجه باشد، دوم توان های کمترین برآورد با متمایز ریج برآورد در تأثیرگذار مشاهدات است ممکن

تشخیص روش های استیک(١٩٨۶))، ،(١٩٨٨) بیرچ و والکر ،(٢٠٠١) همکاران و (مونتوگومری است

شده ارائه (١٩٨٨) بیرچ و والکر توسط موردی حذف رویکرد براساس ریج رگرسیون برای مشاهدات این

همان که است اثری از کمتر ریج برآورد بر نفوذ با مشاهدات اثر که داد نشان (١٩٨۶) استیک است.

با را میانگین انتقال روش (١٩٩۵) هایان و جیانژین دارند. دوم توان های کمترین برآورد بر مشاهدات

بررسی جهت آزمون آماره آن دنبال به دادند. قرار مطالعه مورد ریج رگرسیون برای پرت نقاط تعیین هدف

و تروسکی توسط کمکی اطلاعات صورت به ریج رگرسیون از استفاده شرایط تحت مشاهدات، بودن پرت

مکانی تأثیر تحلیل بررسی به ترتیب به (١٩٩٩) وانگ و شی و (١٩٩٧) شی گردید. ارائه (١٩٩۴) همکاران

رگرسیون برای موردی تشخیصی روش های پرداختند. ریج رگرسیون روش و اصلی مؤلفه های روش در

(٢٠٠١) چن و جاهوفر همچنین است. شده داده بسط (٢٠٠٩) چن و جاهوفر وسیله به اصلاح شده ریج

نیز (٢٠١۵) همکاران و قپانی پرداختند. نیز اصلاح شده ریج رگرسیون در مکانی تأثیر تحلیل مطالعه  به

زمینه در دادند. قرار مطالعه مورد ریج برآورد تحت اندازه گیری در خطا با مدل های در را تشخیصی مباحث

نشده انجام مطالعه ای خطی محدودیت های تحت ریج برآورد با رگرسیونی مدل های در تشخیصی مباحث

مشاهدات بودن پرت آزمون آماره  ویژه، طور به و تشخیصی مباحث مقاله این در اساس، همین بر است.

در اساس، این بر است. تعمیم یافته تصادفی خطی محدودیت تحت ریج برآورد با رگرسیونی مدل های به

تشخیصی روش ٣ بخش در می شود. داده ارائه آمیخته ریج و ریج برآورد از تعریفی و پیش زمینه ٢ بخش

برآورد برای روش این آن پی در و می شود مطرح ریج و دوم توان های کمترین رگرسیون در میانگین انتقال
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به مربوط داده های از استفاده با شده پیشنهاد روش عملکرد ۴ بخش در شد. خواهد داده تعمیم آمیخته ریج

می شود. مطرح نتیجه گیری و بحث ۵ بخش در نهایت در شد. خواهد داده نشان پورتلند سیمان

اولیه تعاریف و پیش زمینه ٢

رگرسیونی مدل

Y = Xβ + ε , ε ∼ N(٠, σ٢I) (١)

از p رتبه با n × p ماتریس یک X مشاهدات، از n × ١ بردار یک Y آن در که بگیرید، نظر در را

خطاهاست. از n× ١ بردار یک ε و نامعلوم رگرسیونی ضرایب از p× ١ بردار یک β مستقل، متغیرهای

مجموع کردن کمینه مبنای بر دوم توان های کمترین متداول روش از استفاده با رگرسیونی ضرایب برآورد

صورت به که رگرسیون مانده های بردار می شود. محاسبه β̂ = (X ′X)−١X ′Y, صورت به خطا دوم توان

از: است عبارت تعریف شده شده برآورد مقدار از شده مشاهده  مقدار تفاضل

e = Y −Xβ̂ = Y −X(X ′X)−١X ′Y = (In −H)Y.

همخطی مسئله  عنوان تحت باشد، داشته وجود خطی وابستگی مستقل متغیرهای بین آن در که را موقعیتی

برآوردهای از استفاده جمله از راهکارهایی پارامترها برآورد بر همخطی اثرات رفع منظور به می کنند. مطرح

به (١٩٧٠) کنارد و هورل توسط ریج برآورد است. گردیده ارائه لیو و استاین ریج، برآوردهای شامل اریب

صورت

β̂(k) = (X ′X + kI)−١X ′Y k > ٠, (٢)

سویندل مانند محققان از بسیاری توسط ریج، رگرسیون است. اریبی پارامتر k آن در که شد، پیشنهاد

است. شده داده توسعه (٢٠١١) سلام و فلاح و (١٩٨۶) همکاران و سینگ ،(١٩٨۴) ترنکلر ،(١٩٧٩)

از خاصی نوع ریج برآورد جمله از اریب برآوردهای که موضوع این به (١٩٩۴) همکاران و تروسکی

از خاصی نوع افزودن طریق از را ریج برآورد اساس همین بر است. کرده اشاره هستند کمکی اطلاعات
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صورت به ریج، محدودیت عنوان تحت (١)؛ مدل به تصادفی محدودیت های

٠ = k
١
٢ Ipβ + u , u ∼ N(٠, σ٢Ip), (٣)

تصادفی بردار یک نیز u و p×p ماتریس و p× ١ بردار ترتیب به k
١
٢ Ip و ٠ آن در که است شده پیشنهاد

طریق از که کردند بیان (٢٠٠٨) کسیرنلر و ساکالی اغلو هستند. E(εu′) = ٠ فرض با خطاها از p× ١

آمیخته مدل (١) مدل با (٣) محدودیت ادغام

 Y

٠

 =

 X

k١/٢Ip

β +

 ε

u

 ,

برآورد با معادل که ضرایب برآورد تعمیم یافته، دوم توان های کمترین روش از استفاده با داشت. خواهیم را

افزون موجود، کمکی اطلاعات از استفاده همخطی، مسئله  به پاسخ گویی دیگر راه می شود. حاصل است ریج

مشاهدات بر افزون اغلب است. شده مطرح (٢٠٠۴) همکاران و بلزلی توسط روش این است. نمونه بر

گاهی که داشت توجه باید است. موجود رگرسیونی ضرایب از برخی به راجع کمکی اطلاعات ،(Y,X) نمونه

محدودیت های قالب در کمکی اطلاعات حالت این در هستند. همراه خطا با و نبوده دقیق اطلاعات این

صورت به رگرسیونی ضرایب بر تصادفی خطی

r = Rβ + e , e ∼ N(٠, σ٢I) (۴)

هستند معلوم و رتبه با j× p ماتریس و j× ١ تصادفی بردار ترتیب به R و r آن در که می شوند، تعریف

(١٩۶٣) تیل و (١٩۶١) گولدبرگر و تیل است. E(εu′) = ٠ که طوری به خطاها از تصادفی بردار e و

خطی محدودیت های تحت رگرسیونی ضرایب برآورد منظور به راهبردی (١٩۵٣) دوربین نگرش مبنای بر

مدل با (۴) غیرنمونه ای اطلاعات آمیختن پیشنهادی، راهبرد در شده اندیشیده تدبیر دادند. ارائه تصادفی

صورت به را آمیخته برآورد آن ها رویکرد این اساس بر است. (١)

β̂R = β̂ + (X ′X)−١R′[I +R(X ′X)
−١
R′]−١(r −Rβ̂),
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هم زمان، طور به تصادفی خطی محدودیت های اعمال و ریج رگرسیون روش از استفاده کردند. پیشنهاد

طریق از (٢٠٠٩) اوزکال است. گرفته قرار مطالعه مورد و (٢٠٠٩) اوزکال و (٢٠١٠) یانگ و لی توسط

مقدار از برآورد فاصله کردن حداقل محدودیت تحت و (١) مدل با (۴) تصادفی خطی محدودیت های ادغام

صورت به را آمیخته ریج برآورد واقعی،

β̂M (k) = (X ′X +R′R+ kIP )
−١(X ′Y +R′r) k > ٠, (۵)

داد. پیشنهاد

خطی رگرسیونی مدل های در پرت نقاط تشخیص ٣

و روش ها (١٩٨٣) ویزبرگ است. توجه قابل و اهمیت با مفاهیم از یکی غیرعادی مشاهدات تشخیص

اصلی هدف کرد. معرفی تأثیر آنالیز عنوان به را مشاهدات نوع این تشخیص برای شده ارائه معیارهای

مجموعه ای وجود شرایط در تحلیل مختلف جنبه های در آمده وجود به تغییرات میزان اندازه گیری تأثیر، آنالیز

می تواند باشد، داشته مشاهدات ديگر با اساسی تفاوت مشاهده يك كه زمانی است. مشاهدات از آشفته

به که را، داده ها از مجموعه این که علاقمندیم كند. ايجاد رگرسيونی تحليل نتايج در اساسی انحراف يك

می شود. ارزیابی رگرسیونی تحلیل مختلف جنبه های بر را آن ها تأثیر و تعیین می شود، گفته پرت نقاط آنها

مجموعه از آن ها حذف که گونه ای به دهند، قرار تأثیر تحت را مدل برازش نتایج است ممکن پرت نقاط

مشاهداتی چنین شناسايی منظور به مختلفی معيارهای و روش ها آورد. بار به متفاوتی کاملا˹ نتایج داده ها

برای نمود. اشاره مشاهدات یک به یک حذف روش به می توان روش ها این جمله  از است. شده پيشنهاد

و (١٩٨۶) هادی و چاترجی ،(٢٠٠۴) همکاران و بلزلی ،(٢٠٠٩) ویزبرگ به می توان روش ها دیگر بررسی

کرد. مراجعه (١٩٨۶) هادی و چاترجی

دوم توان های کمترین رگرسیون در میانگین انتقال روش ٣. ١

اضافه بر مبتنی روش این اولیه اصول می رود. کار به پرت مشاهدات تعیین برای میانگین انتقال روش

مشکوک مشاهدات به کمکی متغیرهای کردن اضافه با روش این در است. مدل به کمکی متغیرهای کردن

اینکه برای می شود. ارزیابی مشاهدات بودن پرت متغیرها این رگرسیونی ضرایب بودن معنی دار آزمون و

مرتب طوری داده ها ابتدا گیرند، قرار معنی داری آزمون مورد پرت مشاهدات عنوان به داده ها از مشاهده K
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از مقصود بگیرند. قرار انتها در ممکن پرت مشاهده K و ابتدا در پاک مشاهده n − K که می شوند

پرت به مشکوک که است داده هایی حذف از پس مشاهده n از مانده مشاهدات مجموعه پاک مشاهدات

(٢٠٠٠) هادی جمله از آماردانانی مجموعه این در موجود مشاهدات و K تعیین هدف با هستند. بودن

انتقال مدل می توان ترتیب این به داده اند. پیشنهاد را مختلفی راهکارهای (١٩٩٢) اتکینسن و ریانی و

صورت به خطی رگرسیون برای را پرت نقاط میانگین

Y = Xβ +Qγ + ε, (۶)

شده، حذف مشاهده K با متناظر همانی ماتریس IK آن در و Q =

 ٠

IK

 آن در که کرد، تعریف

ممکن پرت مشاهدات به مربوط تغییرات حاوی K × ١ بردار یک γ و (n −K) ×K ماتریس O

فرض های ترتیب این به است.

H١ : γ ̸= ٠(E(Y ) = Xβ +Qγ) مقابل در H٠ : γ = ٠(E(Y ) = Xβ), (٧)

بخش دو به مشاهدات مجموعه اینکه به توجه با می شوند، گرفته نظر در مشاهده K بودن پرت آزمون برای

و (١) رگرسیونی مدل برای می توان را H = X(X ′X)−١X ′ پیش بینی ماتریس است، شده تفکیک

صورت به صفر فرض تحت

H =

 Hn−K×n−K Hn−K×K

HK×n−K HK×K

 ,

e = (en−K
′, eK

′)′ صورت به e = (In−H)Y رابطه به استناد با می توان را مانده بردار کرد. افراز

صورت به مشاهده K بودن پرت فرض آزمون منظور به F آماره ترتیب، این به کرد. افراز

FK =
eK

′(IK −HK)−١eK/K

S٢
K/(n− p−K)

(٨)

فوق آماره S٢
K = e′e−eK ′(IK −HK×K)−١eK آن در که ،(٢٠٠٢ لی، و (سبر است شده پیشنهاد

بر مبنی شده بیان فرض آزمون هدف با است. (n − p −K) و K آزادی درجه های با F توزیع دارای
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صورت به فوق آماره است؛ K = ١ وقتی iام، مشاهده  بودن پرت

Fi =
e٢
i

(١ − hi)S(i)
٢ (٩)

یک Fi باشد، بزرگ e٢
i وقتی است. n− p− ١ و ١ آزادی درجه با F توزیع دارای آماره این می آید. در

،(١٩٩۵ توتنبرگ، و رائو و ٢٠٠٢؛ لی، و (سبر می کند ارائه را بزرگ معنی دار مقدار

ریج رگرسیون در میانگین انتقال روش ٣. ٢

شناسایی باهدف مطلوب شیوه ای میانگین انتقال روش اصول مبنای بر (١٩٩۴) همکاران و تروسکی

توان مجموع آن در که کردند، پیشنهاد تصادفی خطی محدودیت های اعمال شرایط تحت پرت مشاهدات

روش نیز (١٩٩۵) هایان و جیانژین می شود. مانده ها دوم توان مجموع جایگزین تعمیم یافته مانده های دوم

بودن پرت به مظنون Kمشاهده کنید فرض دادند. قرار مطالعه مورد را ریج رگرسیون تحت میانگین انتقال

n−K و K بخش دو به مشاهدات مجموعه پیشنهادی، روش های بر استناد با ،(١٩٩٢ (هادی، هستند

به ریج رگرسیون روش آن، با مقابله برای مدل، در همخطی وجود فرض با می شوند. تقسیم مشاهده ای

آمیخته مدل بنابراین می شود. اعمال (٣) محدودیت های صورت


Yn−K

YK

٠

 =


Xn−K

XK

k
١
٢ Ip

β +


εn−K

εK

u

 (١٠)

با باشد، داشته وجود داده ها دوم بخش در موجود مشاهده K بودن پرت امکان اگر داشت. خواهیم را

به (١٠) مدل داده ها، مجموعه انتهای در مشکوک مشاهده K و ابتدا در پاک مشاهده n−K دادن قرار

صورت Ya

YK

 =

 Xa

XK

β +

 εa

εK

 (١١)
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εa =

 εn−K

u

 و Xa =

 Xn−K

k
١
٢ Ip

 ، Ya =

 Yn−K

٠

 آن در که می شود، نگاشته

صورت به می توان را (١١) مدل است.

Y ∗ = X∗β + ε∗ (١٢)

.ε∗ =

 εa

εK

 و X∗ =

 Xa

XK

 ،Y ∗ =

 Ya

YK

 آن در که کرد، بازنویسی

از: است عبارت شده، معرفی میانگین انتقال مدل عنوان به که مشاهده K بودن پرت فرض تحت مدل


Yn−K

YK

٠

 =


Xn−K ٠

XK IK

k
١
٢ Ip ٠


 β

γ

+


εn−K

εK

u

 , (١٣)

صورت به می توان را (١٣) آمیخته  مدل

Y ∗ = X∗β +Qrγ + ε∗ (١۴)

(پرت صفر فرض تحت هستند. انتقال پارامترهای بردار γ و Qr =

 ٠

IK

 آن در که کرد، بازنویسی

برای تعمیم یافته مانده های بردار دوم توان های مجموع (١٩٩۴) همکاران و تروسکی مشاهده) K نبودن

و (١۵) روابط با ترتیب به را مشاهده K بودن پرت فرض بودن نادرست تحت (١۴) و (١٢) مدل های

صورت به (١۶)

r̃n
′r̃n = Y ∗′ [In+p −X∗(X∗′X∗)

−١
X∗]Y ∗, (١۵)

‘r̃′r̃ = Ya
′[In+p−K −Xa(Xa

′Xa)
−١
X ′
a]Ya, (١۶)
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مجموع بین تفاوت H١ : γ ̸= ٠ مقابل در H٠ : γ = ٠ فرض آزمون منظور به آن ها کردند. محاسبه

صورت به را (١۴) و (١٢) مدل دو هر تحت تعمیم یافته مانده های دوم توان

r̃n
′r̃n − r̃′r̃ = r̃K

′(IK − ZKK)−١r̃K

آن در که کردند، تعیین

I − Z =

 In+p−K −Xa

(
X∗′X∗

)−١
X ′
a −Xa

(
X∗′X∗

)−١
X ′
K

−XK

(
X∗′X∗

)−١
X ′
a IK −XK

(
X∗′X∗

)−١
X ′
K

 .
آنها هستند. Z ماتریس از زیرماتریس هایی Zij = Xi(X

′X + kIp)
−١Xj

′ i, j = a,K و

آماره همچنین

F ∗
K =

r̃K
′(IK − ZKK)−١r̃K(n−K)

KS٢
−K

(١٧)

آن در که کردند، ارائه مشاهده K بودن پرت فرض بررسی برای را

S٢
−K = r̃n

′(I − Z)−١r̃n − r̃K
′(IK − ZKK)−١r̃K .

است. n−K و K آزادی درجه با F توزیع دارای مذکور آماره 

تصادفی خطی محدودیت های تحت ریج رگرسیون در میانگین انتقال روش ٣. ٣

ناپایداری که می رود انتظار همچنین و گشته ضرایب برآورد ناپایداری و ناکارآمدی موجب همخطی حضور

کارایی از تشخیصی مباحث در مانده ها مواقعی چنین در اساس، همین بر باشد. داشته پی در نیز را مانده ها

شناسایی و تشخیصی معیارهای از آمده دست به نتایج که دارد وجود امکان این و بود نخواهد برخوردار لازم

بسط و پرت مشاهدات بررسی ترتیب، این به باشد. کننده گمراه یا نادرست مانده ها مبنای بر پرت نقاط

کاهش برای اولیه گام یک عنوان به آمیخته ریج برآورد به کارگیری شرایط در نقاط این تشخیص روش های

رگرسیون برای پرت نقاط تشخیص برای مذکور روش قسمت این در می کند. پیدا ضرورت پیامدها این
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تصادفی خطی محدودیت های افزودن با حال می شود. داده بسط تصادفی خطی محدودیت های تحت ریج

آمیخته مدل ،(١٠) رگرسیونی مدل به (۴)


Yn−K

YK

٠

r

 =


Xn−K

XK

k
١
٢ Ip

R

β +


εn−K

εK

u

e

 (١٨)

مشکوک مشاهده K که می شود بازآرایی گونه ای به (١٨) مدل بخواهیم اگر قبل مشابه داشت. خواهیم را

مدل با آنگاه گیرند، قرار داده ها مجموعه انتهای در Yr

YK

 =

 Xr

XK

β +

 εr

εK

 (١٩)

.εr =


εn−K

e

u

 Xrو =


Xn−K

R

k
١
٢ Ip

 ، Yr =


Yn−K

r

٠

 آن در که هستیم، مواجه

صورت به می توان را (١٩) مدل

Y ∗∗ = X∗∗β + ε∗∗ (٢٠)

برابر (٢٠) آمیخته  مدل تحت تعمیم یافته دوم توان های کمترین برآورد کرد. بازنویسی

β̂∗∗ = (X∗∗′X∗∗)−١X∗∗′Y ∗∗
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براساس (٢٠) مدل برای تعمیم یافته مانده بردار است. (۵) رابطه در آمیخته ریج برآورد با معادل که است،

صورت به تصادفی محدودیت های تحت ریج برآورد

r̃∗n = Y ∗∗ −X∗∗β̂M (k) = (In+p+j − Z∗)Y ∗∗

=

 (In+p+j−K − Z∗
rr)Yr − Z∗

rKYK

−Z∗
KrYr + (IK − Z∗

KK)YK

 =

 r̃∗n−K

r̃∗K


تحت دوم توان های کمترین برازش ماتریس Z∗ = X∗∗(X∗∗′X∗∗)−١X∗∗′ آن در که می شود، حاصل

صورت به Z∗
ij زیرماتریس های و است (٢٠) مدل

Z∗
ij = X∗∗

i (X∗∗′X∗∗)−١X∗∗′
j i, j = r,K,

مانده های دوم توان مجموع هستند. خودتوان Z∗
rr و Z∗ ماتریس های که است ذکر شایان می شوند. تعریف

از: است عبارت (٢٠) مدل برای تعمیم یافته

r̃∗
′
n r̃

∗
n = Y ∗∗′(In+p+j − Z∗)Y ∗∗

= Yr
′(In+j+p−k − Z∗

rr)Yr − YK
′Z∗
KrYr − Yr

′Z∗
rKYK + YK

′(IK − Z∗
KK)YK .

برآورد تحت میانگین انتقال مدل آنگاه هستیم. مظنون مشاهده K بودن پرت به که شود فرض اگر اکنون

صورت به H١ فرض و آمیخته ریج


Yn−K

YK

٠

r

 =


Xn−K ٠

XK IK

k
١
٢ Ip

R

٠

٠


 β

γ

+


εn−K

εK

u

e

 ,
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مشاهده K و ابتدا در پاک مشاهده n − K که بنویسیم گونه ای به را فوق مدل اگر می شود. نگاشته

مدل گیرند، قرار نمونه مشاهدات آخر در مشکوک Yr

YK

 =

 Xr ٠

XK IK

 β

γ

+

 εr

εK

 (٢١)

صورت به می توان را (٢١) مدل می شود. حاصل

Y ∗∗ = X∗∗β +Q∗
rγ + ε∗∗ (٢٢)

منظور به می شود. معرفی انتقال پارامتر بردار عنوان به γ و Q∗
r =

 ٠

IK

 اینجا در کرد. بازنویسی

مدل تحت تعمیم یافته مانده دوم توان مجموع و ضرایب تعمیم یافته دوم توان های کمترین برآورد محاسبه 

می شود. اثبات و بیان زیر لم (٢٢)

محدودیت تحت پرت نقاط میانگین انتقال مدل در مانده ها دوم توان مجموع ،γ و β برآوردهای :١ لم

با عبارتند ترتیب به (٢٢) رابطه در ریج تصادفی

β̂∗ = (Xr
′Xr)

−١Xr
′Yr,

γ̂∗ = (IK − ZKK)−١r̃∗K ,

r̃∗
′
r̃∗ = Yr

′[In+j+p−k −Xr(Xr
′Xr)

−١
Xr

′]Yr

= Yr
′(In+j+p−k − Z∗

rr)Yr − Yr
′Z∗
rK(IK − Z∗

KK)−١Z∗
KrYr.

داریم: دوم توان های کمترین روش از استفاده با برهان:

 β̂∗

γ̂∗

 =

 X∗∗

Q∗
r

′ (
X∗∗ Q∗

r

)−١ X∗∗

Q∗
r

′

Y ∗∗

=

 (X ′
rXr)

−١X ′
rYr

(IK − ZKK)−١r̃∗K

 .
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اینکه به توجه با

(Xr
′Xr)

−١ = (X∗∗′X∗∗ −XK
′XK)−١

= (X∗∗′X∗∗)−١ + (X∗∗′X∗∗)−١XK
′(IK − Z∗

KK)−١XK(X∗∗′X∗∗)−١,

که: گرفت نتیجه می توان

(Xr
′Xr)

−١XK
′YK − (X∗∗′X∗∗)−١XK

′(IK − Z∗
KK)−١YK = ٠

ترتیب این به می یابد. ضرورت شده برازش مقادیر بردار محاسبه  تعمیم یافته، مانده  بردار محاسبه  منظور به

داریم: γ̂∗ و β̂∗ مقادیر جایگذاری با و جبری محاسبات طبق بر

Ŷ ∗∗ =

 Ŷr

ŶK

 =

 Xr ٠

XK IK

 β̂∗

γ̂∗


=

 Xr(X
′
rXr)

−١X ′
r ٠

٠ IK

 Yr

YK

 ,

از: است عبارت تعمیم یافته مانده بردار بنابراین

r̃∗ =

 In+j+p−K −Xr(Xr
′Xr)

−١X ′
r ٠

٠ ٠

 Yr

YK

 =

 r̃∗١

r̃∗٢

 ,

انجام منظور به می شود. محاسبه شد، ذکر که آنچه مطابق تعمیم یافته مانده بردار دوم توان مجموع همچنین

عدم بر مبنی که صفر فرض تحت تعمیم یافته مانده های دوم توان مجموع بین تفاضل تعیین آزمون، این

ضرورت آن، مقابل فرض تحت تعمیم یافته مانده های دوم توان های مجموع و است پرت مشاهده  وجود

داشت: خواهیم اساس همین بر دارد.

r̃∗
′
n r̃

∗
n − r̃∗

′
r̃∗ = r̃∗

′
K(IK − Z∗

KK)−١r̃∗K ,
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شود تعریف اگر :٢ لم

S∗٢
−K = r̃∗

′
n (I − Z∗)−١r̃∗n − r̃∗

′
K(IK − Z∗

KK)−١r̃∗K ,

آزادی درجات با ترتیب به دو کای توزیع دارای r̃∗′K(IK − Z∗
KK)−١r̃∗K/σ

٢ و S∗٢
−K/σ

٢ آنگاه

هستند. K و (n+ j −K)

داشت: خواهیم آنگاه r̃∗n = (I − Z∗)(X∗∗β + ε∗∗) = (I − Z∗)ε∗∗ کنید فرض برهان:

r̃∗n ∼ Nn+j+p(٠, σ٢In+j+p(I − Z∗)),

و دارد قرار داد ه ها مجموعه انتهای در پرت مشاهده K کرده ایم فرض که موضوع این به توجه با همچنین

نوشت می توان مسئله کلیت رفتن دست از بدون

r̃∗K = (٠, IK)r̃∗n = (٠, IK)(In+j+p − Z∗)ε∗∗. (٢٣)

که می شود استنباط قبل مشابه نتیجه در

r̃∗K ∼ NK(٠, σ٢IK(IK − Z∗
KK)),

صورت به r̃∗K دوم درجه فرم (٢٣) به استناد با دیگر سوی از

r̃∗
′
K(IK − Z∗

K)−١r̃∗K/σ
٢

= σ−٢[ε∗∗
′
(I − Z∗)′

 ٠

IK

 (IK − Z∗
KK)−٠)١ , IK)(I − Z∗)ε∗∗] (٢۴)

= σ−٢ε∗∗′M̃ ′M̃∗M̃ε∗∗ = σ−٢ε∗∗′Ñε∗∗,

فرم به (٢٣) به توجه با S∗٢
−K همچنین می شود. تعریف

S∗٢
−K = r̃∗

′
n (I − Z∗)−١r̃∗n − r̃∗

′
K(IK − Z∗

KK)−١r̃∗K
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= ε∗∗′(M̃ − M̃ ′M̃∗M̃)ε∗∗ = ε̃r
′Ñ∗ε̃r,

و Ñ∗ = (M̃ − M̃ ′M̃∗M̃) ،Ñ = M̃ ′M̃∗M̃ ،M̃ = (I − Z∗) آن در که می شود، نگاشته

M̃∗ =

 ٠ ٠

٠ (IK − Z∗
KK)−١

 .
.Ñ∗Ñ∗ = Ñ∗ و ÑÑ = Ñ که می شود استنتاج Z∗ ماتریس بودن متقارن و خودتوان به استناد با

و tr
(
Ñ
)
= K اینکه به توجه با و داشته Ñ∗ و Ñ ماتریس های بودن خودتوان بر دلالت نتیجه این

می شود استنباط (٢٠٠٢) لی و سبر کتاب ٢٨ صفحه ٧- ٢ قضیه براساس ،tr
(
Ñ∗

)
= n + j −K

هستند. χ٢
n+j−K و χ٢

K توزیع دارای ترتیب به S∗٢
−K/σ

٢ و r̃∗′K(IK − Z∗
KK)−١r̃∗K/σ

٢ که

هستند. مستقل هم از S∗٢
−K/σ

٢ و r̃∗′K(IK − Z∗
٢٢)

−١r̃∗K تصادفی متغیرهای :٣ لم

براساس S∗٢
−K و r̃∗′K(IK − Z∗

KK)−١r̃∗K توزیع استقلال Ñ∗Ñ = O که نکته این به توجه با برهان:

می شود. استنباط (٢٠٠٢) لی و سبر کتاب ٢٩ صفحه ١٢- ٢ مثال

مذکور لم های از حاصل نتایج پایه بر

F ∗∗
K =

r̃∗
′
K(IK − Z∗

KK)−١r̃∗K(n+ j −K)

KS∗٢
−K

(٢۵)

F ∗∗
K آماره  می دهیم. ارائه مشاهده K بودن پرت بررسی بر مبتنی شده بیان فرض آزمون برای را آماره 

تحت مشاهدات بودن پرت بر آزمون این رد است. (n + j −K) و K آزادی درجه با F توزیع دارای

آزمون K = ١ یعنی iام مشاهده  بودن پرت فرض باشیم داشته قصد که شرایطی در می کند. دلالت بررسی

صورت به (٢۵) آماره  آنگاه شود،

F ∗∗
i =

r̃∗٢
i (n+ j − ١)
S∗٢
−im

∗
ii

ماتریس قطر روی iام درایه m∗
ii و S∗٢

−i = (r̃∗
′
n (I − Z∗)−١r̃∗n)− (r̃∗٢

i /m
∗
ii) آن در که درمی آید،

است. (In+j+p − Z∗)
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کاربردی مثال ۴

مدل بندی قبلا˹ که داده هایی روی نظری مباحث شده، ارائه روش کاربرد چگونگی دادن نشان منظور به

مورد را (١٩۵٢) هالد داده های به معروف پورتلند سیمان به مربوط داده های لذا شد. خواهد پیاده شده اند،

،(١٩٣٢) همکاران و وود جمله از زیادی آماردانان توسط گسترده طور به داده ها این می دهیم. قرار استفاده

در همچنین گرفته اند. قرار استفاده مورد (٢٠٠٨) کسیرنلر و ساکالواغلو و (١٩٩٩) همکاران و کسیرنلر

دفعات به داده ها این از نظر مورد شرایط داشتن دلیل به تشخیصی مباحث به مربوط مطالعات و مقالات

در شده تولید گرمای به مربوط تجربی تحقیق یک حاصل داده ها از مجموعه این است. شده بهره برداری

موجود مرکب ماده  چهار درصد به وابسته شده حاصل گرمای است. پرتلند سیمان شدن سفت فرآیند طول

اهمیت از شده حاصل گرمای میزان بر آن ها تأثیر و مرکب ماده  چهار این ارتباط است. شده تولید سیمان در

مدل تحلیل هدف با ابتدا در دارد. ملاحظه ای قابل تأثیرات سیمان تولید فرایند در و بوده برخوردار ویژه ای

جدول در نتایج می شود. دوم توان های کمترین روش براساس ضرایب برآورد محاسبه به اقدام رگرسیونی،

است. شده ارائه ١

ممکن. توان های کمترین آنالیز از حاصل نتایج :١ جدول

احتمال مقدار آماره ای t استاندارد خطای ضرایب برآورد مستقل متغیرهای
٠٫٣٩٩ ٠٫٨٩١ ٧٠٫٠٧١٠ ۶٢٫۴٠۵۴ مبدأ از عرض
٠٫٠٧١ ٢٫٠٨٣ ۴٫٣٨١٠ ٩٫١٢۴٢ X١

٠٫۵٠١ ٠٫٧٠۵ ١١٫٢۶٢٨ ٧٫٩٣٨٧ X٢

٠٫٨٩۶ ٠٫١٣۵ ۴٫٨٣۴٠ ٠٫۶۵٢٧ X٣

٠٫٨۴۴ −٠٫٢٠٣ ١١٫٨۶٨٢ −٢٫۴١١٣ X۴

مقدار بودن بزرگ و آزمون آماره  مقدار بودن کوچک که است بدیهی ،١ جدول در موجود نتایج به توجه با

تأثیر و حضور عدم نبودن، معنی دار دهنده نشان رگرسیونی ضرایب کلیه  برای α = ٠٫٠١ سطح در احتمال

دلیلی می تواند t آماره  برای منتظره ای غیر کوچک مقادیر ظهور است. مستقل متغیرهای از یک هر ملموس

این بین همخطی وجود محققین سایر آن که علیرغم شود. تلقی مستقل متغیرهای میان در همخطی وجود بر

این نتیجه می شود. بررسی مستقل متغیرهای بین در همخطی ابتدا نیز اینجا در اما کرده اند، گزارش را داده ها

مستقل متغیرهای بین همخطی یک که می شود مشاهده جدول این براساس است. آمده ٢ جدول در بررسی

نسبت های و شرطی عدد شاخص خصوص در بیشتر آشنایی برای دارد. وجود X۴ و X٣ ،X٢ ، X١

کرد. مراجعه ١٠٧ تا ١٠۴ صفحه (٢٠٠۴) همکاران و بلزلی به می توان واریانس
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پورتلند. سیمان داده های مجموعه در متغیرها بین همخطی وجود بررسی نتایج :٢ جدول

واریانس نسبت های شاخص مقادیر
X۴ X٣ X٢ X١ مبدأ از عرض شرطی ویژه
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٫٠٠٠ ۴٫١٢٠
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ٢٫٧٢٧ ٠٫۵۵۴
٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٣٫٧٧٨ ٠٫٢٨٩
٠٫٠٠ ٠٫٠۵ ٠٫٠٠ ٠٫٠۶ ٠٫٠٠ ١٠٫۴۶٢ ٠٫٠٣٨
١٫٠٠ ٠٫٩۵ ١٫٠٠ ٠٫٩٣ ١٫٠٠ ٢۴٩٫۵٧٨ ٠٫٠٠٠۶۶

است. ناپایدار نتیجه در و نیست اطمینان قابل دوم توان های کمترین برآوردگر قوی، هم خطی وجود دلیل به

تصادفی محدودیت تحت ریج و ریج برآوردگرهای از استفاده لزوم همخطی اثرات تقلیل هدف با بنابراین

K = ٠٫٠٧۵ تقریبی طور به ریج پارامتر برای بهینه مقدار یک ریج، اثر روش از استفاده با می شود. آشکار

می شود. تعیین

خطی محدودیت یک که دادند پیشنهاد (١٩٩٩) همکاران و کسیرنلر همخطی، بیشتر چه هر کاهش منظور به

مجموعه  بر e (٠, σ٢I) و r = ٠ ،R = (٠, ١−,١, ١, ٠) آن در که r = Rβ + e صورت به تصادفی

شود. اعمال داده ها

نتایج مقایسه و ارزیابی و پورتلند سیمان داده های مجموعه در i مشاهده بودن پرت بررسی منظور به اکنون

ریج و ریج دوم توان کمترین برآوردگرهای از یک هر تحت میانگین انتقال روش آزمون آماره های حاصل،

دلیل این به ٨ و ۶ مشاهدات که می شود ملاحظه ٣ جدول به توجه با ،( ٣ (جدول می شود محاسبه آمیخته

محسوب پرت است، بزرگ مشاهده دو این به مربوط (١٧) و (٨) روابط در شده بیان آزمون آماره  مقدار که

مشاهدات به مربوط (٢۵) رابطه در شده تعریف آزمون آماره  مقدار که حالی در هستند. توجه مورد و شده

نتایج بین تمایز وجود ترتیب این به دارد. مشاهدات این بودن پرت بر دلالت که بوده؛ بزرگ ١٣ و ٨ ،۶

دوم توان های کمترین و ریج رگرسیون به نسبت آمیخته ریج رگرسیون در میانگین انتقال روش از حاصله

می شود. آشکار

نتیجه گیری و بحث

تحت پرت مشاهدات شناسایی هدف با که میانگین انتقال روش آزمون آماره که دادیم نشان مقاله این در

نتایج شده؛ استفاده دوم توان های کمترین و تصادفی محدودیت تحت ریج و ریج برآوردگرهای از یک هر
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تصادفی محدودیت تحت ریج و ریج دوم، توان های کمترین روش سه در پرت نقاط آزمون آماره :٣ جدول
.α = ٠٫١ معنی داری سطح در آزمون

F ∗∗
i F ∗

i Fi مشاهدات
٠٫١٨٨۶ ٠٫١٣٩٧ ٠٫٠٠٠٠٠٨ ١
١٫٣٣٧٢ ١٫٣٨٨١ ٠٫۶١۶۶ ٢
٠٫٠١۴۴ ٠٫٠١٣۵ ١٫٢٧٩۵ ٣
٠٫۴٢٩٩ ٠٫۴۴٩۴ ٠٫٧٧۶٠ ۴
٠٫٠٠٨٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠١۶۴ ۵
۶٫٨١۶٠ ۶٫٧٩۴١ ۴٫۶۴٩٧ ۶
١٫٠٢١٠ ٠٫٩۵۵۴ ٠٫۵٩۵۵ ٧
۶٫۶٧۴٧ ٧٫٣٠٨٩ ۴٫۴٢۴٠ ٨
١٫٣۴١۴ ١٫٣٣١۴ ٠٫۴٧۶٨ ٩
٠٫٠١٢٠ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠۴۴۵ ١٠
١٫٠٠٨١ ١٫٨٧٨۴ ١٫٣۴٧۵ ١١
٠٫٠۴۶١ ٠٫٠۴۶١ ٠٫٢٢٠۶ ١٢
٣٫١٧٩٢ ٣٫٠٢١۵ ١٫۵٠٠۶ ١٣
٣٫١۴ ٣٫١٨ ٣٫۵٩ آماره

مبنای بر آزمون آماره توسط که مشاهداتی به نمی توان بنابراین می دهد. قرار تحلیل گر اختیار در را متمایزی

بر کرد. اعتماد می شوند، شناخته پرت مدل در همخطی وجود شرایط تحت دوم توان های کمترین روش

برآورد با رگرسیونی مدل های خصوص در نیز (٢٠٠۴) همکاران و بلزلی که همان گونه حقیقت، این پایه

شود. کنترل تشخیصی مباحث مطالعه و بررسی از قبل باید همخطی است، کرده اشاره دوم توان های کمترین

مقابله دارد. ضرورت تصادفی خطی محدودیت های تحت ریج رگرسیون به تشخیصی مباحث بسط بنابراین

مدل های در توجه قابل و مهم مفاهیم جمله از پرت و تأثیرگذار مشاهدات تشخیص و همخطی مشکل با

بود. خواهد رگرسیونی آنالیز توسعه و ترقی جهت در گامی مفاهیم این گسترش و تعمیم که هستند رگرسیونی

می شود پیشنهاد منظور این به دارد. تعمیم قابلیت مقاله این در مطالعه مورد موضوع که است ذکر شایان

داد. توسعه و بسط هستند، ریج برآورد از تعمیمی که اریب برآوردگرهای سایر برای را تشخیصی مباحث که

وجود ناهمگی و ناهمبسته خطای با آمیخته ریج و ریج برآورد برای تشخیصی مباحث بسط امکان همچنین

دارد.
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