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می شود. پرداخته توانی تعمیم یافته-سری گومپرتز دومتغیره توزیع های خانواده معرفی به مقاله، این در چکیده:

تعمیم یافته-هندسی، گومپرتز دومتغیره توزیع مانند مدل چندین شامل دومتغیره توزیع های از جدید کلاس این

و ساختن نحوه است. تعمیم یافته نمایی دومتغیره توزیع و منفی دوجمله ای و لگاریتمی دوجمله ای، پواسون،

روش های با مدل پارامترهای برای برآوردیابی روند و شده ارائه دومتغیره توزیع های از کلاس این ویژگی های

برازش برای واقعی داده های از کاربرد دو نهایت در می شود. بحث EM الگوریتم و درستنمایی ماکسیمم

می شوند. ارائه آن دادن نشان مفید و مدل این

کلاس درستنمایی، ماكسیمم برآورد ،EM الگوریتم تعمیم یافته، گومپرتز دومتغیره توزیع کلیدی: واژه های

توانی. سری توزیع های

مقدمه ١

و علوم از مختلفی زمینه های در آماری کارهای از مهم جنبه های از یکی عمر طول داده های مدل بندی

است گرفته قرار مطالعه مورد بسیار متغیره، یک آماری توزیع های زمینه این در می شود. محسوب تحقیقات

روش گرفته اند. قرار توجه مورد کمتر پیچیده نسبتا محاسبات دلیل به متغیره چند و دو آماری توزیع های ولی

قرار متعددی نویسندگان توجه مورد اخیر سال چند در گسسته توزیع یک با پیوسته توزیع های کردن ترکیب

بوده برخوردار بالایی انعطاف پذیری از که می شود جدیدی توزیع های تعریف به منجر روش این است. گرفته

می دهند. ارائه داده ها روی را واقعی تری و مناسب تر برازش کاربرد لحاظ از و
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متغیرهای بیشینه یا کمینه بوسیله که کردند معرفی را توزیع ها از کلاسی (١٩٩٧) الکین و مارشال

و سوزا بارتو می شود. ساخته هندسی توزیع دارای تصادفی نمونه اندازه  با هم توزیع و مستقل تصادفی

(وایبول-هندسی) نام همین به را جدیدی توزیع هندسی و وایبول توزیع ترکیب با نیز (٢٠١١) همکاران

کردن ترکیب از که کردند معرفی را متغیره یک توزیع های از کلاسی (٢٠١٣) همکاران و سیلوا ساختند.

بررسی مورد را کلاس این مختلف ویژگی های و می آید به دست توانی سری توزیع و تعمیم یافته وایبول توزیع

هندسی، قبیل از مهم گسسته توزیع یک با پیوسته توزیع های کردن ترکیب در تلاش ها این دادند. قرار

عنوان به است. استوار هستند توانی سری توزیع از خاصی حالت های که دوجمله  ای و لگاریتمی پواسون،

و طهماسبی نمایی-پواسون، توزیع (٢٠٠٧) کاس نمایی-هندسی، توزیع (١٩٩٨) لوکاس و آدامیدیس مثال

و مورایس توانی، نمایی-سری توزیع (٢٠٠٩) گنجعلی و چهکندی نمایی-لگاریتمی، توزیع (٢٠٠٨) رضایی

تعمیم یافته-سری نمایی توزیع (٢٠١٢) جعفری و محمودی توانی، وایبول-سری توزیع (٢٠١١) سوزا بارتو

(٢٠١۶) جعفری و طهماسبی توانی، خطی-سری خطر نرخ توزیع (٢٠١٧) جعفری و محمودی توانی،

توانی دو-سری درجه خطر نرخ توزیع (٢٠١٧) ناداراجا و روزگار و توانی تعمیم یافته-سری گومپرتز توزیع

کردند. تعریف را

جمله از مختلف علوم داده های روی برازش برای اغلب است نمایی توزیع از تعمیمی که گومپرتز توزیع

اخیرا می گیرد. قرار استفاده مورد بیمه و زیست شناسی بازاریابی، کامپیوتر،

برخی ارائه و (GG) تعمیم یافته گومپرتز پارامتری سه توزیع معرفی به (٢٠١٣) همکاران و الگوهری

به صورت ترتیب به توزیع این چگالی تابع و توزیع تابع پرداخته اند. آن با مرتبط ویژگی های

FGG(x;α, λ, γ) = (١ − e
−λ
γ
(eγx−١)

)α, α, γ, λ > ٠; x ≥ ٠, (١)

fGG(x;α, λ, γ) = αλeγxe
−λ
γ
(eγx−١)

(١ − e
−λ
γ
(eγx−١)

)α−١. (٢)

شود. داده برازش نیز چوله داده های روی بر می تواند که است انعطاف پذیر توزیع یک GG توزیع هستند.

،γ → ٠+ وقتی (١٩٩٩) کوندو و گوپتا تعمیم یافته نمایی توزیع از: عبارتند توزیع این خاص حالت های

.γ → ٠+ و α = ١ وقتی نمایی توزیع و α = ١ وقتی گومپرتز توزیع

که کردند معرفی را (BGG) تعمیم یافته گومپرتز دومتغیره توزیع (٢٠١٣) همکاران و شرپیانی ال

و ١ مطلق پیوسته بخش دارای هم دومتغیره توزیع این است. تعمیم یافته گومپرتز آن، حاشیه ای توزیع های

١Absoluotely continuous
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به صورت مدل این توام توزیع تابع و است ٢ منفرد بخش دارای هم

FBGG(x١, x٢) = (١ − e
−λ
γ
(eγx١−١)

)α١)١ − e
−λ
γ
(eγx١−٢)

)α١)٢ − e
−λ
γ
(eγz−١)

)α٣

.z = min(x١, x٢) آن در که است،

از جدید کلاس یک و شده ترکیب (PS) توانی سری توزیع کلاس با BGG توزیع مقاله، این در

(BGGPS) توانی تعمیم یافته-سری گومپرتز دومتغیره توزیع خانواده عنوان تحت دومتغیره توزیع های

می شود. معرفی

گوپتا و کوندو و (١٩٩٧) الکین و مارشال دومتغیره توزیع ساختن روش با مشابه کردن ترکیب روند

توزیع های و است برخوردار بالایی انعطاف پذیری از که است پارامتر شش دارای مدل این است. (٢٠١۴)

توسط شده معرفی توانی تعمیم یافته-سری گومپرتز توزیع آن، حاشیه ای

است، مختلفی شکل های دارای مدل این توام چگالی تابع هستند. (٢٠١۶) جعفری و طهماسبی

دومتغیره سنگین دم داده های و دومتغیره چوله داده های تحلیل در موثری به طور می تواند مدل این بنابراین

توزیع ،(BGGG) تعمیم یافته-هندسی گومپرتز دومتغیره توزیع مدل، این خاص حالت های رود. بکار

دومتغیره توزیع این از مختلفی ویژگی های ادامه در است. دیگر دومتغیره توزیع های برخی و BGG
(MLE) درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای آوردن به دست برای EM الگوریتم ادامه در و می شود استخراج

می شود. ارائه مدل پارامترهای

٣ بخش در می شود. بررسی آن مختلف ویژگی های و کرده معرفی را BGGPS توزیع ٢ بخش در

در می شود. انجام ۴ بخش در مدل پارامترهای برآورد می گیرد. قرار بررسی مورد خاص حالت های برخی

می شوند. تحلیل واقعی داده مجموعه دو ۵ بخش در نهایت،

BGGPS مدل ٢

احتمال جرم تابع با صفر، در شده بریده توانی، سری توزیع دارای N گسسته تصادفی متغیر کنید فرض

P (N = n) =
anθ

n

A(θ)
, n = ١, ٢, . . .

٢Singular
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توانی. سری توزیع های برخی برای مهم کمیت های .١ جدول

منفی دوجمله ای دوجمله ای لگاریتمی پواسون هندسی )کمیت
k−١
n−١

) (
k
n

)
n−١ n!−١ ١ an

θk

(١−θ)k
(١+θ)k−١ −log (١−θ) eθ−١ θ(١−θ)−١

A(θ)

kθk−١

(١−θ)k+١
k

(θ+١)١−k (١−θ)−١
eθ (١−θ)−٢

A′ (θ)

k(k+٢θ−١)
θ٢−k(١−θ)k+٢

k(k−١)
(θ+١)٢−k (١−θ)−٢

eθ ٢(١−θ)−٣
A′′ (θ)

١ ∞ ١ ∞ ١ s

برخی . s ∈ (٠,∞) و θ ∈ (٠, s) ،A(θ) =
∑∞

n=١ anθ
n < ∞ ،an ≥ ٠ آن در که است،

خاص حالت های برخی ١ جدول کرد. مشاهده (١٩۵٠) نواک در می توان را توانی سری توزیع ویژگی های

دوجمله ای و دوجمله ای لگاریتمی، پواسون، هندسی، توزیع های شامل صفر) در شده (بریده توانی سری توزیع

A(θ) دوم مشتق و اول مشتق ترتیب به A′′(θ) و A′(θ) از منظور اینجا در می دهد. نشان را منفی

تعمیم یافته-سری گومپرتز متغیره یک توزیع های کلاس چگالی تابع و توزیع تابع است. θ پارامتر به نسبت

از عبارتند ترتیب به (٢٠١۶) جعفری و طهماسبی (GGPS) توانی

FGGPS(x;α, λ, γ, θ) =
A(θ(١ − e

−λ
γ
(eγx−١)

)α)

A(θ)
, x ≥ ٠, (٣)

fGGPS(x;α, λ, γ, θ) =
αθλ

A(θ)
eγxe

−λ
γ
(eγx−١)

(١ − e
−λ
γ
(eγx−١)

)α−١

× A′(θ(١ − e
−λ
γ
(eγx−١)

)α). (۴)

تابع با توزیع هم و مستقل تصادفی بردارهای از دنباله یک {(X١n, X٢n);n = ١, ٢, . . . } کنید فرض

در (X١i, X٢i) از مستقل و توانی سری تصادفی متغیر را N اینجا در است. FBGG مشترک توزیع

توزیع مقاله این در .i = ١, ٢ برای Yi = max {Xi١, . . . , XiN} کنید فرض همچنین می گیریم، نظر

داده نشان BGGPS(α١, α٢, α٣, λ, γ, θ) نماد با و نامیده BGGPS توزیع را Y = (Y١, Y٢) توام

می شود.
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به صورت آن چگالی تابع آنگاه باشد BGGPS توزیع دارای Y اگر :١ قضیه

fY (y١, y٢) =


f١ (y١, y٢) ٠ < y١ < y٢

f٢ (y١, y٢) ٠ < y٢ < y١

f٠ (y) ٠ < y١ = y٢ = y,

(۵)

آن در که است

f١ (y١, y٢) =
θ

A (θ)
fGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ) [θFGG(y١;α١ + α٣, λ, γ)

× FGG(y٢;α٢, λ, γ)A
′′ (θFGG(y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG(y٢;α٢, λ, γ))

+ A′ (θFGG(y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG(y٢;α٢, λ, γ))], (۶)

f٢ (y١, y٢) =
θ

A (θ)
fGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ) [θFGG(y١;α١, λ, γ)

× FGG(y٢;α٢ + α٣, λ, γ)A
′′ (θFGG(y١;α١, λ, γ)FGG(y٢;α٢ + α٣, λ, γ))

+ A′ (θFGG(y١;α١, λ, γ)FGG(y٢;α٢ + α٣, λ, γ))], (٧)

f٠ (y) =
θα٣

A (θ) (α١ + α٢ + α٣)
fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

× A′ (θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)) . (٨)

داریم: Y توزیع تابع از استفاده با برهان:

FY (y١, y٢) = P (Y١ ≤ y١, Y٢ ≤ y٢)

=

∞∑
n=١

P (Y١ ≤ y١, Y٢ ≤ y٢|N = n)P (N = n)

=
∞∑
n=١

FnBGG (y١, y٢)
anθ

n

A(θ)

=
A(θFBGG (y١, y٢;α١, α٢, α٣, λ, γ))

A(θ)

=


A (θFGG(y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG(y٢;α٢, λ, γ))

A (θ)
y١ ≤ y٢

A (θFGG(y١;α١, λ, γ)FGG(y٢;α٢ + α٣, λ, γ))

A (θ)
y١ > y٢.
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تساوی می شود. حاصل N روی کردن شرطی با کل احتمال قانون از استفاده با فوق رابطه در دوم تساوی

تساوی نهایت در می آید. به دست توانی سری توزیع تعریف و توزیع تابع تعریف طبق ترتیب به چهارم و سوم

بار دو از استفاده با Y چگالی تابع بنابراین، می شود. حاصل BGG توزیع تعریف از استفاده با نیز آخر

می گردد. حاصل fY (y١, y٢) =
∂٢FY (y١,y٢)
∂y١∂y٢

رابطه و مشتق گیری

آنگاه باشد، BGGPS(α١, α٢, α٣, λ, γ, θ) توزیع ,Y١)دارای Y٢) اگر :١ گزاره

است. GGPS(αi + α٣, λ, γ, θ) توزیع دارای ،Yi تصادفی متغیر الف:

است. GGPS(α١ + α٢ + α٣, λ, γ, θ) توزیع دارای V = max(Y١, Y٢) تصادفی متغیر ب:

است. BGG(α١, α٢, α٣, λ, γ) توزیع دارای (Y١, Y٢) آنگاه A (θ) = θ اگر ج:

.P (Y١ < Y٢) =
α١

α١+α٢+α٣
د:

. k = min {n ∈ N :an > ٠} که limθ→٠+ FY١, Y٢ (y١, y٢) = (FBGG (y١, y٢))
k ه:

استفاده توام توزیع تابع و حاشیه ای توزیع تابع بین ارتباط از است کافی (الف) قسمت اثبات برای برهان:

داریم: (ب) قسمت اثبات برای کنیم.

FV (v) = P (V ≤ v) = P (max (Y١, Y٢) ≤ v) = P (Y١ ≤ u, Y٢ ≤ u)

=
∞∑
n=١

P (Y١ ≤ u, Y٢ ≤ v|N = n)P (N = n)

=
∞∑
n=١

(FX١,X٢(v, v))
n P (N = n)

=
A(θ(١ − e

−λ
γ
(eγx−١)

)α١+α٢+α٣)

A(θ)
,

در A (θ) = θ جایگذاری با نیز (ج) قسمت است. GGPS(α١ + α٢ + α٣, λ, γ, θ) توزیع این که

داریم: نیز (د) قسمت اثبات برای می شود. حاصل BGGPS دومتغیره توزیع

P (Y١ < Y٢) =
∞∑
n=١

P (Y١ < Y٢, N = n)

=
∞∑
n=١

anθ
n

A(θ)

∫ ∞

٠

∫ ∞

y١

f١n(y١, y٢)dy٢dy١
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=

∞∑
n=١

anθ
n

A(θ)
× α١

α١ + α٢ + α٣

=
α١

α١ + α٢ + α٣
.

داریم k = min {n ∈ N :an > ٠} دادن برقرار با (ه) قسمت برای

lim
θ→٠+

FY١, Y٢ (y١, y٢) = lim
θ→٠+

∑∞
n=١ anθ

n(FX١, X٢ (y١, y٢))
n∑∞

n=١ anθ
n

= lim
θ→٠+

ak(FX١, X٢ (y١, y٢))
k +

∑∞
n=k+١ anθ

n−k (FX١, X٢ (y١, y٢))
n

ak +
∑∞

n=k+١ anθ
n−k

= (FBGG (y١, y٢))
k.

.pn = anθn

A(θ) و است BGGPS(α١, α٢, α٣, λ, γ, θ) توزیع دارای (Y١, Y٢) کنید فرض :٢ گزاره

صورت این  در

الف:

FY١,Y٢ (y١, y٢) =
∞∑
n=١

pnFBGG (y١, y٢;nα١, nα٢, nα٣, λ, γ) .

داریم: (۵) در (Y١, Y٢) چگالی تابع برای ب:

f١ (y١, y٢) =
∞∑
n=١

pnfGG

(
y١;n(α١ + α٣), λ, γ

)
fGG (y٢;nα٢, λ, γ),

f٢ (y١, y٢) =

∞∑
n=١

pnfGG (y١;nα١, λ, γ) fGG

(
y٢;n(α٢ + α٣), λ, γ

)
,

f٠ (y) =
α٣

α١ + α٢ + α٣

∞∑
n=١

pnfGG

(
y;n(α١ + α٢ + α٣), λ, γ

)
,

است. (α, λ, γ) پارامترهای با GG توزیع احتمال چگالی تابع fGG (.;α, λ, γ) آن در که

(Y١, Y٢) توام توزیع تابع و کرده استفاده کل احتمال قانون از است کافی (الف) قسمت اثبات برای برهان:

توام توزیع تابع از مرتبه دو است کافی نیز (ب) قسمت اثبات برای شود. شرطی N تصادفی متغیر روی

شود. استفاده (٨) و (٧) ،(۶) روابط از و مشتق گیری (الف) قسمت در شده ارائه
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به صورت می توان را BGGPS توزیع توام احتمال چگالی تابع :٣ گزاره

fY (y١, y٢) =
α١ + α٢

α١ + α٢ + α٣
fa (y١, y٢) +

α٣

α١ + α٢ + α٣
fs (y) ,

آن در که نوشت

fa (y١, y٢) =
α١ + α٢ + α٣

α١ + α٢

 f١ (y١, y٢) y١ < y٢

f٢ (y١, y٢) y٢ < y١,

fs (y) =
θ

A (θ)
fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

×A′ (θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)) y١ = y٢ = y,

تابع منفرد بخش fs(·, ·) و مطلق پیوسته بخش fa(·, ·) که است واضح است. صفر نیز دیگر جاهای و

منفرد قسمت BGGPS مدل توام احتمال چگالی تابع باشد، α٣ = ٠ اگر بنابراین، می باشد. توام چگالی

می شود. مطلق پیوسته توزیع یک به تبدیل و ندارد

fs (y) و fa (y١, y٢) جایگذاری با (٢٠١۴) گوپتا و کوندو نتایج با مشابه است کافی اثبات برای برهان:

شود. استفاده فوق تساوی راست سمت در

گرفته نظر در N گسسته تصادفی متغیر یک نمونه حجم گردید بیان ٢ بخش ابتدای در که همان گونه

در استفاده برای E (N |Y١ = y١, Y٢ = y٢) محاسبه ادامه در است. توانی سری توزیع دارای که شد

می شود. ارائه EM الگوریتم به ویژه شبیه سازی بخش

هم و مستقل تصادفی بردارهای از دنباله یک {(X١n, X٢n);n = ١, ٢, . . . } فرض کنید :٢ قضیه

برای Yi = max {Xi١, . . . , XiN} کنید فرض همچنین، است. FBGG مشترک توزیع تابع با توزیع

ریاضی امید این صورت، در است. (X١i, X٢i) از مستقل و توانی سری تصادفی متغیر N که i = ١, ٢

به صورت Y٢ = y٢ و Y١ = y١ شرط به N

(٩)

E (N |Y١ = y١, Y٢ = y٢) =


B١(y١,y٢)
k١(y١,y٢)

y١ < y٢

B٢(y١,y٢)
k٢(y١,y٢)

y٢ > y١

θA٠(y)A′′(θA٠(y))+A′(θA٠(y))
k٠(y)

y١ = y٢ = y,
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آن در که است،

Bi (y١, y٢) = (θ Ai (y١, y٢))
٢A′′′ (θAi (y١, y٢))

+٣θAi (y١, y٢)A
′′ (θAi (y١, y٢)) +A′ (θAi (y١, y٢)) ,

و است θ پارامتر به نسبت A(θ) سوم مشتق A′′′ (θ) و

A١ (y١, y٢) = FGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ) ,

A٢ (y١, y٢) = FGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ) ,

A٠ (y) = FGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ) .

و

k١ (y١, y٢) = θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ)

×A′′ (θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ))

+A′ (θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ)) ,

k٢ (y١, y٢) = θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

×A′′ (θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ))

+A′ (θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)) ,

k٠ (y) = A′ (θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)) .

است. BGG(nα١, nα٢, nα٣, λ, γ) توزیع دارای N = n شرط به (Y١, Y٢) تصادفی بردار برهان:

از عبارتست (Y١, Y٢, N) توام چگالی تابع بنابراین،

fY١,Y٢,N (y١, y٢, n) =


anθn

A(θ) f١n(y١, y٢) y١ < y٢

anθn

A(θ) f٢n(y١, y٢) y٢ < y١

anθn

A(θ) f٠n(y) y١ = y٢ = y,
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آن در که

f١n(y١, y٢) = n٢λ٢eγy١+γy٢(α١ + α٣)α٢e
−λ
γ
(eγy١+eγy٢−٢)

×(١ − e
−λ
γ
(eγy١−١)

)n(α١+α٣)−١)١ − e
−λ
γ
(eγy١−٢)

)nα١−٢, (١٠)

f٢n(y١, y٢) = n٢λ٢eγy١+γy٢(α٢ + α٣)α١e
−λ
γ
(eγy١+eγy٢−٢)

×(١ − e
−λ
γ
(eγy١−١)

)nα١)١−١ − e
−λ
γ
(eγy١−٢)

)n(α٢+α٣)−١, (١١)

f٠n(y) = nλeγyα٣e
−λ
γ
(eγy−١)

(١ − e
−λ
γ
(eγy−١)

)n(α١+α٢+α٣)−١. (١٢)

با است برابر نیز Y٢ = y٢ و Y١ = y١ شرط به N شرطی احتمال جرم تابع

fN |Y١,Y٢ (n|y١, y٢) =


n٢an(θA١(y١,y٢))

n−١

k١(y١,y٢)
y١ < y٢

n٢an(θA٢(y١,y٢))
n−١

k٢(y١,y٢)
y٢ < y١

nan(θA٠(y))
n−١

k٠(y)
y١ = y٢ = y,

عبارت های از استفاده سپس و Y٢ = y٢ و Y١ = y١ شرط به N ریاضی امید تعریف از استفاده با

θ٢A′′′ (θ) + ٣θA′′ (θ) +A′ (θ) =
∞∑
n=١

n٣anθ
n−١,

θA′′ (θ) +A′ (θ) =
∞∑
n=١

n٢anθ
n−١, A′ (θ) =

∞∑
n=١

nanθ
n−١,

داریم: B٢ (y١, y٢) و B١ (y١, y٢) تعریف از استفاده با نهایت در و

E (N |Y١ = y١, Y٢ = y٢) =

∞∑
n=١

nfN |Y١,Y٢ (n|y١, y٢)

=


∑∞
n=١ n

٣an(θA١(y١,y٢))
n−١

k١(y١,y٢)
y١ < y٢∑∞

n=١ n
٣an(θA٢(y١,y٢))

n−١

k٢(y١,y٢)
y٢ > y١∑∞

n=١ n
٢an(θA٠(y))

n−١

k٠(y)
y١ = y٢ = y,



٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جعفری اکبر علی و روزگار رسول

داریم: بنابراین

E (N |Y١ = y١, Y٢ = y٢) =


B١(y١,y٢)
k١(y١,y٢)

y١ < y٢

B٢(y١,y٢)
k٢(y١,y٢)

y٢ > y١

θA٠(y)A′′(θA٠(y))+A′(θA٠(y))
k٠(y)

y١ = y٢ = y.

می شود. کامل اثبات و

BGGPS توزیع خاص حالت های ٣

ازای به و می شود گرفته نظر در BGGPS توزیع خاص حالت چند ،١ جدول به توجه با بخش این در

.ti = ١ − e
−λ
γ
(eγyi−١) می شود فرض i = ١, ٢

دوجمله  ای یافته تعمیم گومپرتز دومتغیره توزیع ٣٬١

و an =
(
k
n

)
دادن قرار با توانی سری توزیع از خاصی حالت صفر) در شده (بریده دوجمله ای توزیع

تابع بنابراین است. آزمایش تکرارهای تعداد k به طوری که است θ > ٠ برای A (θ) = (θ + ١)k − ١

از عبارتست (BGGB) دوجمله  ای تعمیم یافته گومپرتز مدل دومتغیره توزیع

FY (y١, y٢) =


{
θt
α١+α٣
١ t

α٢
٢ +١

}k
−1

(θ+١)k−١
y١ ≤ y٢{

θt
α١
١ t

α٢+α٣
٢ +١

}k
−1

(θ+١)k−١
y١ > y٢,

آن در که است، (۵) به صورت آن توام چگالی تابع و

f١ (y١, y٢) =
kθ

(θ + ١)k − ١
fGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ)

× [θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ) + ١]k−٢

× [kθFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ) + ١] ,
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f٢(y١, y٢) =
kθ

(θ + ١)k − ١
fGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

× [θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ) + ١]k−٢

× [kθFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ) + ١] ,

f٠ (y) =
kθα٣ fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)[
(θ + ١)k − ١

]
(α١ + α٢ + α٣)

×[θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ) + ١]k−١.

تعمیم یافته-هندسی گومپرتز دومتغیره توزیع ٣٬٢

و an = ١ دادن قرار با است توانی سری توزیع از خاصی حالت صفر) در شده (بریده هندسی توزیع

هندسی تعمیم یافته گومپرتز دومتغیره توزیع توام توزیع تابع بنابراین، .٠ < θ < ١ برای A(θ) = θ
١−θ

از عبارتست (BGGG)

FY (y١, y٢) =


(١−θ)tα١+α٣

١ t
α٢
٢

١−θtα١+α٣
١ t

α٢
٢

y١ ≤ y٢

(١−θ)tα١
١ t

α٢+α٣
٢

١−θtα١
١ t

α٢+α٣
٢

y١ > y٢,

آن در که است، (۵) به صورت آن توام چگالی تابع و

f١ (y١, y٢) = (١ − θ)fGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ)

× ١ + θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ)

(١ − θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ))
٣ ,

f٢ (y١, y٢) = (١ − θ)fGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

× ١ + θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

(١ − θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ))
٣ ,

f٠ (y) =
(١ − θ)α٣fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

(α١ + α٢ + α٣) (١ − θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ))
٢ .

تبدیل (١٩٩٧) الکین و مارشال دومتغیره توزیع به BGGG توزیع θ∗ = ١ − θ هنگامی که :١ تذکر

می شود.
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تعمیم یافته-پواسون گومپرتز دومتغیره توزیع ٣٬٣

A (θ) = و an = ١
n! دادن قرار با توانی سری توزیع از خاصی حالت صفر در شده بریده پواسون توزیع

(BGGP) پواسون تعمیم یافته گومپرتز مدل متغیره دو توزیع تابع بنابراین، است. θ > ٠ برای eθ − ١

از عبارتست

FY (y١, y٢) =


exp

(
θt
α١+α٣
١ t

α٢
٢

)
−١

exp(θ)−١ y١ ≤ y٢

exp
(
θt
α١
١ t

α٢+α٣
٢

)
−١

exp(θ) −١ y١ > y٢,

آن در که است، (۵) به صورت آن توام چگالی تابع و

f١ (y١, y٢) = θfGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ)

× eθFGG(y١;α١+α٣,λ,γ)FGG(y٢;α٢,λ,γ)

× [θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ) + ١] ,

f٢ (y١, y٢) = θfGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

× eθFGG(y١;α١,λ,γ)FGG(y٢;α٢+α٣,λ,γ)

× [θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ) + ١] ,

f٠ (y) =
θα٣

(α١ + α٢ + α٣)
fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

× eθFGG(y;α١+α٢+α٣,λ,γ).

تعمیم یافته-لگاریتمی گومپرتز دومتغیره توزیع ٣٬۴

A (θ) = و an = ١
n دادن قرار با توانی سری توزیع از خاصی حالت صفر) در شده (بریده لگاریتمی توزیع

لگاریتمی یافته تعمیم گومپرتز مدل متغیره دو توزیع تابع بنابراین است. ٠ < θ < ١ برای − log(١−θ)

از عبارتست (BGGL)

FY (y١, y٢) =


log

(
1−θtα١+α٣

١ t
α٢
٢

)
log(١−θ) y١ ≤ y٢

log
(
1−θtα١

١ t
α٢+α٣
٢

)
log(١−θ) y١ > y٢,
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آن در که است، (۵) به صورت آن توام چگالی تابع و

f١ (y١, y٢) =
−θfGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ)

log (١ − θ) (١ − θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ))
٢ ,

f٢ (y١, y٢) =
−θfGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

log (١ − θ) (١ − θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ))
٢ ,

f٠ (y) =
−θα٣fGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

log (١ − θ) (α١ + α٢ + α٣) (١ − θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ))
.

منفی تعمیم یافته-دوجمله  ای گومپرتز دومتغیره توزیع ٣٬۵

an =
(
n−١
k−١

)
دادن قرار با توانی سری توزیع از خاصی حالت صفر) در شده (بریده منفی دوجمله   ای توزیع

یافته تعمیم گومپرتز مدل متغیره دو توزیع تابع بنابراین است. ٠ < θ < ١ برای A (θ) = ( θ
١−θ )

k و

از عبارتست (BGGNB) منفی دوجمله  ای

FY (y١, y٢) =


(١−θ)ktk(α١+α٣)

١ t
kα٢
٢(

١−θtα١+α٣
١ t

α٢
٢

)k y١ ≤ y٢

(١−θ)ktkα١
١ t

k(α٢+α٣)
٢(

١−θtα١
١ t

α٢+α٣
٢

)k y١ > y٢,

آن در که است، (۵) به صورت آن توام چگالی تابع و

f١ (y١, y٢) =
k(١ − θ)kfGG (y١;α١ + α٣, λ, γ) fGG (y٢;α٢, λ, γ)

(١ − θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ))
k+٢

× (FGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ))
k−١

× [k + θFGG (y١;α١ + α٣, λ, γ)FGG (y٢;α٢, λ, γ)] ,

f٢ (y١, y٢) =
k(١ − θ)kfGG (y١;α١, λ, γ) fGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)

(١ − θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ))
k+٢

× (FGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ))
k−١

× [k + θFGG (y١;α١, λ, γ)FGG (y٢;α٢ + α٣, λ, γ)] ,

f٠ (y) =
kα١)٣ − θ)kfGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ)

(α١ + α٢ + α١)(٣ − θFGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ))
k+١

× (FGG (y;α١ + α٢ + α٣, λ, γ))
k−١.
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BGGPS توزیع پارامترهای برآورد ۴

کنید فرض .(٢٠١۴) گوپتا و کوندو می شود پرداخته درستنمایی ماکسیمم روش با پارامترها برآورد به ابتدا

پارامترهای با BGGPS توزیع از m اندازه به مشاهده شده نمونه یک (y١١, y١٢), . . . , (ym١, ym٢)

کنید فرض همچنین، است. Θ = (α١, α٢, α٣, λ, γ, θ)
T

I٠ = {i : y١i = y٢i = yi} , m٠ = |I٠|

I١ = {i : y١i < y٢i} , m١ = |I١| ,

I٢ = {i : y١i > y٢i} , m٢ = |I٢|

m = m٠ +m١ +m٢.

به صورت می توان را درستنمایی تابع بنابراین،

L (Θ) =
∏
i∈I٠

f٠ (yi)
∏
i∈I١

f١ (y١i, y٢i)
∏
i∈I٢

f2 (y١i, y٢i),

به صورت نیز درستنمایی لگاریتم تابع و نوشت

ℓ (Θ) =
∑
i∈I٠

log (f٠ (yi)) +
∑
i∈I١

log (f١ (y١i, y٢i)) +
∑
i∈I٢

log (f2 (y١i, y٢i)),

صریحی عبارت نمی توان شده اند. ارائه (٨) و (٧) ،(۶) در ترتیب به f٠ و f٢ ،f١ آن در که می شود، حاصل

به طورهمزمان غیرخطی معادله شش حل نیازمند و آورد به دست درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای برای

ماکسیمم برآوردگرهای می توان R نرم افزار در nlminb دستور مانند دستورها از برخی از استفاده با است.

حساس مقادیر این به نتایج که اولیه است مقادیر نیازمند که آورد به دست عددی روش به را درستنمایی

ماکسیمم برآوردگرهای یافتن برای (EM) امید-ماکسیمم سازی٣ الگوریتم یک ادامه در بنابراین، هستند.

(٢٠١۴) گوپتا و کوندو جمله از نویسندگان از بسیاری توسط روش این می شود. ارائه پارامترها درستنمایی

است. شده استفاده نیز

دارای i = ١, ٢, ٣ ،{Zi|N = n} مستقل تصادفی متغیرهای که کنید فرض داده شده، n برای

٣Expectation–Maximization
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که است بدیهی هستند. (nαi, λ, γ) پارامترهای با GG توزیع

{Y١ | N = n} = max (Z١, Z٣) |N = n, {Y٢ | N = n} = max (Z٢, Z٣) |N = n.

به صورت وابسته تصادفی بردار یک می توان دومتغیره، تصادفی بردار برای

Λ١ =

 ٠ if Y١ = Z١

١ if Y١ = Z٣

Λ٢ =

 ٠ if Y٢ = Z٢

١ if Y٢ = Z٣.

Y١ > Y٢ یا Y١ < Y٢ اگر ولی .Λ١ = Λ٢ = ٠ آنگاه Y ١ = Y٢ اگر که شود توجه گرفت. نظر در

و (Λ١,Λ٢) و (Y١, Y٢) مقادیر Ziها، ممکنه ترتیب های تمام نیست. تشخیص قابل (Λ١,Λ٢) آنگاه

شده اند. آورده ٢ جدول در آنها متناظر احتمال های

آنها. متناظر احتمال های و (Λ١,Λ٢) و (Y١, Y٢) مقادیر Ziها، ممکنه ترتیب های تمام .٢ جدول

مجموعه احتمال Λ٢ Λ١ Y٢ Y١ ممکنه ترتیب های حالت

I٠
α٢α٣

(α١+α٢)(α١+α٢+α٣)
١ ١ Z٣ Z٣ Z١ < Z٢ < Z٣ ١

I٠
α١α٣

(α١+α٢)(α١+α٢+α٣)
١ ١ Z٣ Z٣ Z٢ < Z١ < Z٣ ٢

I١
α٢α٣

(α١+α٣)(α١+α٢+α٣)
٠ ١ Z٢ Z٣ Z١ < Z٣ < Z٢ ٣

I١
α١α٢

(α١+α٣)(α١+α٢+α٣)
٠ ٠ Z٢ Z١ Z٣ < Z١ < Z٢ ۴

I٢
α١α٣

(α٢+α٣)(α١+α٢+α٣)
١ ٠ Z٣ Z١ Z٢ < Z٣ < Z١ ۵

I٢
α١α٢

(α٢+α٣)(α١+α٢+α٣)
٠ ٠ Z٢ Z١ Z٣ < Z٢ < Z١ ۶

N سپس می شود، داده تشکیل N روی کردن شرطی با شرطی درستنمایی لگاریتم شبه تابع ابتدا،

می شود: عمل صورت بدین EM الگوریتم E مرحله ایجاد برای می گردد. جایگذاری E(N |Y١, Y٢) با

که هنگامی می شوند. استفاده مشاهدات کل باشند داشته قرار I٠ مجموعه در مشاهدات که هنگامی

شبه دو به (y١, y٢) کردن تقسیم با درستنمایی لگاریتم شبه تابع باشند داشته قرار I١ مجموعه در مشاهدات

u٢ (Θ) و u١ (Θ) به طوری که می شود ایجاد (y١, y٢, u٢ (Θ)) و (y١, y٢, u١ (Θ)) به صورت مشاهده
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بنابراین می کند. اختیار (١, ١) و (١, ٠) مقادیر ترتیب به (Λ١,Λ٢) آن در که هستند، شرطی احتمال  های

u١ (Θ) =
α١

α١ + α٣
, u٢ (Θ) =

α٣

α١ + α٣
.

درستنمایی لگاریتم شبه تابع باشند داشته قرار I٢ مجموعه در مشاهدات که هنگامی مشابه، به طور

ایجاد (y١, y٢, v٢ (Θ)) و (y١, y٢, v١ (Θ)) به صورت مشاهده شبه دو به (y١, y٢) کردن تقسیم با

مقادیر ترتیب به (Λ١,Λ٢) آن در که هستند، شرطی احتمال  های v٢ (Θ) و v١ (Θ) که به طوری  می شود،

بنابراین می کند. اختیار را (١, ١) و (٠, ١)

v١ (Θ) =
α٢

α٢ + α٣
, v٢ (Θ) =

α٣

α٢ + α٣
.

می شوند. داده نشان v٢ و v١ ،u٢ ،u١ با اختصار به v٢ (Θ) و v١ (Θ) ،u٢ (Θ) ،u١ (Θ) ادامه در

مقدار درنظرگرفتن بدون درستنمایی شبه لگاریتم تابع . bi = E(N |y١i, y٢i,Θ) کنید فرض :E مرحله

نوشت: زیر به صورت می توان را ثابت

ℓpseudo(Θ) = log(θ)

m∑
i=١

bi −mlog(C(θ)) + (٢m−m٠)log(λ)

+(m١u١+m٢)log(α١) + (m١ +m٢v١)log(α٢)

+(m٠ +m١u٢ +m٢v٢)log(α٣) + γ
∑

i∈I١∪I٢

(y١i + y٢i)

+γ
∑
i∈I٠

yi −
λ

γ

∑
i∈I٠

(eγyi − ١)− λ

γ

∑
i∈I١∪I٢

(eγy١i + eγy٢i − ٢)

+α١(
∑
i∈I٠

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγyi−١)

) +
∑

i∈I١∪I٢

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγy١i−١)

) )

+α٢(
∑
i∈I٠

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγyi−١)

) +
∑

i∈I١∪I٢

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγy٢i−١)

) )

+α٣(
∑
i∈I٠

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγyi−١)

) +
∑
i∈I١

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγy١i−١)

)

+
∑
i∈I٢

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγy٢i−١)

) )−
∑
i∈I٠

log(١ − e
−λ
γ
(eγyi−١)

)

−
∑

i∈I١∪I٢

log(١ − e
−λ
γ
(eγy١i−١)

) −
∑

i∈I١∪I٢

bilog(١ − e
−λ
γ
(eγy٢i−١)

) .
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،γ و λ ثابت مقدار برای می شود. ماکسیمم پارامترها به نسبت ℓpseudo(Θ) مرحله، این در :M مرحله

به صورت α٣ و α٢ ،α١ به نسبت ماکسیمم

α̂١(λ, γ) =
m١u١+m٢∑

i∈I٠
biQi +

∑
i∈I١∪I٢

biQi
,

α̂٢(λ, γ) =
m١ +m٢v١∑

i∈I٠
biQi+

∑
i∈I١∪I٢

biQi
, (١٣)

α̂٣ (λ, γ) =
m٠ +m١u٢ +m٢v٢∑

i∈I٠
biQi +

∑
i∈I١

biQi +
∑

i∈I٢
biQi

,

معادله حل با ،θ به نسبت ℓpseudo (Θ) ماکسیمم .Qi = log(١ − e
−λ
γ
(eγyi−١)

) آن در که است،

غیرخطی

θC ′ (θ)

C (θ)
=

١
m

m∑
i=١

bi. (١۴)

تابع کردن ماکسیمم با ،γ و λ به نسبت ℓpseudo (Θ) ماکسیمم سرانجام، می آید. به دست θ به نسبت

می شود. آورده به دست ℓpseudo (α̂١ (λ, γ) , α̂٢ (λ, γ) , α̂٣ (λ, γ) , λ, γ, θ) درستنمایی لگاریتم شبه

استفاده EM الگوریتم براساس پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای محاسبه برای می تواند ١ الگوریتم

شوند:

: ١ الگوریتم

.Θ(0) =(α
(٠)
١ , α

(٠)
٢ , α

(٠)
٣ , λ(٠), γ(٠), θ(٠))′ مثلا شود، گرفته درنظر Θ برای اولیه مقدار یک :١ گام

محاسبه شود. (؟؟) از استفاده با bi = E(N | y١i, y٢i;Θ
(٠)) مقدار :٢ گام

می شوند. محاسبه v٢ و v١ ،u٢ ،u١ مقادیر :٣ گام

ماکسیمم γ و λ به نسبت ℓpseudo(α
(٠)
١ , α

(٠)
٢ , α

(٠)
٣ , λ, γ, θ(٠)) درستنمایی لگاریتم شبه تابع :۴ گام

شوند. داده نشان γ̂(١) و λ̂(١) با ترتیب به و شود

شود. محاسبه (١٣) رابطه اساس بر α̂(١)
i = α̂i(λ̂

(١), γ̂(١)) مقدار :۵ گام

شود. داده نشان θ̂(١) با و نموده پیدا (١۴) معادله حل از θ̂ مقدار :۶ گام

زمانی تا مراحل و جایگذاری شود Θ(1) =(α̂
(١)
١ , α̂

(١)
٢ , α̂

(١)
٣ , λ̂(١), γ̂(١), θ̂(١)) با Θ(0) مقدار :٧ گام

یابد. ادامه شود همگرا فرایند که
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عددی مثال های ۵

در می گیرد. قرار استفاده مورد واقعی داده های مجموعه دو به برازش برای BGGPS توزیع بخش این در

،(BGG) تعمیم یافته گومپرتز دومتغیره توزیع های است. شده  گرفته نظر در توزیع این از زیرکلاس شش اینجا

تعمیم یافته- گومپرتز ،(BGGP) تعمیم یافته-پواسون گومپرتز ،(BGGG) تعمیم یافته-هندسی گومپرتز

تعمیم یافته- گومپرتز و (BGGL) تعمیم یافته-لگاریتمی گومپرتز ،k = ١٠ با (BGGB) دوجمله ای

بار اولین که مثال این در دومتغیره داده های مجموعه اولین .k = ٢ با (BGGNB) منفی دوجمله ای

سه طی آمریکا فوتبال لیگ به مربوط ،١٩٨٩) ولش، و (سزورگو است شده ارائه پست واشنگتن توسط

با امتیاز اولین که است زمانی نشان دهنده Y١ اینجا، در است. ١٩٨۶ سال در مسابقات متوالی هفته

شده حاصل زمین آخر به توپ انتقال با امتیاز اولین که است زمانی Y٢ و است شده حاصل توپ به ضربه

الشرپیانی ،(٢٠١٢) کندو و جمالیزاده ،(٢٠١٠) گوپتا و کوندو شده اند. تقسیم ١٠٠ بر داده ها تمام است.

مربوط دومتغیره داده های مجموعه دومین داده اند. قرار تحلیل مورد را داده ها این نیز (٢٠١٣) همکاران و

صدمه هزینه های بابت ١٣٩۴ سال انتهای تا موتورسیکلت حوادث بیمه از خسارت درخواست مورد ۴۴ به

تا که داده ها مجموعه این است. ایران بیمه توسط شده گزارش (Y٢) درمانی هزینه های و (Y١) اموال به

است. شده گزارش ٣ جدول در شده اند تقسیم عدد این بر سپس و شده گرد واحد ١٠٠٠٠٠ نزدیک ترین

بیمه. شرکت از سیکلت موتور حوادث بیمه تقاضاهای تعداد .٣ جدول

۵٣۵ ٣٨٠ ١٣۴ ۴١١ ٣۴٣ ۵۵٠ ۵۴۶ ١۴۴ ۴٢٨ ٨٩٠ ۵٠٠ Y١

٢٠۶ ٢٢۶ ٩۴۵ ١٩٢ ١۶١ ١٣٢ ٢٨۶ ١٩٣ ٢٧٢ ٢٩٢ ١۶٨ Y٢

٧٢٠ ٢٣٠ ٣٧۴ ١٧۵ ٢۵٢ ٣٠٠ ۶۶۵ ١٩٩ ۴١٢ ۶٢٠ ۴٩١ Y١

۴٠٠ ٧٨۴ ٨٨١ ١٧۵ ۵٢٢ ۴١٧ ۴۵۶ ٢۴٣ ١٩٨ ١٨٣ ۶٨۴ Y٢

٢٠۵ ١٩٢ ١٩٨ ١١۴ ٣٣۵ ۴٩٩ ١۶٠ ٢٢۴ ٣٢٣ ٧٠۶ ۴٧٠ Y١

١٢٢ ١١۴ ١٧١ ٣٨٩ ٨٠٧ ۴٧٩ ٣۴٢ ٣۴٩ ١٠٣ ٢٢٢ ۵٧٠ Y٢

٣٣۵ ١٧١ ۵٢٩ ۵۵٠ ٣٨٠ ۵٠٠ ۴٢٣ ٣٩٨ ٣٠۶ ٣۶٨ ۴٧۶ Y١

٢۶۴ ٩٩٩ ٢٠٢ ١٠٧ ٢۶٧ ١٩٨ ٣٧۵ ٩٧۶ ١٨٩ ١۶۵ ٢٧۴ Y٢
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لگاریتم مقادیر و درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای و شده برازش دومتغیره داده های مجموعه به توزیع ها

مشاهده اطلاع ماتریس اساس بر (SE) استاندارد انحرافات همچنین، شده اند. محاسبه متناظر درستنمایی

اصلاح شده کائیکی آ اطلاع معیار ،(AIC) کائیکی آ اطلاع معیار شده، برازش مدل هر برای آمده اند. به دست

کلموگروف-اسمیرنوف آماره که آنجایی از شده اند. محاسبه نیز (BIC) بیزی اطلاع معیار و (AICC)

V = و Y٢ ،Y١ برای آماره این متناظر p-مقدارهای می شود استفاده متغیره یک حالت برای (K-S)

برای متناظر p-مقدارهای و (LRT) درستنمایی نسبت آزمون سرانجام، شده اند. محاسبه max (Y١, Y٢)

۵ و ۴ جداول در نتایج گرفت. قرار استفاده مورد مدل ها سایر مقابل در BGG توزیع بودن مناسب آزمون

هستند. مناسب داده ها مجموعه دو این برای مدل ها تمام که کرد مشاهده می توان شده اند. آورده

نتیجه گیری و بحث

تعمیم یافته- گومپرتز دومتغیره توزیع های خانواده عنوان تحت جدیدی، توزیع های از خانواده ای مقاله این در

به طور که است دیگر مدل چندین شامل دومتغیره توزیع های از جدید کلاس این شد. معرفی توانی سری

توابع شرطی، و توام احتمال چگالی تابع مانند توزیع از ویژگی چندین گرفتند. قرار بررسی مورد جداگانه

دادن نشان برای مدل، این پارامترهای برآورد از پس شد. محاسبه شرطی ریاضی امید و حاشیه ای توزیع

استفاده مدل برازش برای واقعی داده سری دو از دومتغیره، توزیع این توانمندی و انعطاف پذیری میزان

این برای جدید مدل که گرفت نتیجه می توان کاربردها بخش در مقایسه از حاصله نتایج به توجه با گردید.

باشد. دیگر دومتغیره توزیع های برای مناسبی جایگزین می تواند و است مناسب داده ها مجموعه

تشکر و تقدیر

خود ارزنده نظرات با که مجله محترم تحریریه هیات اعضای و سردبیر گرامی، داوران از می دانند لازم مولفین

پشتیبانی و حمایت بخاطر نیز یزد دانشگاه از نمایند. قدردانی و تشکر صمیمانه شدند، مقاله بهبود باعث

می گردد. قدردانی مقاله این از
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اول. داده های مجموعه روی شده برازش توزیع شش برای نتایج .۴ جدول

BGGNB BGGL BGGB BGGP BGGG BGG آماره

٠/٠١٩۵ ٠/٠۶٧۵ ٠/٠۵٩٧ ٠/٠۵٧٨ ٠/٠۶٠۵ ٠/٠٩٢١ α̂١

٠/٠٢٢٨ ٠/٠۵٠۴ ٠/٠۴٩٧ ٠/٠۴٩۵ ٠/٠۴٨٣ ٠/٠۶۵٣ SE

٠/١٣٢۵ ٠/۴٧٢٠ ٠/٣٩٨٨ ٠/٣٨٩۶ ٠/۴١٩٧ ٠/۵٧٢٢ α̂٢

٠/١٢٣۶ ٠/١۵٨۶ ٠/٢٠۴٠ ٠/٢١١٢ ٠/١٧٩٨ ٠/١۶١۴ SE

٠/٢۴٢١ ٠/٨٣٣١ ٠/٧۴٠٩ ٠/٧١٧٢ ٠/٧۴٧١ ١/١۵١٩ α̂٣

٠/٢٣١٣ ٠/٢۶٣۴ ٠/٣۵٨١ ٠/٣٧۴۶ ٠/٣١٩٣ ٠/٢٣٨٨ SE

١١/۶٣٨۶ ١٢/٢۴٨٩ ١/٢٨٠٢ ١١/۴۶١۶ ١٢/٠٩۶١ ٩/۶١٨٧ λ̂

٢/٠٢٧٢ ٢/٣٠٠٨ ١/٧۶۶۶ ١/٨١۵٩ ٢/١٩٠٠ ١/۵۵٩٠ SE

١/٣e-١٢ ١/۵e-١٢ ١/٢e-١٢ ١/١e-١٢ ١/٣e-١٢ ٢/١e-١٢ γ̂

٠/١١۴٠ ٠/٠٩۶٢ ٠/١٠٠٨ ٠/١٠۶٠ ٠/٠۵٩۴ ٠/٠۴۵۵ SE

٠/٧١٨۶ ٠/٨٠۵٣ ٠/٢٣٢۵ ١/٩٩٣٠ ٠/۶١٢٨ — θ̂

٠/٣١٣٧ ٠/١٧٨١ ٠/٢٠٧۴ ١/۶١٠۵ ٠/٢٣۵۴ — SE

٣٨/١٧٢ ٣٨/٣۵٨ ٣٨/١۶۶ ٣٨/٢٣٢٨ ٣٨/٣۶٣ ٣۶/۶٧٠ log(ℓ)

-۶۴/٣۴۴ -۶۴/٧١۶ -۶۴/٣٣٢ -۶۴/۴۶۵ -۶۴/٧٢۵ -۶٣/٣۴٠ AIC

-۶١/٩۴۴ -۶٢/٣١۶ -۶١/٩٣٢ -۶٢/٠۶۵ -۶٢/٣٢۵ -۶١/۶٧٣ AICC

-۵٣/٩١٨ -۵۴/٢٩٠ -۵٣/٩٠۶ -۵۴/٠٣٩ -۵۴/٢٩٩ -۵۴/۶۵١ BIC

٠/١٠٠١ ٠/١٠٧١ ٠/١٠١۶ ٠/١٠٠۵ ٠/١٠٢٨ ٠/١٢٨٢ p-مقدار K-S (X١)

٠/٢۶٨١ ٠/٣٣٢١ ٠/٢۶٨٨ ٠/٢۶٧٩ ٠/٢٩۵٣ ٠/٣۴٠٨ p-مقدار K-S (X٢)

٠/٣٢٩٢ ٠/۴١۶۵ ٠/٣٢۶٢ ٠/٣٢٧١ ٠/٣۶٨۵ ٠/٣٩٢٩ p-مقدار K-S (V )

٣/٠٠۴ ٣/٣٧۶ ٢/٩٩٢ ٣/١٢۶ ٣/٣٨۶ — LRT

٠/٠٨٣٠ ٠/٠۶۶١ ٠/٠٨٣۶ ٠/٠٧٧٠ ٠/٠۶۵٧ — p-مقدار

Barreto-Souza, W., Morais, A. L. and Cordeiro, G. M. (2011), The Weibull-
Geometric Distribution, Journal of Statistical Computation and Simula-
tion, 81, 645-657.
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دوم. داده های مجموعه روی شده برازش توزیع شش برای نتایج .۵ جدول

BGGNB BGGL BGGB BGGP BGGG BGG آماره

٢/٧٧٠٢ ۵/۵۴٢۶ ۵/۵۴٠۵ ۵/۵۴٠٧ ۵/۵۴٠١ ۵/۵۴٠۵ α̂١

٢/٣٢٧ ١/٣١٨ ١/٣٠٠ ١/٣١٧ ١/٣٨٠ ١/٣١۶ SE

١/٧٩۶۵ ٣/۵٩۴٣ ٣/۵٩٣۴ ٣/۵٩١٨ ٣/۵٩٢٩ ٣/۵٩٣١ α̂٢

١/٢۵١ ٠/٨۶٢ ٠/٨۶٩ ٠/٨۶٢ ٠/٨٣٢ ٠/٨۶٢ SE

١٠e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٠e-۶ α̂٣

١/١١۵ ١/١۴٢ ١/٠۶۴ ١/١٧١ ١/١۴٢ ١/١۴٠ SE

۵٨٣٩/٩٣ ۵٨۴١/٢٧ ۵٨۴٠/٠١٣ ۵٨٣٩/٨٧١ ۵٨٣٩/۶٧۵ ۵٨٣٩/٩۵٩ λ̂

٧٢٧/۵۴١ ٧٣۶/١١٢ ٧٢۶/٨٧۵ ٧٣۵/٧٧۵ ٧٧١/٠۴٧ ٧٣۵/٧٠١ SE

٢٬٢۵e-٠۵ ۴٬٠٧e-٠۵ ٣٬١٢e-۶ ٩٬٩٣e-٠۶ ۶٬۴١e-٠۵ ١٠e-٠٨ γ̂

٠/٠٠١۵۴ ٠/٠٠٠٨١ ٠/٠٠٠٠۵ ٠/٠١۴۶ ٠/٠٠١۴ ٠/٠٠٠٩ SE

١١e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٢e-٠۶ ١٠e-٠۶ ١٠e-٠۶ — θ̂

٠/٠۴٢٨ ٠/٠۵٠١ ٠/٠۴۴٧ ٠/٠۴٨٣ ٠/۴٠٩۴ — SE

۶٣۴/٩٩٣ ۶٣۵/٣٨۵ ۶٣۴/٩٨۴ ۶٣۵/٢١۴ ۶٣۵/۴٢٨ ۶٣٣/٨٨٢ log(ℓ)

-١٢۵٧/٩٨ -١٢۵٨/٧٧ -١٢۵٧/٩۶ -١٢۵٨/۴٢ -١٢۵٨/٨۵ -١٢۵٧/٧۶ AIC

-١٢۵۵/٧١ -١٢۵۶/۵٠ -١٢۵۵/۶٩ -١٢۵۶/١۵ -١٢۵۶/۵٨ -١٢۵۶/١٨ AICC

-١٢۶٠/١٢ -١٢۶٠/٩١ -١٢۶٠/١١ -١٢۶٠/۵۶ -١٢۶٠/٩٩ -١٢۴٨/٨۴ BIC

٠/٨٠٩ ٠/٨٢٣ ٠/٨١٧ ٠/٨١١ ٠/٨١٢ ٠/٨٣١ p-مقدار K-S (X١)

٠/١٩٣ ٠/٢٧١ ٠/١٩٧ ٠/٢٠٣ ٠/٢١۵ ٠/۴٢٨ p-مقدار K-S (X٢)

٠/۶٩١ ٠/٧٢۴ ٠/۶٨٨ ٠/۶٩۴ ٠/٧٣١ ٠/٧۶٢ p-مقدار K-S (V )

٣/١١۶ ٣/٢۵١ ٣/٠٩٢ ٣/١۴٢ ٣/٢٨٧ — LRT

٠/٠٨۴١ ٠/٠٧٢٢ ٠/٠٨۴۶ ٠/٠٨١٧ ٠/٠٧١۴ — p-مقدار
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