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ویژگی ها می گردد. معرفی کرانگین مقادیر توزیع پایه بر جدید شده  وزن دار توزیع یک مقاله این در چکیده:

کشیدگی و چولگی ضریب گشتاور، مولد تابع تجمعی، توزیع تابع قبیل از توزیع این اساسی مشخصه های و

مثال دو پارامترها، درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای آوردن به دست از پس می گیرد. قرار بررسی مورد

است. شده ارائه برآوردگرها عملکرد و مدل بودن مناسب بررسی برای واقعی

مقادیر توزیع کرانگین، مقادیر توزیع آلفا-چوله، توزیع درستنمایی، ماکسیمم برآورد کلیدی: واژه های

موزون. کرانگین

مقدمه ١

... و بقا تحلیل تجدید، نظریه شناسی، زیست اعتماد، قابلیت مانند مسائلی در پرکاربرد توزیع های از یکی

ویژگی ها و شده مطرح (١٩٧٧) رائو و پتل توسط بار نخستین موزون توزیع های هستند. موزون توزیع های

متغیر یک X کنید فرض گرفته اند. قرار بحث مورد زیادی مقالات در آنها متفاوت و خاص حالات و

متغیر این صورت در باشد. وزن تابع یک W (·) و بوده fX(x) احتمال چگالی تابع با پیوسته تصادفی

این صورت در است. fX(x) به نسبت یا X به نسبت موزون توزیع دارای Y =W (X) ≥ ٠ تصادفی

mehrdad.naderi@ymail.com نادری، مهرداد مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

62E15 ،62E10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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به صورت ،E
(
W (X)

)
<∞ آنکه فرض با Y چگالی تابع

fY (y) =
yfX(y)

E (Y )
, (١)

است. متقارن چوله توزیع های خانواده  موزون، توزیع های خانواده  از خاص حالت های از یکی بود. خواهد

هرگاه می شود، نامیده متقارن چوله X تصادفی متغیر توزیع

f (x) = ٢g (x)G (x) , x ∈ R,

و ≤ G(x) ≤ ١ شرایط با تابع یک G(·) و صفر حول متقارن احتمال چگالی تابع یک g(·) آن در که

است. G(x) +G(−x) = ١

پارامتر یک همراه به g(·) تجمعی توزیع تابع G(·) تابع جای به اگر خاص، حالت یک عنوان به

لین، و (آرنولد آمد خواهد به دست چوله توزیع های از گروهی شود، جایگزین G(λx) صورت به چولگی

تابع که گردید، معرفی (١٩٨۵) آزالینی توسط متغیره تک نرمال١ چوله توزیع خانواده ترتیب بدین .(٢٠٠۴

به صورت آن احتمال چگالی

fY (y;λ) = ٢ϕ(y)Φ(λy), y, λ ∈ R,

λ و استاندارد نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ترتیب به Φ و ϕ آن در که است،

چوله توزیع های از دیگری زیاد تعمیم های می نماید. کنترل را توزیع چولگی میزان که است چولگی پارامتر

،(٢٠٠۴) آرلانو-واله به می توان مثال عنوان به است. گرفته قرار مطالعه مورد پژوهشگران توسط متقارن

الال-الیورو تعمیم ها، این میان در کرد. اشاره (٢٠١١) علامت ساز و نکوخو و (٢٠٠۶) همکاران و گومز

با و آلفا-چوله-نرمال٢ توزیع های خانواده عنوان با را نرمال چوله توزیع های از جدید کلاس یک (٢٠١٠)

وزن تابع گرفتن نظر در

W (X) = (١ − αX)٢ + ١, (٢)

1Skew Normal Distribution
2Alpha-Skew-Normal Distribution
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ساخت تابع، این از استفاده دلیل است. استاندارد نرمال توزیع Xدارای آن در که کرد، معرفی (١) رابطه  در

و هرندی وی، از پس می آورد. فراهم را داده ها به بهتر برازش امکان که است، چوله و دومدی توزیع های

نیز اخیرا کردند. بیان ساختار، همان طبق را آلفا-چوله-لاپلاس٣ توزیع های کلاس (٢٠١٣) علامت ساز

تمامی دادند. قرار بررسی مورد را آلفا-چوله-لجستیک۴ توزیع های خانواده (٢٠١۴) چاکرابرتی و هزریکا

برای چگالیشان، تابع بودن دومدی حداکثر دلیل به آمده به دست توزیع های که دادند نشان محققین این

هستند. توزیع ها سایر از منعطف تر داده ها بر برازش

(٢) وزنی تابع و کرانگین مقادیر توزیع اساس بر جدید موزون توزیع یک می شود تلاش مقاله این در

کرانگین مقادیر نظریه  و توزیع این بین ارتباط کرانگین مقادیر توزیع از استفاده اصلی دلیل معرفی گردد.

است. گردیده مطرح (٢٠٠٧) جنتن و چانگ توسط بار نخستین ارتباط این که است چوله توزیع های با

متقارن چوله توزیع های خانواده در را کرانگین مقادیر توزیع می توان معین شرایط تحت که دادند نشان آنها

ماکسیمم برآورد یافتن و شده معرفی توزیع مشخصه های و ویژگی ها بررسی از پس همچنین کرد. معرفی

انعطاف پذیر موزون کرانگین مقادیر توزیع که شد خواهد داده نشان واقعی مثال های با پارامترها درستنمایی

است.

برخی شد. خواهد معرفی موزون کرانگین مقادیر توزیع کرانگین، مقادیر توزیع بیان از پس ٢ بخش در

برآوردگر معرفی از پس گرفته اند. قرار مطالعه مورد ٣ بخش در جدید توزیع مشخصه های و ویژگی ها از

مورد مدل مناسبت واقعی مثال دو بیان با ،۴ بخش در موزون کرانگین مقادیر توزیع درستنمایی ماکسیمم

شد. خواهد بیان پیشنهادات برخی همراه به کلی نتیجه گیری یک انتها در می گیرد. قرار مطالعه

موزون کرانگین مقادیر توزیع ٢

آلودگی تندبادها، سیل، بارش، مانند طبیعی پدیده های در آن متناظر توزیع های و کرانگین مقادیر نظریه

دارای X تصادفی متغیر دارند. فراوان کاربرد نقطه ای فرایندهای در حساس و ظریف پیشرفته نتایج هوا،

به صورت توزیع تابع دارای هرگاه است، کرانگین مقادیر توزیع

FX(x;µ, σ) = exp{− exp(−x− µ

σ
)}, (٣)

3Alpha-Skew-Laplace Distribution
4Alpha-Skew-Logistic Distribution
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معرفی موزون کرانگین مقادیر توزیع ادامه، در می شود. داده Xنشان ∼ EV (µ, σ) نماد با و باشد

می شود.

نشان Y ∼ BEV (µ, σ) با و است دومدی کرانگین مقادیر توزیع دارای Y تصادفی متغیر :١ تعریف

صورت به احتمال چگالی تابع دارای هرگاه می شود، داده

f(y) =
۶

σ٢π٢ + ۶(µ+ σγ)٢ y
٢ exp{(−y − µ

σ
) exp(−y − µ

σ
)}, (۴)

X از موزون توزیع یک Y آنگاه ،X ∼ EV (٠, ١) اگر که است واضح .γ ≈ ٠/۵٧٧٢ آن در که باشد،

است. W (X) = X٢ وزن با

در σ و µ مسئله، کلیت دادن دست از بدون و سادگی برای و باشد (٢) فرم به وزن تابع کنید فرض

باشند. یک و صفر ترتیب به (٣) احتمال چگالی تابع

به صورت احتمال چگالی تابع دارای Y تصادفی متغیر اگر :٢ تعریف

f(y;α) = C−١))١ − αy)٢ + ١) exp{−y − exp{−y}}, y, α ∈ R, (۵)

کرانگین مقادیر توزیع دارای Y این صورت در ،C = ٢ − ٢αγ + α٢(π٢/۶ + γ٢) آن در که باشد،

می شود. داده نشان Y ∼WEV (α) نماد با و است موزون

می شود. توزیع در چولگی آمدن وجود به سبب که است چولگی پارامتر یک α چگالی، تابع این در

تصادفی متغیر σ مقیاس پارامتر و µ مکان پارامتر گرفتن نظر در با ،Y ∼ WEV (α) اگر حال

صورت به چگالی تابع دارای Z = µ+ σY

f(z;µ, σ, α) = C−١σ−١))١ − α(z − µ)/σ)٢ + ١)

× exp{−(
z − µ

σ
)− exp{−(

z − µ

σ
)}}, (۶)

α مختلف مقادیر برای (۵) تابع نمودار می شود. داده نشان Z ∼ WEV (µ, σ, α) نماد با که است،

α ∈ [−١, ١] مقادیر برای چگالی تابع نمودار می شود، ملاحظه که طور همان است. شده رسم ١ شکل در

است. دومدی ناحیه این از خارج مقادیر برای و تک مدی
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.α مختلف مقادیر ازای به موزون کرانگین مقادیر احتمال چگالی تابع .١ شکل

موزون کرانگین مقادیر توزیع مشخصه های ٣

می گیرد. قرار بررسی مورد موزون کرانگین مقادیر توزیع مشخصه های و ویژگی ها از برخی بخش، این در

صورت این در باشد. WEV (α) توزیع دارای Y کنید فرض :١ لم

.Y ∼ EV (٠, ١) داریم α = ٠ برای الف-

.Y ∼ BEV (٠, ١) آنگاه α→ ±∞ اگر ب-

صورت به آن تجمعی توزیع تابع آنگاه ،Y ∼WEV (α) اگر :١ قضیه

F (y;α) = C−١[exp{− exp{−y}}((١ − αy)٢ + ١)

+٢α(١ + αy)Ei(− exp{−y}) + α٢
∫ y

−∞
Ei(− exp{−t})dt], (٧)

و است شده بیان ٢ تعریف در C آن در که است،

Ei(x) = γ + ln(x) + exp{x
٢
}

∞∑
n=١

(−١)n−١xn

n!٢n−١

⌊ (n−١)
٢ ⌋∑

k=٠

١
٢k + ١

.
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داریم (۵) چگالی تابع از انتگرال گیری با برهان:

F (y;α) = C−١
∫ y

−∞
((١ − αt)٢ + ١) exp{−t− exp{−t}}dt

= C−٢]١ exp{− exp{−y}} − ٢α(y exp{− exp{−y}}

− Ei(− exp{−y})) + α٢(y٢ exp{− exp{−y}}

+٢yEi(− exp{−y}) +
∫ y

−∞
Ei(− exp{−t})dt)]

= C−١[exp{− exp{−y}}((١ − αy)٢ + ١)

+٢α(١ + αy)Ei(− exp{−y}) + α٢
∫ y

−∞
Ei(− exp{−t})dt].

توزیع تجمعی توزیع تابع آنگاه ،α −→ ±∞ که هنگامی (٧) از گرفتن حد با خاص حالت در :١ نتیجه

صورت به (BEV (٠, ١)) دومدی کرانگین مقادیر

F (y) = C−١[y٢ exp{− exp{−y}}+ ٢yEi(− exp{−y}) +
∫ y

−∞
Ei(− exp{−t})dt],

.C = ۶/(π٢ + ۶γ٢) آن در که آمد، خواهد دست به

تصادفی متغیر شکست نرخ تابع می توان سادگی به ،١ قضیه در آمده دست به توزیع تابع به توجه با

صورت به که را Y ∼WEV (α)

hY (y) =
f(y;α)

١ − F (y;α)
,

است. شده رسم ٢ شکل در α مختلف مقادیر برای تابع این کرد. محاسبه می شود، تعریف

به t < ١ برای Y گشتاور مولد تابع آنگاه ،X ∼ EV (٠, ١) و Y ∼ WEV (α) اگر :٢ قضیه

صورت

MY (t) = C−١MX(t)[٢ − ٢αψ(١ − t) + α٢(ψ(١ − t)٢ + ψ(١ − t, ١))], (٨)
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.α مختلف مقادیر ازای به موزون کرانگین مقادیر توزیع شکست نرخ تابع .٢ شکل

ψ(k, y) و ψ(y) =
∂ ln(Γ(y))

∂y
،X گشتاور مولد تابع MX(t) = Γ(١ − t) آن در که است،

است. y حسب بر ψ kام مرتبه مشتق

برهان:

MY (t) = E(exp{tY })

= C−١
∫ ∞

−∞
exp{ty}((١ − αy)٢ + ١) exp{−y − exp{−y}}dy

= C−٢]١
∫ ∞

−∞
exp{ty} exp{−y − exp{−y}}dy

−٢α
∫ ∞

−∞
y exp{ty} exp{−y − exp{−y}}dy

+α٢
∫ ∞

−∞
y٢ exp{ty} exp{−y − exp{−y}}dy]

= C−١MX(t)[٢ − ٢αψ(١ − t) + α٢(ψ(١ − t)٢ + ψ(١ − t, ١))].
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توزیع گشتاور مولد تابع آنگاه α −→ ±∞ که هنگامی (٨) از گرفتن حد با خاص حالت در :٢ نتیجه

از است عبارت دومدی کرانگین مقادیر

MY (t) =
۶

π٢ + ۶γ٢MX(t)[ψ(١ − t)٢ + ψ(١ − t, ١)].

صورت به آن nام مرتبه  گشتاور آنگاه ،Y ∼WEV (α) اگر :٣ نتیجه

µn = E(Y n) = C−٢]١µ∗n − ٢αµ∗n+١ + α٢µ∗n+٢], (٩)

می توان صورت این در است. استاندارد کرانگین مقادیر توزیع nام مرتبه گشتاور µ∗n آن در که است،

کرد: محاسبه زیر صورت به ترتیب به را WEV (α) توزیع کشیدگی و چولگی ضرایب و واریانس

V ar(Y ) = µ٢ − µ٢
١,

γ =
µ٣ − ٣µ١µ٢ + ٢µ٣

١

(µ٢ − µ١
٣/٢(٢

,

κ =
µ۴ − ۴µ١µ٣ + ۶µ٢

١µ٢ − ٣µ۴
١

(µ٢ − µ٢
١)

٢ − ٣.

α به نسبت عددی بهینهسازی از استفاده با ،WEV (α) توزیع کشیدگی و چولگی ضریب های کران

است. مشاهده قابل ٣ شکل در که است، −٠٫١٧٩ ≤ κ ≤ ٧٫١۴٨ و ٠٫٢٢٨ ≤ γ ≤ ٢٫٠٨۶ صورت به

عددی مثال های ۴

شده تعریف مکانی-مقیاس خانواده برای θ = (µ, σ, α) پارامتر پیرامون آماری استنباط بخش این در

نمونه یک Z = (Z١, . . . , Zn) کنید فرض منظور بدین می شود. گرفته قرار بررسی مورد (۶) رابطه  در

است عبارت آن درستنمایی تابع لگاریتم صورت این در باشد. WEV (µ, σ, α) توزیع از nتایی تصادفی
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.α شکل پارامتر به نسبت کشیدگی و چولگی ضرایب نمودار .٣ شکل

از

ℓ(µ, σ, α|z) = −n ln(σ)− n ln(٢ − ٢αγ + α٢(
π٢

۶
+ γ٢))

−
n∑

i=١

(
zi − µ

σ
)− exp{−(

zi − µ

σ
)}+ ln((١ − α(

zi − µ

σ
))٢ + ١).

آورد. به دست را پارامتر ها درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای می توان تابع این ماکسیمم سازی از استفاده با

دستور از برآوردگرها این آوردن دست به برای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای فرم نبودن بسته دلیل به

است. شده استفاده R نرم افزار در موجود stat۴ بسته  در mle

دست به با می گیرد. قرار بررسی مورد شده معرفی توزیع کارایی واقعی مثال دو از استفاده با ادامه، در

کائیک آ اطلاع ملاک محاسبه و موزون کرانگین مقادیر توزیع پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد آوردن

می شوند. مقایسه یکدیگر با شده، داده برازش مختلف توزیع های ،(AIC) ۵ 

متغیر ۶ آن در که آمریکاست ایالت ١٠ در بیمارستان ١٠٨٢ به مربوط بیمارستانی داده های :١١ مثال

برازش برای (٢٠١٠) الال-اولیورو توسط بار نخستین داده ها این است. شده اندازه گیری بیماران به مربوط

(ستون بیماران خروجی نرخ متغیر مطالعه، این در گرفت. قرار استفاده مورد آلفا-چوله-نرمال توزیع
5Akaike Information Criterion
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،(SN) چوله-نرمال توزیع های برازش از حاصل نتایج است. گرفته قرار استفاده مورد داده ها) از سوم

کرانگین مقادیر و (ASLG) آلفا-چوله-لجستیک ،(ST) چوله-t-استیودنت ،(ASN) آلفا-چوله-نرمال

کرانگین مقادیر مدل که می شود دیده AIC مقادیر مشاهده  با است. شده آورده ١ جدول در (WEV) موزون

این می دهد. انجام داده ها روی را مناسبتری و بهتر برازش بنابراین و است مقدار کمترین دارای موزون

است. مشاهده قابل نیز (۴ (شکل شده برآورد توزیع های نمودار و داده ها هیستوگرام از موضوع

بیمارستان. داده های برای پرانتز) (داخل استاندارد خطاهای همراه به پارامترها برآورد .١ جدول
AIC log − like ν α σ µ مدل

۵٠١۶٫٣٠٧ −٢۵٠٣٫۴٠٩ ٨٫۵۵۵۶ ٠٫٩٢٩٨ ٠٫٠٠٠۶ ٠٫٠٢٨٩ ST
(٢٫٣۶٠٧) (٠٫٣٧٨١) (٠٫٠٠٠١) (٠٫٠٠۴٢)

۵٠١١٫٢٠۶ −٢۵٠٢٫۶٠٣ – ١٫٣١٠۶ ٠٫٠٢۴۵ ٠٫٠٣۴۴ SN
(٠٫٠٢٢٧) (٠٫٠٠٠١) (٠٫٠٠٠١)

۵٠٠١٫٠٧٢ −٢۴٩٧٫۵٣۶ – ٠٫٨٠٣١ ٠٫٠٢٣۵ ٠٫٠۵٨٨ ASN
(٠٫٠٠٣۴) (٠٫٠٠١٠) (٠٫٠۴٣۶)

۶٢٨٩٫٩۶۴ −٣١۴١٫٩٨٢ – ١٫٢٣٨٨ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫٠۵۶٢ ASLG
(٠٫٠٣۶۵) (٠٫٠٠٠۶) (٠٫٠۴١٧)

۴٨٩٢٫٠٨ −٢۴۴٣٫٠۴ – ۶٫٣٩٣٢ ٠٫٠١٠٨ ٠٫٠١١٢ WEV
(٠٫٠١۵۶) (٠٫٠٠٢٨) (٠٫٠٠۶٣)
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شده. داده برازش توزیع های همراه به بیماران  خروجی نرخ هیستوگرام .۴ شکل
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استرالیایی ورزشکاران داده های چوله، مدل های روی بر برازش برای پرکاربرد داده های از یکی :١٢ مثال

نرم sn بسته ی در است ورزشکار زن ١٠٠ و مرد ١٠١ بدنی شاخص های به مربوط که داده ها این است.

برای (BMI) بدن۶ توده شاخص به مربوط داده های قسمت این در است. موجود ais عنوان Rتحت افزار

مقدار به توجه با است. شده خلاصه ٢ جدول در برازش این نتایج است. گرفته قرار استفاده مورد برازش

داده ها بر را برازش بهترین موزون کرانگین مقادیر توزیع که می شود مشاهده شده، برازش مدل های AIC

است. ملاحظه قابل ۵ شکل در شده برازانده منحنی های و داده ها هیستوگرام از موضوع این می دهد. انجام

.BMI داده های برای پرانتز) (داخل استاندارد خطاهای همراه به پارامترها برآورد .٢ جدول
AIC log − like ν α σ µ مدل

٩٨٠٫٨٩٢٣ −۴٨٩٫١٣١٣ ۶٫٠٧٧٢ ١٫١٢۵٩ ٧٫٩٣۴۶ ٢٠٫٩٩٧٠ ST
(٣٫۵٧١۴) (٠٫٧١۶۵) (٣٫۶۴١٨) (٠٫٧۶٩٣)

٩٨۶٫٢۶٢۶ −۴٩٠٫١٣١٣ – ٢٫١٨٩٩ ١۶٫۵٨٨٣ ٢٠٫٠۴٧٠ SN
(٠٫۵٢٨٢) (٢٫١١٠۶) (٠٫٣۶٠٨)

٩٨٣٫٣٧٩۴ −۴٨٨٫۶٨٩٧ – ٠٫٩٩٣۶ ٢٫۶۵٢۵ ٢۴٫٨٣٣٨ ASN
(٠٫٣۶۴٨) (٠٫٨۴۵٣) (٠٫۶۵٧۴)

١٠١۶٫٨٠٢ −۵٠۵٫۴٠٠٨ – −١٫۵٠۵٢ ١٫٢۵١٧ ١٩٫٩٣٩٩ ASLG
(٠٫٣٩۶٧) (٠٫۵٨٧۶) (٠٫۴٢٨۴)

٩٧٩٫۵٧٧۴ −۴٨۶٫٧٨٨٧ – −١٫٧١١٩ ١٫۵٣۶٣ ١٩٫٢١٧٩ WEG
(٠٫۴۵۵٢) (٠٫۶٣٧٨) (٠٫۴١۵۶)

نتیجه گیری و بحث

این مشخصه های و ویژگی ها است. شده معرفی کرانگین مقادیر توزیع اساس بر جدیدی توزیع مقاله این در

قرار بررسی مورد کشیدگی و چولگی کران های و توزیع تابع گشتاوری، مولد تابع و گشتاورها قبیل از توزیع

چگالی تابع بودن موزون دلیل به که است شده داده نشان واقعی داده های از استفاده با همچنین گرفته اند.

با است. داده ها برازش در مناسبی انعطاف دارای شده معرفی توزیع کرانگین، مقادیر توزیع حسب بر توزیع

آن بیزوی برآوردگرهای و کرد استفاده نیز بیزی استنباط های برای آن از می توان توزیع بودن مناسب به توجه

(٢٠١۴) ریبریوا توسط کرانگین مقادیر تعمیم یافته چوله توزیع معرفی به توجه با همچنین آورد. دست به را

کرد. معرفی را آن موزون  تعمیم می توان

6Body Mass Index
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شده. داده برازش توزیع های همراه به بدنی توده شاخص داده های هیستوگرام .۵ شکل
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