
١٣٩٧ زمستان و پاییز آمار ی، علوم مجله
٣۵٠ – ٣۴١ ص ،٢ شماره ،١٢ جلد
DOI: 10.29252/jss.12.2.341

رکورد نزدیک مشاهدات براساس پارتو توزیع مشخصه سازی

صفرزاده زهره و لاکه اکبری معصومه

مازندران دانشگاه آمار گروه

١٣٩٧/٠۴/٢٩ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۶/٠۶/٢١ دریافت: تاریخ

از زیادی خواص تاکنون است. بیمه ای و اقتصادی علوم در فراوانی کاربردهای دارای پارتو توزیع چکیده:

است. گرفته قرار بررسی و بحث مورد رکوردها و مرتب آماره های نظیر ترتیبی داده های براساس توزیع این

توزیع مشخصه سازی نتایج از برخی رکورد، نزدیک مشاهدات مفهوم از جدیدی تعریف ضمن مقاله این در

است. آمده دست به مشاهدات این تعداد براساس پارتو

مشخصه سازی. رکورد، نزدیک مشاهدات رکورد، پارتو، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

به صورت آن احتمال چگالی تابع هرگاه است، β و α پارامترهای با پارتو توزیع دارای X تصادفی متغیر

f(x) =
αβα

xα+١ x ≥ β, (١)

پدیده هایی توزیع توصیف برای معمولا و است چوله و سنگین دم های با توزیعی پارتو، توزیع حقیقت در باشد.

مختلف های α و β = ١ برای پارتو چگالی تابع زیر، نمودار می رود. به کار ... و جمعیت درآمد، چون

و (٢٠١۵) آرنولد در می توان را پارتو توزیع کاربردهای و ویژگی ها درباره  بیشتر جزئیات می دهد. نشان را

تعمیم هایی تاکنون دم سنگین، با داده های به توزیع این خوب برازش دلیل به دید. (٢٠١٣) همکاران و فاس

معرفی را پارتو - بتا توزیع (٢٠٠٨) همکاران و کینست آ مثال عنوان به است. شده معرفی توزیع این از
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62G30 ،62E10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد



رکورد نزدیک مشاهدات براساس پارتو توزیع مشخصه سازی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣۴٢

2 4 6 8 10

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Pa
re

to
 d

en
si

ty

α=1
α=2
α=10

α = ١, ٢, ١٠ و β = ١ برای پارتو چگالی تابع :١ شکل

کرانگین١ داده های مدل بندی برای پارتو توزیع به نسبت بهتری برازش دارای توزیع این که دادند نشان و کرده

آماره های نظیر ترتیبی داده های براساس پارتو توزیع از زیادی خواص و ویژگی ها تاکنون همچنین است.

است. گرفته قرار مطالعه و بحث مورد رکوردها و مرتب

توزیع تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xn : n ≥ ١} کنید فرض

نمایش {TUn , n ≥ ١} به صورت بالا رکورد زمان دنباله اگر صورت، این در باشد. f چگالی تابع و F

آن گاه شود، داده

TU١ = ١, TUn = min{j : Xj > XTU
n−١

},

تابع می شود. تعریف XU (n) = XTU
n

به صورت {XU (n), n ≥ ١} بالا، رکورد مقادیر دنباله و

به صورت بالا رکورد nامین چگالی

fn(x) =
{− log F̄ (x)}n−١

(n− ١)!
f(x),

1Extreme-value
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دنباله می توان مشابه، به طور است. X تصادفی متغیر بقا تابع F̄ (x) = ١ − F (x) آن در که است،

(آرنولد کرد تعریف را {TLn , n ≥ ١} پایین رکورد زمان دنباله و {XTL
n
, n ≥ ١} پایین رکورد مقادیر

نظیر طبیعی پدیده های از بسیاری در رکوردها فراوان کاربرد علی رغم .(٢٠٠١ نزرف، و ١٩٩٨ همکاران، و

آزمون های همچنین و بیمه ای و اقتصادی علوم به مربوط مسائل در هواشناسی، و هیدرولوژی مطالعات

اندک شده، ثبت رکوردهای تعداد مواردی در است ممکن وجود این با دارد. فراوان کاربرد نیز تنش-مقاومت

تنش-مقاومت آزمون در مثال، به عنوان نباشد. امکان پذیر و سخت آن ها از بیشتری تعداد جمع آوری یا

نتایج اعتماد قابلیت صورت، این در می دهد. رخ اتفاق این باشند، پرهزینه آزمون مورد نمونه های که وقتی

نشان (٢٠١٢) همکاران و گوت می باشد. کم رکوردها از کوتاه دنباله چنین بر مبتنی آمده به دست آماری

مشاهدات شد. خواهد بهتری نتایج به منجر رکورد٢ نزدیک مشاهدات از استفاده موارد گونه این در که دادند

مشاهده Xj که ترتیب این به شد معرفی (٢٠٠۵) همکاران و بالاکریشنان توسط بار اولین رکورد، نزدیک

هرگاه می شود، نامیده رکورد nامین نزدیک

Xj ∈ (XU (n)− a, XU (n)), TUn < j < TUn+١

گسسته تصادفی متغیر مشاهدات، چنین این براساس سپس

ξn(a) = #
{
j : TUn < j < TUn+١, Xj ∈

(
XU (n)− a, XU (n)

)}
,

گانگوپادهیای و بوس ،(٢٠٠٧) پاکز چون محققینی است. مثبت و ثابت مقدار a آن در که شد، تعریف

قرار مطالعه مورد را ξn(a) تصادفی متغیر مجانبی و حدی خواص (٢٠١٢) همکاران و گوت و (٢٠١١)

مسائل و مشخصه سازی در را تصادفی متغیر این از کاربردی (٢٠١٣) فشندی و اکبری همچنین دادند.

ξn(a) تصادفی متغیر احتمال جرم تابع که کردند ثابت (٢٠٠۵) همکاران و بالاکریشنان دادند. نشان آماری

به صورت

P (ξn(a) = j) =

∫
β(x, a)(١ − β(x, a))jdFXU (n)(x), (٢)

توزیع های از اندکی تعداد برای جز ،(٢) رابطه به توجه با .β(x, a) =
F̄ (x)

F̄ (x− a)
آن در که است،

2near record observations
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احتمال تابع پارتو، توزیع مانند توزیع ها سایر برای نمی توان دوپارامتری نمایی و نمایی توزیع های نظیر پیوسته

تعداد و رکورد نزدیک مشاهدات از دیگری جدید تعریف منظور این برای کرد. محاسبه راحتی به را ξn(a)

به صورت مشاهدات چنین این

ζn(a) = #{j : TUn < j < TUn+١, Xj ∈ (aXU (n), XU (n))}, ٠ < a < ١ (٣)

به دست (٣) تصادفی متغیر اساس بر پارتو توزیع مشخصه سازی نتایج از برخی مقاله این در می شود. ارائه

در ζn(a) تصادفی متغیر اول مرتبه گشتاور و بقا تابع احتمال، جرم تابع به مربوط نتایج می شود. آورده

تصادفی متغیر توزیعی خواص اساس بر پارتو توزیع مشخصه سازی نتایج ٣ بخش در است. آمده ٢ بخش

شد. خواهد پرداخته نتیجه گیری و بحث به انتها در می شود. ارائه ζn(a)

توزیعی نتایج از برخی ٢

می شود. ارائه ζn(a) تصادفی متغیر اول مرتبه گشتاور و بقا تابع احتمال، جرم تابع بخش این در

تابع با هم توزیع و مستقل پیوسته، تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xn : n ≥ ١} کنید فرض :١ قضیه

با است برابر j = ٠, ١, ٢, . . . هر برای ζn(a) تصادفی متغیر احتمال جرم تابع گاه آن باشند. F توزیع

P (ζn(a) = j) =

∫
{ F̄ (x)
F̄ (ax)

}{١ − F̄ (x)

F̄ (ax)
}jdFXU (n)(x). (۴)

کل، احتمال قانون از استفاده با برهان:

P (ζn(a) = j) =

∫
P (ζn(a) = j|XU (n) = x)dFXU (n)(x). (۵)

در ،XU (n) = x کنید فرض شود. آورده به دست P (ζn(a) = j|XU (n) = x) است کافی بنابراین

،. . . ،Xn+i−١ ≤ x ،Xn+i > x اگر فقط و اگر ،i = ١, ٢, . . . که TUn+١ = n + i صورت این

n+ i اگر فقط و اگر می دهد رخ {ζn(a) = j|XU (n) = x} پیشامد ،(٣) طبق لذا .Xn+١ ≤ x

گیرند قرار (ax, x) بازه در Xn+i−١ ،. . . ،Xn+١ مشاهدات از تا j و باشد x از بزرگتر مشاهده امین
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لذا باشند. ax از کوچکتر مشاهدات از تا i− ١ − j یعنی مشاهدات مابقی و

P (ζn(a) = j|XU (n) = x) =
∞∑

i=j+١

(
i− ١
j

)
{P (ax < X < x)}j

× {P (X < ax)}i−١−j P (X > x)

= F̄ (x) {F (x)− F (ax)}j

×
∞∑

i=j+١

(
i− ١
j

)
{F (ax)}i−١−j

=
F̄ (x)

F̄ (ax)
{١ − F̄ (x)

F̄ (ax)
}j . (۶)

می شود. کامل برهان (۵) در (۶) جای گذاری با

ζn(a) تصادفی متغیر بقای تابع می توان به راحتی ،١ قضیه در آمده به دست احتمال جرم تابع به توجه با

کرد. محاسبه را

P (ζn(a) ≥ j) =
∞∑
r=j

P (ζn(a) = r)

=

∫
{١ − F̄ (x)

F̄ (ax)
}jdFXU (n)(x).

به صورت می توان را آن ریاضی امید است، مثبت ζn(a) تصادفی متغیر که آنجا از

E[ζn(a)] =
∞∑
j=١

P (ζn(a) ≥ j),

به صورت ζn(a) اول مرتبه گشتاور ،(٧) از استفاده با بنابراین نوشت.

E[ζn(a)] =

∫
F̄ (ax)− F̄ (x)

F̄ (x)
dFXU (n)(x), (٧)

می آید. به دست
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پارتو توزیع مشخصه سازی ٣

(٢٠٠۶) افیفی مثال عنوان به است. آمده به دست پارتو توزیع مشخصه سازی از متعددی نتایج تاکنون

و احسن الʍه است. کرده ارائه چپ از بریده شده گشتاور اساس بر پارتو توزیع دو آمیخته از مشخصه سازی

احسن الʍه همچنین کنند. مشخصه سازی بالا رکورد مقادیر براساس را پارتو توزیع توانستند (٢٠١٢) شکیل

ارائه پارتو توزیع نظیر استاندارد پیوسته توزیع های مشخصه سازی برای کلی قاعده یک (٢٠١۶) همکاران و

نرخ تابع از ضریبی با راست یا چپ از شده بریده اول مرتبه گشتاور تساوی که دادند نشان آنها نمودند.

بر پارتو توزیع مشخصه سازی از نتایجی است. کافی و لازم شرط پارتو توزیع مشخصه سازی برای آن خطر

بخش این در است. شده ارائه (٢٠١٧) جبلی ال و نوفال توسط مرتب آماره های شرطی گشتاورهای اساس

توابع دنباله خواص از استفاده با رکورد نزدیک مشاهدات براساس پارتو توزیع مشخصه سازی نتایج از برخی

می شوند. بیان کامل توابع دنباله نیاز مورد اولیه مفاهیم برخی ابتدا لذا می شود. اثبات و بیان کامل

H عضو تنها اگر فقط و اگر می شود نامیده کامل H هیلبرت فضای در {ϕn, n ≥ ١} دنباله :١ تعریف

دیگر، به عبارت باشد. آن خنثی عضو است، متعامد ϕn با که

n ∈ N; ⟨f, ϕn⟩ = ٠ ⇐⇒ f = ٠ ∈ H,

می دهد. نشان را H هیلبرت فضای داخلی ضرب ،⟨·, ·⟩ نماد آن در که

به صورت آن داخلی ضرب و شده گرفته نظر در L٠]٢, ١] هیلبرت فضای مقاله این در

⟨f, g⟩ =
∫ ١

٠
f(x)g(x)dx,

است. [٠, ١] بازه روی دوم مرتبه از انتگرال پذیر و مقدار حقیقی توابع g و f آن در که می شود، تعریف

مقاله این در که است {xn, n ≥ ١} دنباله ،L٠]٢, ١] فضای در معروف کامل توابع دنباله های از یکی

کامل برای کافی و لازم شرط است معروف ٣ مونتز قضیه به که زیر قضیه است. گرفته قرار استفاده مورد

می کند. بیان را فوق دنباله زیر بودن

کامل L٠]٢, ١] فضای در {xn١ , xn٢ , . . . , ١ ≤ n١ ≤ n٢ < . . .} دنباله (٢٠٠۴ (هیگنز، :٢ قضیه

.
∑∞

j=١ n
−١
j = ∞ اگر فقط و اگر است

3Múntz
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دارای X آن گاه باشد، F توزیع تابع دارای (β,∞) تکیه گاه با پیوسته تصادفی متغیر یک X اگر :١ لم

باشیم داشته ،٠ < α < ١ هر برای اگر فقط و اگر است (α, β) پارامترهای با پارتو توزیع

F̄ (aF−١)١ − e−y)) = e−ya−α (٨)

رابطه کنید فرض حال می آید. به دست راحتی به (٨) رابطه گاه آن باشد، پارتو توزیع دارای X اگر برهان:

می شود نتیجه ،t = F−١)١ − e−y) متغیر تغییر گرفتن نظر در با آن گاه باشد، برقرار (٨)

F̄ (at) = F̄ (t)a−α (٩)

اثبات بنابراین است. مثبت ثابت c آن در که است (٩) تابعی معادله کلی جواب ،F̄ (x) = cx−α تابع

می شود. کامل

توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xn : n ≥ ١} کنید فرض :٣ قضیه

پارامترهای با پارتو تصادفی متغیر توزیع تابع ،F صورت این در باشد. x ≥ β تکیه گاه، با F پیوسته

باشد. برقرار زیر شرایط از یکی j = ٠, ١, ٢, . . . و n ≥ ١ هر برای اگر فقط و اگر است، (α, β)

P (ζn(a) = j) = aα(١ − aα)j (الف)

P (ζn(a) ≥ j) = aαj (ب)

E[ζn(a)] = (a)−α − ١ (ج)

باشیم داشته j = ٠, ١, ٢, . . . هر برای کنید فرض (الف) برهان:

P (ζn(a) = j) = aα(١ − aα)j (١٠)

به صورت (١٠) رابطه ،ζn(a) تصادفی متغیر احتمال جرم تابع به توجه با

∫ ∞
β

F̄ (x)

F̄ (ax)
(١ − F̄ (x)

F̄ (ax)
)j
{− log F̄ (x)}n−١

(n− ١)!
f(x)dx = aα(١ − aα)j ,
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به  صورت ،y = − log F̄ (x) متغیر تغییر با که است، بیان قابل

∫ ∞
٠

e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
(١ − e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
)j

yn−١

(n− ١)!
dy = aα(١ − aα)j ,

(١١)

به صورت می توان را (١١) رابطه راست سمت طرفی از است. بازنویسی قابل

aα(١ − aα)j
∫ ∞

٠

yn−١

(n− ١)!
e−ydy (١٢)

با است برابر شدن ساده از پس (١١) رابطه حقیقت، این از استفاده با گرفت. نظر در

∫ ∞

٠
{ e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
(١ − e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
)j − aα(١ − aα)j}yn−١e−ydy = ٠

نتیجه ،{yn−١, n ≥ ١} تابعی دنباله بودن کامل به توجه با

e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
(١ − e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
)j − aα(١ − aα)j = ٠, (١٣)

داریم ،(١٣) رابطه در j = ٠ دادن قرار با می آید. به دست j = ٠, ١, ٢, . . . هر برای

e−y

F̄ (aF−١)١ − e−y))
= aα

می شود. کامل (الف) قسمت اثبات ،١ لم اساس بر

می شود. نتیجه (٧) رابطه از استفاده با صورت این در ،P (ζn(a) ≥ j) = aαj کنید فرض (ب)

∫ ∞
β

{١ − F̄ (x)

F̄ (ax)
}j {− log F̄ (x)}n−١

(n− ١)!
f(x)dx = aαj

می شود. ثابت مشابه طور به نیز (ج) قسمت همچنین است. قبل قسمت مانند (ب) برهان ادامه

روابط از استفاده با آن گاه باشد، (α, β) پارامترهای با پارتو توزیع دارای X اگر کافی، شرط اثبات برای

می آیند. به دست راحتی به (ج) و (ب) (الف)، قسمت های نتایج ترتیب به (٧) و (٧) ،(۴)



٣۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفرزاده و لاله اکبری

،
∑∞

j=١ n
−١
j = ∞ که nj از مثبت و صعودی دنباله هر برای ٣ قضیه نتایج ،٢ قضیه براساس :١ تذکر

است. برقرار

نتیجه گیری و بحث ۴

جهت راهکارهایی ارائه لذا است. بیمه ای و اقتصادی مسائل در توزیع ها مهم ترین از یکی پارتو توزیع

کلموگروف یا کای-دو چون آزمون هایی باشد. موضوعات اصلی ترین از یکی می تواند آن، مدل بندی

(٢٠١٧) تین نیک چون محققینی اخیرا اما گیرد. قرار استفاده مورد موارد گونه این در می تواند اسمیرنوف

لذا دانسته اند. توزیع ها مدل بندی برای موثر روش یک را مشخصه سازی بر مبتنی برازش نکویی آزمون های

مدل سازی برای مناسب ابزار یک عنوان به بتواند مقاله، این در شده ارائه مشخصه سازی نتایج که امیدواریم

گیرد. قرار استفاده مورد پارتو توزیع

تشکر و تقدیر ۵

شدن بهتر باعث خود ارزنده رهنمودهای با که مجله محترم ویراستار و داوران سردبیر، از مقاله نویسندگان

دارند. قدردانی و تشکر کمال گردیده اند، مقاله
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