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دوم توان های کمترین روش خطی، رگرسیون مدل پارامترهای برآورد برای روش متداول ترین چکیده:

گاهی پارامترها، از نااریب خطی برآورد بهترین به دستیابی و محاسبه سادگی علی رغم که است معمولی

و همخطی وجود از ناشی مشکلات به می توان مثال عنوان به می شود. گمراه کننده جواب های به منجر

معروف ترین از یکی که پیراسته دوم توان های کمترین روش کرد. اشاره داده ها مجموعه در دورافتاده داده های

مقاله این اصلی هدف می کند. کم امکان حد تا را دورافتاده داده های تاثیر است، استوار رگرسیون روش های

که روش هايی بين در است. دندانی سن داده های به مربوط مدل سازی در استوار ستیغی برآورد یک ارائه 

است دميرجيان تعمیم یافته نوين روش دنيا، سراسر در روش رايج ترين می شود، استفاده سن تعيين برای

که است شده داده نشان است. شده بنا پانوراميک راديوگرافی در دائمی دندان سخت شدگی اساس بر که

برآوردگر با مقایسه در برآورد خطای دوم توان میانگین کاهش به منجر استوار ستیغی برآوردگر از استفاده

مورد نیز شبیه سازی شده داده های در پیشنهادی برآوردگرهای البته می شود. معمولی دوم توان های کمترین

گرفتند. قرار ارزیابی
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مقدمه ١

به صورت خطی رگرسیونی مدل

yi = x⊤
i β + εi, i = ١, . . . , n,

پارامترها مجهول بردار β توضیحی، متغیر بردار ،x⊤
i = (xi١, . . . , xip) پاسخ، متغیر yi آن در که است،

شرایط با خطا جمله εi و

E(εi) = ٠, V ar(εi) = σ٢, Cov(εi, εj) = ٠, i ̸= j,

β̂ = (X⊤X)−١X⊤y صورت به دوم توان های کمترین روش به رگرسیونی ضرایب بردار برآوردگر است.

نااریب برآوردگر بهترین برآورد،  این .y = (y١, . . . , yn)
⊤ و X = (x١, . . . ,xn)

⊤ آن در است، که

ei = yi− ŷi به صورت دوم توان های کمترین برآوردگر اساس بر است. مانده ها واریانس١ کمترین با خطی

ساده بسیار روش این است. iام مشاهده برای شده پیش بینی مقدار ŷi = x⊤
i β̂ آن در که می شود تعریف

توضیحی متغیرهای بین همخطی و داده مجموعه در پرت نقطه وجود نظیر مواردی در اما است کاربردی و

می کند. عمل ضعیف بسیار

استوار روش های ٢

زيادی تاثير دورافتاده نقاط که کرد استدلال وی شد. معرفی (١٨٨٧) اجورث توسط استوار برآورد اولین

يکسان وزن مشاهده هر به پارامترها برآورد در روش این زيرا دارند. دوم توان های کمترين روش روی

برآوردگرها روی دورافتاده نقاط تاثیر افزایش باعث دوم مانده ها توان نظرگرفتن در بنابراین و می دهد

حاصل
∑n

i=١ e
٢
i عبارت کمینه سازی از معمولی دوم توان های کمترين برآوردگر دیگر، عبارت به می شود.

عبارت دوم توان های کمترین کمینه سازی مسئله از استفاده جای به کرد، پیشنهاد (١٨٨٧) اجورث می شود.

شود. استفاده آن ها قدرمطلق از دوم مانده ها، توان از استفاده جای به یعنی شود. کمینه
∑n

i=١ |ei|

کردند. تعریف شکست٢ نقطه از استفاده با را برآوردگر یک استواری معیار (٢٠٠۶) همکاران و مارونا
1Best linear Unbiased Estimator (BLUE)
2Breakdown point
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کاربردی تری رابطه   (١٩٧١) همپل البته داد. ارائه (١٩٧۴) هاگ را شکست نقطه  تعریف قدیمی ترین

نقطه برای تعریف کاربردی ترین که کردند ارائه ساده ای تعریف نیز (١٩٨٣) هوبر و دونهو کرد. تعریف

است. مرتبه دوم نرم مفهوم ارائه به نیاز آن از قبل البته می شود. بیان ادامه در که است شکست

a = (a١, . . . , ap) دلخواه بردار هر ازای به اگر می شود، نامیده مرتبه دوم نرم ||·||٢ حقیقی تابع .١ تعریف

باشد. برقرار ||a||٢ = (
∑p

i=١ |ai|٢)
١
٢ رابطه

حجم به W نمونه برای T = T (W) برآوردگر شکست نقطه (٢٠٠۶ ، همکاران و (مارونا .٢ تعریف

آن در که می شود، تعریف BP(T ;W) = minm{m : supW∗ ||T (W∗)||٢ = ∞} به صورت n

است. دلخواه مقادیر با W نمونه از نقطه m ≤ n جایگزینی با شده١ آلوده نمونه W∗

برای بود. خواهد m
n با برابر W مانند متناهی نمونه  یک برای T برآوردگر شکست درصد بنابراین

ضرایب برآورد قراردادن تاثیر تحت برای عادی غیر داده یک وجود معمولی، دوم توان های کمترین رگرسیون

بزرگتر n چه هر است. BP(T (W),W) = ١
n صورت به آن شکست نقطه  بنابراین است. کافی

دوم توان های کمترین برآوردگر شکست نقطه درصد که معنی این به می کند، میل صفر سمت به ١
n باشد،

روی مخربی و جدی تاثیر می تواند دورافتاده مشاهده  یک حضور تنها یعنی است. درصد صفر معمولی

بد آثار بر غلبه برای دیگری مختلف استوار روش های باشد. داشته معمولی دوم توان های کمترین برآورد

،(١٩۴٠) والد روش های به می توان آن ها جمله از که است شده پیشنهاد محققان توسط دورافتاده نقاط

،(١٩٧١) جرکوا ،(١٩٧٠) توکی ،(١٩۵١) ومود براون ،(١٨٨٧) بارتلت ،(١٩۴٢) سریواستاوا و نیر

(١٩٨١) باست و ولمن و (١٩٧٨) باست و کونکر ،(١٩٧۴) اندروز ،(١٩٧٣) بیکل ،(١٩٧٢) جیگل

برای آن ها از برخی همچنین و است درصد ٣٠ حداکثر روش ها این شکست درصد متاسفانه نمود. اشاره

ضریب با را مکرر٢ میانه  برآوردگر (١٩٨٢) سیگل نمی شوند. تعریف توضیحی) متغیرهای تعداد p) p > ٢

نمونه «بد» و «خوب» بخش های تشخیص عدم در روش این ضعف ولی نمود، معرفی درصد ۵٠ شکست

به بود، (١٩٧۵) همپل از طرحی براساس که را دوم٣ توان های میانه  کمترین برآوردگر (١٩٨۴) روسو بود.

متغیرهای در خطی تبدیلات به نسبت با روش این کرد. معرفی minβ
{
median١≤i≤n e٢

i

}
صورت

هدف تابع مینیمم سازی سادگی عدم است. تصادفی) متغیر دو هماهنگ تغییرات (اندازه  هم وردا۴ توضیحی
1Contaminated
2Repeated median estimator
3Least median squares
4Equivariant
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که شد (١٩٨٧) لروی و روسو توسط پیراسته١ دوم کمترین توان های برآوردگر معرفی به منجر مورد این در

می گیرد. قرار بررسی مورد ادامه در

و ستیغی رگرسیون بر مروری است. شده معرفی پیراسته دوم توان های استوار رگرسیون ٢ بخش در

مطالعه مورد دندانی سن داده های برای روش این از کاربردی ۴ بخش در است. آمده ٣ بخش در آن معرفی

است. گرفته قرار

پیراسته دوم توان های کمترین استوار رگرسیون ٣

به لازم هستند. شده مرتب دوم مانده های توان (e٢)١:n ≤ (e٢)٢:n ≤ (e٢)i:n ≤ (e٢)n:n کنید فرض

کمترین استوار رگرسیون روش در می شوند. مرتب سپس می رسند، دو توان به ابتدا مانده ها که است h∑ذکر
i=١(e

٢)i:n صورت به مدل دوم مانده های توان های کوچکترین h مجموع پیراسته، دوم توان های

می دهد. نشان را افتاده دور مشاهدات درصد α = n−h
h و می کند تغییر [n٢ , n] بازه در h می شوند. کمینه

توان  های کمترین روش شکست نقطه  h = (n٢ )+(p+١
٢ ) انتخاب با که داد نشان (١٩٨٧) لروی و روسو

خوب مشاهده  یک iام، مشاهده  اینکه تعیین برای اما رسید. خواهد ممکن مقدار ماکسیمم به پیراسته دوم

صورت به را zi نشانگر تابع است لازم نه یا است

zi =

 ١ نباشد دورافتاده iام مشاهده

٠ باشد دورافتاده iام مشاهده 
.

صورت به است قطری ماتریس یک که Z ماتریس نهایت در می شود. تعریف

Z =


z١ · · · ٠
... . . . ...

٠ · · · zn

 ,

صورت به خطی رگرسیون مدل ماتریسی شکل می آید. دست به

y = Xβ + ε, E(ε) = ٠, E(ε⊤ε) = σ٢Ip,

1Least trimmed squares
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می توان بنابراین است. تصادفی خطاهای از n × ١ بردار ε = (ε١, . . . , εn)
⊤ به طوری که بود، خواهد

صورت به را کمینه سازی مسئله

min
β,Z

φ(β,Z) = (y − Xβ)⊤Z(y − Xβ)

e⊤z = h, zi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , n, (١)

،(١) بهینه سازی مسئله  حل با .z = (z١, . . . , zn) و e = (١, . . . , ١)⊤n×١ آن در که کرد، بازنویسی

صورت به پیراسته دوم توان های کمترین برآوردگر

β̂(Z) = C−١
Z X⊤Zy, Cz = X⊤ZX,

باشند دورافتاده داده ها از نیمی اگر حتی یعنی است. درصد ۵٠ روش این شکست صد در می آید. به دست

و روزبه ٢٠١۶؛ ، روزبه و امینی ٢٠١۶؛ ، (روزبه است استوار دورافتاده، نقاط برابر در روش این هم باز

.(٢٠١٧ ، آرشی

استوار ستیغی رگرسیون ۴

دو می شود. نامیده همخطی چندگانه، خطی رگرسیون مدل در توضیحی متغیرهای بین خطی ارتباط وجود

از یکی که می دهد رخ زمانی کامل، همخطی ناقص. همخطی و کامل همخطی دارد: وجود همخطی نوع

می دهد رخ زمانی ناقص، همخطی و باشد توضیحی متغیر چند یا یک از دقیق تابعی توضیحی، متغیرهای

وجود دلیل به عمل در باشند. توضیحی متغیر چند یا یک از تقریبی تابعی توضیحی، متغیرهای از یکی که

اطمینان فاصله های به منجر است ممکن همخطی وجود نمی دهد. رخ کامل همخطی اندازه گیری، خطای

مختلفی روش های شود. اشتباه علامت با برآوردهایی تولید یا برآوردها ناپایداری پارامترها، برای پهن

کرد. اشاره ستیغی رگرسیون و اصلی مولفه  رگرسیون جمله آن از که دارد وجود همخطی برای غلبه برای

صورت به  هدف تابع کمینه سازی با را ستیغی برآوردگر همخطی مشکل رفع برای (١٩٧٠) کنارد و هورل

φ(β) = (y − Xβ)⊤(y − Xβ), β⊤β ≤ ϕ٢, (٢)
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از می رود. بکار شده برآورد ضرایب کنترل برای و بوده منظم سازی١ پارامتر ϕ٢ آن در که کردند، معرفی

صورت به ستیغی برآوردگر (٢) هدف تابع کمینه سازی

β̂(k) = C−١
k X⊤y, C = X⊤X, Ck = C + kIp,

می شود. گفته انقباضی یا ستیغی پارامتر k به و است اریب برآوردگر یک برآوردگر، این می آید. به دست

واریانس کاهش و اریبی افزایش باعث k زیاد مقدار که چرا است k مقدار یافتن ستیغی روش در مهم نکته

حداقل برای و (٢٠١۵ ، روزبه و (امینی می شود واریانس افزایش و اریبی کاهش باعث k کم مقدار و

روش های کند. برقرار واریانس و اریبی بین موازنه که شود تعیین گونه ای به k است لازم مخاطره تابع نمودن

اعتبارسنجی متقابل، اعتبارسنجی مالوز، Cp بیزی، اطلاع کائیک، آ معیارهای از استفاده مانند مختلفی

برآوردگر مورد در بیشتر اطلاعات برای دارد. وجود k مقدار انتخاب برای آ ن ها مانند و تعمیم یافته متقابل

(٢٠٠۶) واسرمن کرد. مراجعه (١٣٩٧) امامی و (١٣٩٨) همکاران و راسخ به می توان ستیغی رگرسیونی

بهینه  مقدار همزمان یافتن دلیل به را متقابل اعتبارسنجی و سنجی اعتبار روش بیان شده روش های بین از

برگزیدند. دقت میزان آزمون و k

محاسبه CV = ∥y − ŷ(−i)∥٢ صورت به متقابل اعتبارسنجی٢ روش با خطا مجذور مجموع

از X(−i) و β̂(−i) = (X⊤
(−i)X(−i))

−١X⊤
(−i)y(−i) ،ŷ(−i) = X(−i)β̂(−i) آن در که می شود.

مشاهده برای می آید. بدست y بردار مشاهده iامین حذف از نیز y(−i) و X ماتریس سطر iامین حذف

نمایید. مراجعه (٢٠٠۶) واسرمن به بیشتر جزئیات

مشاهده آن بدون مدل و حذف مشاهدات از یکی باید مرحله هر در متقابل اعتبارسنجی روش در

باعث امر این و یافت را بهینه k مقدار بتوان تا شود انجام برازش بار n باید واقع در یعنی شود برازش
تعمیم یافته٣ متقابل اعتبارسنجی روش دلیل همین به شد. خواهد آن شدن زمان گیر و محاسبات دشواری

صورت به و بوده متقابل اعتبارسنجی از ساده  تر آن محاسبات که

GCVk =
١
n∥(In − Hk)y∥٢

(١ − ١
ntr(Hk))٢ ,

بسياری در .Hk = X(X⊤X+kIp)−١X⊤ آن در ٢٠٠۶)، که ، (واسرمن شد پیشنهاد می شود، تعریف
1Regularization parameter
2Cross-validation (CV)
3Generalized cross-validation (GCV)
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داشته وجود همخطی مشکل هم و دورافتاده نقاط مشکل هم همزمان است ممکن رگرسيونی مسائل از

است، استوار و ستیغی روش های از همزمان استفاده  می رسد، ذهن به موارد اين گونه در که ايده ای باشد.

يعنی

min
β,Z

φ(β,Z) = (y − Xβ)⊤Z(y − Xβ), β⊤β ≤ ϕ٢, e⊤z = h, zi ∈ {٠, ١}. (٣)

به دست β̂(k,Z) = C−١
k,ZX⊤Zy صورت به استوار ستیغی برآوردگر ،(٣) بهینه سازی مسئله حل با

ابتدا عددی، مسائل در استوار ستیغی برآوردگر محاسبه برای .Ck,Z = CZ + kIp آن در که می آید،

می شود. ساخته Z ماتریس و نمود محاسبه (١) رابطه از استفاده با را پیراسته دوم توان های کمترین برآوردگر

به صورت استوار ستیغی برآوردگر برای را تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجی معیار سپس،

GCVk,z =
١
n∥(In − Hk,z)y∥٢

(١ − ١
ntr(Hk,z))٢ , Hk,z = XC−١

k,zX
⊤,

بهینه مقدار R نرم افزار در optim دستور کمک به GCVk,z کمینه سازی با انتها در می شود. بازنویسی

می شود. جایگزین (٣) رابطه در و آورده بدست L-BFGS-B عددی روش به را k

شبیه سازی مطالعه ۵

ستیغی، دوم، توان های کمترین برآوردگر چهار مقایسه و بررسی به شبیه سازی مطالعه یک در بخش این در

به صورت پارامترها بردار مطالعه این در می شود. پرداخته استوار ستیغی و پیراسته دوم توان های کمترین

توضیحی متغیرهای بین همخطی ایجاد منظور به است. شده گرفته نظر βدر = (−٣, ۴, ۵٫۵, ٢,−۴, ٧)⊤

رابطه از طرح ماتریس درایه های از یک هر تولید برای

xij = (١ − γ٢)
١
٢ zij + γzip, i = ١, . . . , n, j = ١, . . . , p,

تعیین طوری γ و بوده مستقل استاندارد نرمال شبه تصادفی اعداد zij آن در که به طوری است. شده استفاده

می شود. فرض γ = ٠٫٧۵, ٠٫٨٧ این جا در شود. ایجاد همبستگی توضیحی متغیر دو هر بین که می شود

درصد ٢۵ و استاندارد نرمال توزیع از خطاها درصد ٧۵ داده ها، مجموعه در پرت نقاط ایجاد برای طرفی از
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یعنی می شود، تولید غیرمرکزی استیودنت −t توزیع از بقیه

ε = (ε⊤١ , ε
⊤
٢ )

⊤ ε١ ∼ N(٠, I), ε٢ ∼ t(٨)٢,

است. δ غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه ν با مرکزی غیر t−استیودنت توزیع دهنده نشان tν(δ) بطوریکه

به لازم می شود. تولید y = Xβ+ ε مدل از تکرار ١٠٠٠ و مشاهده n = ١٠٠ با پاسخ متغیر نهایت در

است: شده انجام زیر ویژگی های با سیستمی در محاسبات که است ذکر

Intel(R) Pentium(R) CPU G3250 @ 3.20 GHz 3.20 GHz, 8 GB RAM,
System type 64-bit Operating System, x64-based processor.

برآوردگرهای SSE = ∥y − ŷ∥2 همچنین و استاندارد انحراف اریبی، مقادیر پارامترها، برآورد مقادیر

که است واضح کاملا جدول ها این به توجه با است. شده گزارش ۵ و ۴ ،٣ ،٢ ،١ جدول های در پیشنهادی

این به متعلق SSE میزان کمترین که چرا می کند، عمل دیگر روش های از بهتر بسیار استوار ستیغی روش

روش های با مقایسه در استوار ستیغی براوردگر استاندارد انحراف و اریبی میزان همچنین است. بوده روش

است. کمتر دیگر

.γ = ٠٫٧۵ برای پيراسته و معمولی دوم توان های کمترين برآوردگرهای ارزیابی .١ جدول
پبراسته معمولی روش

استاندارد انحراف اريبی برآورد استاندارد انحراف اريبی برآورد
٢٫٠٧٨٣ ٠٫١١٧٧ −٢٫٨٨٢٢ ٢٫٣٧١۴ ٠٫٣٠٣٣ −٢٫۶٩۶۶ β١
١٫۴٨٠٨ −٠٫٠۴٨۵ ٣٫٩۵١۴ ١٫٧٨۶٠ ٠٫١٧٧۶ ۴٫١٧٧۶ β٢
١٫٢۵٨٨ ٠٫٠۴٧۶ ۵٫۵۴٧۶ ١٫۴٩٨۴ ٠٫٠۶۵٨ ۵٫۵۶۵٨ β٣
١٫٧۶۶٧ −٠٫١٣٩٧ ١٫٨۶٠٢ ٢٫٢٠٩٧ ٠٫٣٧٧٣ ٢٫٣٧٧٣ β۴
٢٫۵٣۴٨ ٠٫٠۵٧٧ −٣٫٩۴٢٢ ٢٫٩٩٢۴ ٠٫١۵٢٠ −٣٫٨۴٧٩ β۵
٢٫۵۴٩٣ −٠٫٠٢٠١ ۶٫٩٧٩٨ ٣٫۴٠١٧ −٠٫۵٩٨۶ ۶٫۴٠١٣ β۶

.γ = ٠٫٧۵ برای استوار ستیغی و ستیغی  برآوردگرهای ارزیابی .٢ جدول
استوار ستيغی ستيغی روش

استاندارد انحراف اريبی برآورد استاندارد انحراف اريبی برآورد
٠٫۶۴٩٧ ٠٫١٩٣۶ −٢٫٨٠۶٣ ٠٫۶۵۴۶ ٠٫٨١٩١ −٢٫١٨٠٨ β١
٠٫۵٧۴٢ −٠٫٠۵۴٨ ٣٫٩۴۵١ ٠٫۵٨۵۴ ٠٫٠٠۵٠ ۴٫٠٠۵٠ β٢
٠٫۵٧٨٩ ٠٫٠٢١٩ ۵٫۵٢١٩ ٠٫۵٨۵٨ −٠٫٢۵٧٩ ۵٫٢۴٢٠ β٣
٠٫٧۴٠٨ −٠٫١١٩٠ ١٫٨٨٠٩ ٠٫٧۵٢٢ ٠٫۴٠۴٩ ٢٫۴٠۴٩ β۴
٠٫۶٣١٠ ٠٫١۴٧٧ −٣٫٨۵٢٢ ٠٫۶٢٩٧ ٠٫٨٠١۵ −٣٫١٩٨۴ β۵
٠٫٨۶٣٨ −٠٫١١٨٧ ۶٫٨٨١٢ ٠٫٨٧۵٩ −١٫٠٩۵٧ ۵٫٩٠۴٢ β۶
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.γ = ٠٫٨٧ برای پيراسته و معمولی دوم توان های کمترين برآوردگرهای ارزیابی .٣ جدول
پیراسته دوم توان کمترین معمولی دوم توان کمترین روش

استاندارد انحراف اريبی برآورد استاندارد انحراف اريبی برآورد
٠٫٧٧٣٢ ٠٫٠٢٩۵ −٢٫٩٧٠۴ ٢٫١۵٨٧ ٠٫١۶٧١ −٢٫٨٣٢٨ β١
٠٫٨۴٣٧ −٠٫٠٨۵٠ ٣٫٩١۴٩ ٢٫٠۶۶۵ −٠٫٠١٨٩ ٣٫٩٨١٠ β٢
٠٫٨١۵١ ٠٫٠۶٣۶ ۵٫۵۶٣۶ ٢٫۴٢٢۶ ٠٫١۵٣٩ ۵٫۶۵٣٩ β٣
٠٫٨١۶٧ −٠٫٠٠۵۴ ١٫٩٩۴۵ ٣٫۴۶٨٨ −٠٫٠٢۶٧ ١٫٩٧٣٢ β۴
٠٫٨۵۶٨ −٠٫١٣۶٢ −۴٫١٣۶٢ ٢٫٠۶٨۵ ٠٫١١٢٣ −٣٫٨٨٧۶ β۵
١٫١٩٣٧ ٠٫٠٧۶۶ ٧٫٠٧۶۶ ٣٫٧۴٧٧ ٠٫٠٣٧٣ ٧٫٠٣٧٣ β۶

.γ = ٠٫٨٧ برای استوار ستیغی و ستیغی  برآوردگرهای ارزیابی .۴ جدول
استوار ستيغی ستيغی روش

استاندارد انحراف اريبی برآورد استاندارد انحراف اريبی برآورد
٠٫٧٧۶٢ ٠٫١۶١٧ −٢٫٨٣٨٢ ١٫٧٠٧١ ١٫١۴۴٠ −١٫٨۵۵٩ β̂١

٠٫٨٢٠۵ −٠٫٠٨٣٠ ٣٫٩١۶٩ ١٫۵٩١٩ −٠٫٠٩٩٩ ٣٫٩٠٠٠ β̂٢

٠٫٧٩١۵ ٠٫٠٣٣۵ ۵٫۵٣٣۵ ١٫٩٢٠٣ −٠٫٢٢١٨ ۵٫٢٧٨١ β̂٣

٠٫٧٩٧۴ ٠٫٠٣٢۴ ٢٫٠٣٢۴ ٢٫۴٨۴٨ ٠٫١۶٨٠ ٢٫١۶٨٠ β̂۴

٠٫٨۵۵٣ ٠٫٠٢٣۴ −٣٫٩٧۶۵ ١٫٨٠۶١ ١٫٣٠٨٩ −٢٫۶٩١٠ β̂۵

١٫١٨١۶ −٠٫١٣٢۴ ۶٫٨۶٧۶ ٢٫٣٠۵۴ −١٫٣٢٢٨ ۵٫۶٧٧١ β̂۶

پیشنهادی. برآوردگرهای محاسبه سرعت و خطا .۵ جدول
γ = ٠٫٨٧ γ = ٠٫٧۵

محاسبات سرعت SSE محاسبات سرعت SSE برآورد روش
٠٠ : ٠٠ : ٠٩ ۴۴٫٧٧٢٧۴٠ ٠٠ : ٠٠ : ٠۶ ٣۶٫٧۵۵٨٠٢ دوم توان های کمترین
٠٠ : ٠۶ : ٠٧ ۴٫٧٨٩٣٠۴ ٠٠ : ٠۵ : ۵۴ ٢٫٨۵٧۴٨٨ پبراسته دوم توان های کمترین
٠٠ : ٠١ : ۵٧ ٢٨٫۵٠٨٧٠٢ ٠٠ : ٠١ : ۵١ ٢۶٫۶۴۵٩۵١ ستیغی
٠٠ : ٠۶ : ۵۶ ۴٫۶٧٢٩۵۵ ٠٠ : ٠۶ : ۴۶ ٢٫٨۴٣٨٠٠ استوار ستیغی

دندانی سن داده های تحلیل کاربردی: مطالعه ۶

بسیاری و شناسی باستان پزشكی، دندان غدد، بيماری های قانونی، پزشکی در مهمی نقش سن، برآورد

راه روش اين ندارد، وجود افراد تولد زمان دقيق ثبت كه توسعه حال در كشورهای در دارد. دیگر علوم

دارد وجود ارتباط فرد سن و فيزیکی بلوغ بين اغلب است. افراد تقويمی سن تخمين برای مناسبی بسيار

(جمع كلسيفيكاسيون و افراد قد و اندازه قاعدگی، اسكلتی، سن مانند فيزيكی بلوغ نشانه های از برخی و

برای افراد، دقيق جنسیت و سن نظیر اطلاعاتی نبود در می تواند بدن) بافت های از یکی در کلسیم شدن

دندان شکل گیری مراحل يا رويش اساس بر می تواند دندانی سن گيرد. قرار استفاده مورد افراد سن تعيين

نوین روش های از استفاده با تقویمی سن برآورد برای مدل سازی بین این در شود. ارزيابی راديوگرافی در

روش رایج ترین می شود، استفاده سن تعيين برای که روش هایی بين در است. اهمیت دارای آماری غنی و
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در دائمی دندان کلسيفيکاسيون اساس بر روش اين است. دميرجيان روش دنيا، سراسر در استفاده مورد

وسیله به پایین و بالا فک پانورامیک اسکن نوع یک رادیوگرافی نوع این در است. پانوراميک راديوگرافی

گوش ها بین فاصل حد در تشکیل شده فرضی نیمکره از بعدی دو دیدی که است پزشکی دندان ایکس اشعه

تمام تقريبا که است زمانی دارد وجود دميرجيان روش با دندانی سن بررسی در که مشکلی است. می دهد،

مورد ملاک عنوان به بايد بيمار عقل دندان های ريشه های و تکامل يافته بيمار دائمی دندان های ريشه های

.(١٩٧۶٣ ، همکاران و دمیرجیان ) کردند ابداع جديدی روش همکارانش و دميرجيان گيرند. قرار بررسی

می شود. مواجه مشکل با سن تعیین سالگی ١٣ تا ١٢ سنین حدود در دائمی دوم مولر دندان رویش از پس

شکل گیری حال در هنوز که چرا می دهد قرار توجه مرکز در سنین این در را سوم مولر دندان مسئله، این

مراحل می توان ریشه تشکیل فرآیند به توجه با و می شود ظاهر دهان در سالگی سنین در دندان این است.

دميرجيان روش  از استفاده کنار در می شود. آغاز سالگی ١۴ از تقریبا که کرد تعریف را ٢١ تا ١٧ آن تکاملی

گرفته صورت تحقیقات برپایه که دارد وجود نیز دیگری روش های سوم، مولر دندان کمک با سن تعیین در

با مطالعه ای (٢٠٠٧) همکاران و اردکانی است. داشته بهتری عملکرد روش ها سایر بر دميرجيان روش

شهيد دندانپزشكی دانشكده و قانونی پزشكی سازمان همكاری با تشخیصی نوع از مقطعی مطالعه هدف

جراحی منظور به كه سال ٢۵ تا ١۵ سنی محدوده با بيمار ۵٨ درباره ١٣٨٣ − ٨۴ سال در يزد صدوقی

تی آزمون های طريق از آماری محاسبات گرفت. صورت بودند، كرده مراجعه خصوصی مطب به عقل دندان

دست به خطاهای كمترين پذيرفت. انجام اسمیرینف کلموگروف و ویلکاکسون همبستگی، ضريب زوجی،

بود. پايين فک راست سمت شده كشيده عقل دندان به مربوط بيمار، تقويمی سن با سن تخمين در آمده

خاتم الانبیا درمانگاه به ١٣٩٣ − ٩۴ سال ١٢ماهه دوره طی در کننده مراجعه بیماران مقاله، این در

به که کننده، مراجعه بیماران از نفر ٨٧ تعداد است. داده تشکیل را تحقیق بررسی مورد جامعه یزد، استان

عدم از عبارتند مطالعه در نمونه ها خروج و ورود معيارهای اند. شده انتخاب ساده تصادفی روش صورت

عقل دندان یک حداقل وجود پانورامیک، رادیوگرافی قبول قابل کیفیت تکاملی، رشدی- مشکلات وجود

مربوط دیجیتال پانورامیک رادیوگرافی ٨٧ تعداد عقل. دندان پیرامون ضایعاتی یا و شکستگی وجود عدم و

و جنسیت شد. بررسی کلینیک آرشیو از خاتم  الانبیا کلینیک به مراجعه کننده ارتودنسی نوجوان بیماران به

صورت در شد، ثبت بیماران پرونده روی از برسال) علاوه تولد ماه و روز (دارای افراد دقیق کرونولوژیک سن

دندان های دارای رادیوگرافی ها شد. پرسیده مستقیم طور به بیمار با تماس طریق از پرونده در وجود عدم

داشت. قرار ١٩ تا ١۴ سنین بین و بوده عقل

برآوردشده و تقویمی سن و جنسیت تفکیک به بیماران فراوانی درصد ترتیب به ٧ و ۶ جدول های در
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جنسیت. تفکيک به داده ها فراوانی .۶ جدول
مرد زن جنسیت
٣٢٫١ ۶٧٫٩ نسبی فراوانی

صورت به چندگانه خطی رگرسیون مدل است. شده گذاشته نمایش به

دميرجيان. تخمين آزمون و تقويمی سن تفکيک به توصيفی آماره های .٧ جدول
معيار انحراف ميانگين ماکسیمم مينيمم -

١٫١۶۶ ١٧٫٢١ ٢٠٫۵٨ ١٣٫۵ تقویمی سن
١٫٠٨ ١۶٫٨٨ ١٩٫۵ ١٣٫٧۵ دميرجيان آزمون

(age)i = β١(LR)i + β٢(LL)i + β٣(UR)i + β۴(UL)i + εi i = ١, . . . , ٧٠, (۴)

مولر راست دندان دمیرجیان برآوردشده سن LR تقویمی، سن پاسخ متغیر age آن در که می شود، نوشته

دمیرجیان برآوردشده سن UR پایین، فک مولر چپ دندان دمیرجیان برآوردشده سن LL پایین، فک

که همان طور هستند. بالا فک مولر چپ دندان دمیرجیان برآوردشده سن UL و بالا فک مولر راست دندان

با نیستند. وابسته متغیر با معنی داری خطی رابطه دارای توضیحی متغیرهای می شود، ملاحظه ١ شکل در

توضیحی متغیرهای بین دارتری معنی خطی رابطه ممکن حد تا داده ها، روی کاکس – باکس تبدیلات انجام

باکس تبدیل می کند. امکان پذیر را قوی تر رگرسیون مدل یک به دست یابی بطوریکه می شود، ایجاد وابسته و

متغیره چند نرمال به را متغیرها توزیع تبدیل این واقع در می شود. انجام مثبت اکیدا داده های روی کاکس

کاکس – باکس نمودارهای صورت به که تبدیل این انجام با .(١٩۶۴ ، باکس و (کاکس می کند نزدیک

وابسته و توضیحی متغیرهای بین معنی دارتری خطی رابطه وجود شده است، گذاشته نمایش به ٢ شکل در

بررسی برای شد. استفاده مینی تب نرم افزار از تبدیلات این انجام برای است. مشهود قبل حالت به نسبت

“PerformanceAnalytics” بسته از استفاده با ٣ نمودار از توضیحی متغیرهای بین خطی ارتباط نحوه

است ٠٫٨٧ همبستگی مقدار بیشترین می شود، ملاحظه که همان طور است. شده رسم R 3.4.4 نرم افزار در

کاپا آماره از مدل در همخطی وجود بررسی برای LLnew و LRnew توضیحی متغیر دو به مربوط که
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توضیحی. و پاسخ متغیرهای پراکنش نمودار .١ شکل

صورت به

kappa =

√
maxλj
minλj

= ١۴۶٫٩٢١۵, j = ١, . . . , p,

مقدار چون است. یافته تبدیل دادهای در X⊤X ماتریس ویژه مقادیر ها λi آن در که می شود، استفاده

دارد. وجود جدی همخطی شکل است، ١٠٠ از بیشتر کاپا آماره 
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توضیحی. متغيرهای روی بر کاکس – باکس تبديلات .٢ شکل

مشاهده استانداردشده ri مانده اگر می گیرد. قرار بررسی مورد مدل در دورافتاده نقاط وجود ادامه، در

تشخیص برای .(٢٠٠٩ ، (شیدر است. دورافتاده مشاهده  باشد، |ri| > ٢ به ازای دهد، نشان را iام
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تبدیل یافته. متغیرهای همبستگی نمودار .٣ شکل

۴۵ام، ١٨ام، مشاهده  چهار می شود لاحظه که همان طور می شود. استفاده ۴ شکل از مدل در دورافتاده نقاط

رگرسیونی مدل در دورافتاده نقاط و همخطی مشکل همزمان به طور بنابراین دورافتاده اند. ۵٧ام و ۵١ام

در می کنیم. استفاده استوار ستیغی رگرسیون از مشکلات این با مقابله برای درادامه می شود. مشاهده (٢)

پیراسته، دوم توان های کمترین روش ستیغی، روش دوم، توان های کمترین روش چهار به پارامترها این جا

نهایی مدل برای را روش چهار این درنهایت و است شده برآورد پیراسته دوم توان های کمترین  ستیغی روش

(agenew)i = β١(LRnew)i + β٢(LLnew)i + β٣(URnew)i + β۴(ULnew)i + εi
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استانداردشده. نمودار مانده های .۴ شکل

i = ١, . . . , ٧٠, (۵)

LLnew و URnew ،ULnew ،LRnew ،agenew از منظور آن در که می شوند، مقایسه هم با

اعتبارسنجی معیار از k بهترین تعیین برای است. ٢ شکل باکس-کاکس تبديل برپایه تبديل يافته متغيرهای

است. شده استفاده تعمیم یافته متقابل

آن ها. استاندارد انحراف همراه به پيشنهادی برآوردگرهای .٨ جدول
استوار ستیغی ستیغی پیراسته دوم توان کمترین دوم توان کمترین

SD برآورد SD برآورد SD برآورد SD برآورد پارامتر
٠٫٠۵٩ −٠٫٢۵٣٩ ٠٫٠۴۶۴ −٠٫١٩١۵ ٠٫٠٩٧۴ ٠٫٣٨۴۵ ٠٫٠٩٣ ٠٫٢٨۴٨ β̂١

٠٫٠٠۴ ٠٫٠٩۶۵ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٩٣٩ ٠٫٠٠٧ ٠٫١٧۴٠ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠٧٢٠ β̂٢

٠٫٠٠١٩ −٠٫١٢٠٣ ٠٫٠٠٢ −٠٫٠٢٠٠ ٠٫٠٠٣ −٠٫٢٩٨ ٠٫٠٠٣ ٠٫١٠۴۶ β̂٣

٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠۴٧١ ٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠٢٨٨ ٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٨۶١ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫١١٣۴ β̂۴
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استوار. ستیغی رگرسيونی مدل برای MSE مقابل در k مقادير نمودار .۵ شکل

تقویمی. سن داده های برآوردگر چهار محاسبه سرعت و MSE .٩ جدول
محاسبات سرعت MSE برآورد روش

٠٠ : ٠٠ : ٠١ ١٫١٧٠٩١ دوم توان های کمترین
٠٠ : ٠٠ : ٠۶ ٠٫١۶٧٣١ پبراسته دوم توان های کمترین
٠٠ : ٠٠ : ٠۶ ٠٫٠٨١٠٢ ستیغی
٠٠ : ٠٠ : ٠٩ ٠٫٠۶٣٠٠ استوار ستیغی

خوبی به ۵ شکل در موضوع این که است ٠٫٣١ برابر استوار ستیغی رگرسيونی مدل برای بهینه مقدار

ستیغی روش به مربوط MSE ميزان کمترين می شود، ديده ٩ جدول در که همان طور است. شده داده نشان

است. داده ها مجموعه اين برای روش اين بهتر عملکرد نشان دهنده  که است، استوار

نتیجه گیری و بحث

از متغیرها و داده ها عمیق و دقیق بررسی پزشکی، علوم در رگرسیونی مدل های گسترده کاربرد به توجه با

رگرسیونی نادقیق مدل بندی و تحلیل به منجر داده ها دقیق بررسی عدم زیرا است. برخوردار بسیار اهمیت
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زیربنایی فرضیات همچنین و توضیحی متغیرهای بین همبستگی وجود افتاده، دور داده های وجود می شود.

مقاله این در داشت. توجه آن به باید رگرسیون انجام از قبل باید همواره که است مواردی از رگرسیونی مدل

رگرسیون روش و گفت قرار بررسی مورد توضیحی متغیرهای بین همخطی و دورافتاده داده همزمان وجود

روش، این از کاربردی عنوان به شد. پیشنهاد آن با مواجهه برای پیراسته دوم توان های کمترین ستیغی

نشان آمده به دست نتایج گرفت. قرار بررسی مورد مولر دندان های براساس سن برآورد هدف با مطالعه ای

در شده ذکر روش های همچنین دارد. کمتری MSE روش ها سایر با مقایسه در پیشنهادی روش که می دهد

در استوار ستیغی روش که داد نشان حاصل نتایج شد. برده کار به نیز شده شبیه سازی داده های در مقاله

می کند. عمل برآوردگرها سایر از بهتر همزمان طور به پرت نقاط و همخطی وجود شرایط

تشکر و تقدیر

داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها از مجله، تحریریه هیئت مجترم اعضای از تشکر ضمن مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید آن سطح ارتقاء موجب که مقاله محترم ویراستار و

مراجع
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Abstract: The popular method to estimation the parameters of a linear re-
gression model is the ordinary least square method which, despite the sim-
plicity of calculating and providing the BLUE estimator of parameters, in
some situations leads to misleading solutions. For example, we can men-
tion the problems of multi-collinearity and outliers in the data set. The
least trimmed squares method which is one of the most popular of robust
regression methods decreases the influence of outliers as much as possible.
The main goal of this paper is to provide a robust ridge estimation in order
to model dental age data. Among the methods used to determine age, the
most popular method throughout the world is the modern modified Demir-
jian method that is based on the calcification of the permanent tooth in
panoramic radiography. It has been shown that using the robust ridge esti-
mator is leading to reduce the mean squared error in comparison with the
OLS method. Also, the proposed estimators were evaluated in simulated
data sets.
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