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Introduction
Using the copulas function is a particular form of introducing variables and
their dependency. Also, paying attention to copulas for estimating the de-
pendence parameters has become popular in recent decades. As a semi-
parametric technique, Berahimi and Necir (2012), introduced copula mo-
ment (CM) and compared it with PMLE and ρ and τ inversion methods,
also Kojadinovic and Yan (2010) used three semi-parametric methods based
on copula models. Taheri et al. (2018) studied the dependence of bivariate
copulas in the presence of outliers. This article used three moment-based
estimation methods in the presence of outliers. The moment method and
two other estimation methods are related to moment, copula moment (CM)
and their mixture.

Material and Methods
Let (X,Y ) be a random vector with copula function C and dependence pa-
rameter θ. Also, let (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) are a random sample from (X,Y ).
We assume that the random vector (X,Y ) is in the presence of outliers. In
other words, assume that n − k (k is an unknown and a random integer)
elements of the random sample have true copula function C1 and depen-
dence parameter θ and the remind elements have another copula function C2

and dependence parameter βθ, where β is an unknown real value called as a
noised parameter. The copula functions C1 and C2 can have completely dif-
ferent structures. For estimating θ in the presence of outliers, we may obtain
the joint density function of a random sample. A simulation study is used to
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select the best estimation method, and the estimators are compared based
on MSE. Also, to illustrate the results achieved in a simulation study, we
applied a real example for the tourists who visit the ”Tomb of Ayub Prophet”
(TAP) and the ”Imamzadeh Asgari Tomb” (IAT) in North Khorasan, IRAN.
Here, we test the dependence between the number of visitors to TAP and
IAT at weekends and holidays.

Results and Discussion
For estimating parameters and choosing which value of β is good for FGM
copula in the presence of outliers, we test various β and use them in the
likelihood function for copulas in the presence of outliers. Using ١٠٠٠ inde-
pendent repetitions of the likelihood function for FGM copula in a simulation
study suggests that β = 0.1 is the best value. The dependence parameter
is estimated by substituting β = 0.1 in the likelihood function of copulas
in the presence of outliers. The simulation results show that when we use
CM and mixed methods in the presence of outliers, the empirical MSEs are
reasonable. Also, CM is the best estimator based on MSE.

Conclusion
Taheri et al. (٢٠١٨) showed that the best methods for estimating the depen-
dence parameter in the presence of outliers are the MLE, PMLE, the inverse
of ρ, and the inverse of τ and CM, respectively. In this paper, based on
three moment methods, MM, Mixture and CM, the CM method is the best
one according to their MSEs. From a practical point of view, it was also
concluded that the estimations of the dependence parameter in the presence
of outliers do not show a big difference in MLE and CM methods.
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داده حضور در FGM خانواده برای مفصل پارامتر برآورد گشتاور-مبنای روش سه مقایسه
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رایج بسیار اخیر دهه های در داده ها وابستگی ساختار مدل سازی منظور به مفصل تابع به توجه چکیده:

در مفصل تابع وابستگی پارامتر برآورد برای مفصل گشتاور و ترکیبی گشتاوری، روش سه است. شده

اما است، قدیمی روش یک گشتاوری روش هرچند است. نظر مورد مقاله این در دورافتاده داده حضور

پایه بر پارامتر برآورد دیگر روش دو نتیجه، در می گردد. نامناسبی برآورد به منجر روش این اوقات گاهی

از وقتی که داد نشان شبیه سازی مطالعه نتایج شده اند. گرفته نظر در پارامتر برآورد بهبود برای گشتاوری

مربع میانگین می کنیم، استفاده دورافتاده داده حضور در مفصل برای ترکیبی روش و مفصل گشتاور روش

مربع میانگین براساس برآورد بهترین مفصل گشتاور روش همچنین است. کوچک تر آمده دست به خطای

می شود. گرفته کار به کاربردی مثال یک در آمده دست به عددی نتایج نهایت، در است. خطا

دومتغیره تحلیل وابستگی، پارامتر دورافتاده، داده گشتاور-مبنا، برآورد مفصل، کلیدی: واژه های
.39B52 ،47A55 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ١

ویژگی های و خواص دلیل به است. پارامتر برآورد هستیم، مواجه آن با آماری استنباط در که موضوعاتی مهم ترین از یکی

و متغیرها کناری رفتار از وابستگی ساختار جداسازی جمله از متغیرها بین روابط مدل سازی در مفصل خوب بسیار

وسیله ای عنوان به تابع این اخیراً داده ها، وابستگی ساختار بهتر تولید در منعطف و متنوع مدل های ساخت امکان

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
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است گرفته قرار استفاده مورد بسیار آن ها بین روابط مدل سازی و خاص شکل به متغیرها بین وابستگی معرفی برای

پارامتر و کردند معرفی را دورافتاده داده های حضور در دومتغیره مفصل (٢٠١٨) همکاران و طاهری .(١٩۵٩ ، (اسکلار

درستنمایی ماکسیمم روش های وابستگی پارامتر برآورد برای آن ها کردند. برآورد متعدد روش های براساس را وابستگی

روش و (PML) درستنمایی١ ماکسیمم شبه و (GLM) تعمیم یافته خطی مدل های و (MM) گشتاوری و (ML)
است. روش بدترین MM روش (MSE) خطا مربع میانگین اساس بر که شدند متوجه آن ها بردند. کار به را معکوس

قرار استفاده مورد دارند، پارامتری روش های که محدودیت هایی بر غلبه منظور به نیمه پارامتری روش های عمل، در

(٢٠١٢) نصیر و براهیمی توسط که (CM) مفصل٢ گشتاوری روش دو نیمه پارامتری، روش های عنوان به می گیرند.

روش به آمده دست به برآوردهای از Mix روش در گرفته اند. قرار استفاده مورد (Mix) ترکیبی روش و شد معرفی

را مفصل گشتاور روش (٢٠١٢) نصیر و براهیمی می کنیم. جایگزین MM روش در را آن ها و کرده استفاده ML
و کرده استفاده CM از آن ها کردند. استفاده ارشمیدسی پارامتری دو مفصل پارامترهای برآورد برای آن از و معرفی

مفصل از بسط هایی (٢٠١۵) ناداراجا دادند. نشان ارشمیدسی مفصل های از شبیه سازی مثال یک در را آن کاربرد

قرار استفاده مورد FGM مفصل برای را بسط ها این تمامی و می نامیم MM را آن ما که چیزی کرد، تعریف را

توسط تصویرسازی روش کردند. مقایسه یکدیگر با را برآورد نیمه پارامتری روش سه (٢٠١٠) یان و کجادینویچ داد.

و پارامتری روش های (٢٠٠٧) همکاران و کیم گرفت. قرار استفاده مورد مفصل پارامتر برآورد برای (٢٠١١) تاوبل

ML و MM روش سه (٢٠١١) همکاران و جباری کردند. مقایسه مفصل پارامترهای برآورد برای را نیمه پارامتری

دادند. قرار مقایسه مورد متغیره یک دورافتاده داده های برای را Mix و

غیره و گردشگری صنعت هیدرولوژی، اقتصاد، ریسک، مدیریت هوا، و آب در فراوانی کاربردهای مفصل توابع

(٢٠١۶)؛ همکاران و تانگ (٢٠١٣)؛ حقیقی و شمس بیش تر، اطلاعات کسب (برای دارند

بین ارتباط رسمی صورت به و بار نخستین (١٩۵٩) اسکلار نمایید). ملاحظه را (٢٠١٣) همکاران و ژانگ

و پارامتری روش های از بسیاری او، از بعد کرد. معرفی مفصل تابع طریق از را متغیرها کناری توزیع توابع

مورد مختلفی نویسندگان توسط آن ها، وابستگی پارامترهای برآورد و مفصل ها مدل سازی منظور به ناپارامتری

برآورد برای را نیمه پارامتری روش یک (١٩٩۵) همکاران و جنست و (١٩٨٧) جنست است. گرفته قرار استفاده

زمینه در بیش تر اطلاعات کسب برای کردند. تعریف متغیره چند توزیع های خانواده در وابستگی پارامترهای

(٢٠٠۵) سوکاهارا نمود. مراجعه (١٩٩٧) جو به می توان متغیره چند وابستگی مفاهیم و متغیره چند مدل های

جو کرد. استفاده فاصله مینیمم روش با وابستگی پارامتر برآورد منظور به تجربی مفصل و تجربی توزیع تابع از

توزیع های پارامترهای روش، این در کرد. استفاده پارامترها برآورد برای مرحله ای دو برآورد روش از (٢٠٠۵)

می شود. برآورد وابستگی پارامتر و گرفته قرار پارامترها جای به آن ها مقادیر سپس و می شوند برآورد کناری

آن ها کردند. استفاده وابستگی پارامتر برآورد برای نیمه پارامتری و پارامتری روش های از (٢٠٠٧) همکاران و کیم

انجام (١٩٩۵) همکاران و جنست که چه آن همانند را ML و (IFM) حاشیه ای توابع اساس بر استنباط روش های

1Psuedo Maximum Likelihood
2Copula Moment
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مقایسه یکدیگر با را روش ها این سپس و بردند کار به نیمه پارامتری و پارامتری روش های عنوان به بودند، داده

دادند. ارایه رتبه ای روش های پایه بر مفصل مدل های مورد در بیش تری توضیحات (٢٠٠٧) فاور و جنسیت کردند.

شبیه سازی مطالعه یک در (MD) فاصله کم ترین و ML روش دو از استفاده با را مفصل پارامتر (٢٠١١) گریگور

گرفتند نظر در را آن ها خصوصیات و دومتغیره مفصل های از جدید کلاس یک (٢٠١١) همکاران و کیم کرد. برآورد

کردند. برآورد تعمیم یافته دومتغیره مفصل طریق از را وابستگی پارامتر سپس و

مفصل از استفاده با دورافتاده داده حضور در دومتغیره حالت در وابستگی پارامتر برآورد مقاله این اصلی هدف

به یا داده ها مجموعه از دور داده های به دورافتاده واژه می شوند. مقایسه گشتاوری پایه بر روش سه با که است

است. شده استفاده دوم مفهوم از مقاله این در می شود. گفته دارد، آن ها مابقی با متفاوتی توزیع که داده ها از بخشی

در زیادی مطالعات تاکنون لکن است، شده انجام مفصل پارامتر مورد در زیادی برآورد روش های تاکنون هرچند

و پارامتری روش سه مقاله این در است. نگرفته صورت دورافتاده داده های حضور در دومتغیره توزیع های مورد

توأم توزیع ،٢ بخش در می شود. برده کار به مفصل تابع از استفاده با وابستگی پارامتر برآورد برای پارامتری نیمه

و Mix و MM روش سه ،٣ بخش در می شود. معرفی دورافتاده داده k حضور در (X١, Y١), . . . , (Xn, Yn)

FGM مفصل تابع برای θ وابستگی پارامتر برآوردگر و شده معرفی دومتغیره دورافتاده داده های حضور در CM
مورد شبیه سازی مطالعه یک در آن ها کارایی سپس می شود. آورده دست به مذکور روش سه از استفاده با دومتغیره

عملی بررسی منظور به (٢٠١٨) همکاران و طاهری در شده معرفی کاربردی مثال ،۴ بخش در می گیرد. قرار مقایسه

مقایسه یکدیگر با برآوردیابی روش های تمامی از آمده دست به نتایج نهایت در و می گیرد قرار استفاده مورد روش ها،

می گردند.

تصادفی نمونه توأم توزیع ٢

G و F کناری توزیع توابع با (X,Y ) پیوسته تصادفی بردار توزیع تابع H اگر که داد نشان (١٩۵٩) اسکلار

آن در که نوشت x, y ∈ R هر برای را ،H(x, y; θ) = C(F (x), G(y); θ) رابطه می توان یکتا طور به باشد،

پارامتر θ و است استاندارد یکنواخت توزیع دارای کناری توابع با دومتغیره توزیع تابع یک C : [٠, ٢[١ → [٠, ١]

مطلقاً نیز آن مجهول توزیع توابع و باشد پیوسته مطلقاً پارامتری مفصل خانواده از عضوی C اگر است. وابستگی

توابع و (h) توأم چگالی تابع بین h(x, y; θ) = c(F (x), G(y); θ)f(x)g(y) رابطه آن گاه باشند، پیوسته

است. C مفصل چگالی تابع c آن در که است، برقرار (g و f) کناری چگالی

مشخص تصادفی نمونه توأم توزیع تابع باید دورافتاده داده های حضور در θ وابستگی پارامتر برآورد منظور به

داده های معرض در (X,Y ) تصادفی بردار از تصادفی نمونه یک (X١, Y١), . . . , (Xn, Yn) کنید فرض شود.

سریع تر، دسترسی برای گیرند. قرار نمونه در دورافتاده داده های ایجاد علل تأثیر تحت متغیر دو هر و باشد دورافتاده

می شوند: معرفی زیر صورت به مسأله مفروضات

توأم توزیع تابع با مستقل (Xi١ , Yi١), . . . , (Xin−k
, Yin−k

) تصادفی نمونه (A1)
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است. θ وابستگی پارامتر و h١(x, y; θ) توأم چگالی تابع ،H١(x, y; θ) = C١(F١(x), G١(y); θ)

چگالی ،H٢(x, y; θ, β) = C٢(F٢(x), G٢(y); θ, β) توأم توزیع با مستقل مانده تصادفی بردارهای (A2)
هستند. β مزاحم پارامتر و θ وابستگی پارامتر ،h٢(x, y; θ, β)

مستقل (Xik+١ , Yik+١), . . . , (Xin−k
, Yin−k

) و (Xi١ , Yi١), . . . , (Xik , Yik)بردارهای از زوج هر (A3)
هستند. یکدیگر از

آن در که است شده انتخاب (١, . . . , n) طبیعی اعداد از ١
(nk)

احتمال با (i١, . . . , in−k) ترکیب هر (A4)

.
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!

باشند. استاندارد یکنواخت کناری توزیع های همه می کنیم فرض خاص، حالت یک عنوان به (A5)

Z١ = (X١, Y١), Z٢ = (X٢, Y٢), . . . , کنید فرض .(٢٠١٨ همکاران، و (طاهری .١ قضیه
(i١, . . . , in−k)ترکیب هر برای Zباشد. = (X,Y ) تصادفی بردار از تصادفی نمونه زوج Znیک = (Xn, Yn)

(Z١, . . . , Zn) نمونه توأم چگالی تابع آن گاه باشند، برقرار (A1)-(A4) مفروضات اگر ،(١, . . . , n) طبیعی اعداد از

از: است عبارت

h(z١, . . . , zn; θ, β) =
١(
n
k

) n∏
i=١

h١(zi; θ)
∑

(i١,...,ik)

k∏
j=١

h٢(zij ; θ, β)

h١(zij ; θ)
,

.
∑

(i١,...,ik)
=

∑n−k+١
i١=١ . . .

∑n
ik=ik−١+١ آن در که

صورت به مفصل چگالی تابع اساس بر دورافتاده داده حضور در توأم چگالی تابع ،١ قضیه به بنا

h(z١, . . . , zn; θ, β) =
١(
n
k

) n∏
i=١

c١(F١(x), G١(y); θ)f١(x)g١(y)

×
∑

(i١,,...,ik)

k∏
j=١

c٢(F٢(x), G٢(y); θ, β)f٢(x)g٢(y)

c١(F١(x), G١(y); θ)f١(x)g١(y)
. (١)

کناری توزیع های که این فرض با دورافتاده داده k حضور در دومتغیره مفصل چگالی و توزیع توابع همچنین، است.

از: عبارتند باشند، استاندارد یکنواخت

C(u, v; θ, β) =
k

n
C٢(u, v; θ, β) +

n− k

n
C١(u, v; θ),

c(u, v; θ, β) =
k

n
c٢(u, v; θ, β) +

n− k

n
c١(u, v; θ).
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دورافتاده داده معرض در گشتاور اساس بر برآورد روش های ٣

داده حضور در β مزاحم پارامتر و θ وابستگی پارامتر برآورد ،(X١, Y١), . . . , (Xn, Yn) تصادفی نمونه اساس بر

برای کنید فرض است. مدنظر (U١, V١), . . . , (Un, Vn) تصادفی نمونه زوج و مفصل تابع پایه بر دورافتاده

باشند. کناری تجربی توزیع توابع V̂i = Ĝ(yi) و Ûi = F̂ (xi) ،i = ١, . . . , n

گشتاوری روش ١. ٣

برای را تعمیم ها این تمامی و معرفی دومتغیره مفصل های برای را تعمیم) بیست (حدود تعمیم هایی (٢٠١۵) ناداراجا

(٢٠١٨) همکاران و طاهری توسط که جامعه ضرب حاصل گشتاور مفصل، تابع اساس بر کرد. بررسی FGM مفصل

صورت به p, q ≥ ١ هر برای است، آمده دست به دورافتاده داده معرض در

E(UpV q) =

∫ ١

٠

∫ ١

٠
upvq(

k

n
c٢(u, v; θ, β) +

n− k

n
c١(u, v; θ))dudv

=
k

n

∫ ١

٠

∫ ١

٠
upvqc٢(u٢, v٢; θ, β)dudv

+
n− k

n

∫ ١

٠

∫ ١

٠
upvqc١(u١, v١; θ)dudv.

نوع از دو هر دورافتاده و دورافتاده غیر بخش های برای ترتیب به C٢ و C١ مفصل های اگر نمونه، عنوان به است.

صورت به دومتغیره FGM خانواده

C١(u, v; θ) = uv[١ + θ(١ − u)(١ − v)]; − ١ ≤ θ ≤ ١ (٢)

C٢(u, v; θ, β) = uv[١ + θβ(١ − u)(١ − v)]; − ١ ≤ θβ ≤ ١ (٣)

از است عبارت دورافتاده داده حضور در حاصلضرب گشتاور آن گاه باشند،

E(UV ) =
١
۴
+
k

n

θβ

٣۶
+
n− k

n

θ

٣۶

θ اگر است. θ̂MM = ٣۶ūv−٩
bβ+b̄

صورت به (MM) گشتاور روش به θ پارامتر برآورد ،β بودن معلوم فرض با

حالتی در است. β̂MM = ٣۶ūv−٩−b̄θ
bθ صورت به β مزاحم پارامتر MM برآورد آن گاه شود، گرفته نظر در معلوم

صورت به آنها MM برآورد باشند، نامعلوم β و θ پارامتر دو هر که

θ̂MM = −٩
nO٢ − ٢O٢

١ ±
√
∆

nO٢(bβ + b̄)
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β̂MM =
۴O١ − ٩O٢ + θ̂MM b̄(O١ −O٢)

θ̂MMb(O٢ −O١)

آن ها در که هستند،

∆ =
[bβ + b̄

٣۶

(nO٢

٢
−O٢

١

)]٢ − ۴
nO٢

١۶ × ٨١
(bβ + b̄)٢nO٢

١۶
− O٢

١

٩
,

O١ =

n∑
i=١

uivi, O٢ =

n∑
i=١

u٢
iv

٢
i , b =

k

n
, b̄ =

n− k

n
.

ترکیبی روش ٢. ٣

β و θ پارامترهای ML برآوردهای ،(١) در نمونه توأم توزیع روی از شده ساخته درستنمایی تابع کردن ماکسیمم با

خانواده نوع از دو هر دورافتاده و دورافتاده غیر بخش های برای ترتیب به C٢ و C١ مفصل های اگر می آید. دست به

رابطه دادن قرار صفر برابر از (β̂ML) β پارامتر ML برآوردگر باشند، (٣) و (٢) روابط صورت به دومتغیره FGM

آن در که می شود، حاصل
∂ lnS(uij

,vij ;θ,β)

∂β

S(uij , vij ; θ, β) =
∑

(i١,i٢,...,ik)

k∏
j=١

١ + βθ(١ − ٢uij )(١ − ٢vij )
١ + θ(١ − ٢uij )(١ − ٢vij )

.

دومتغیره FGM مفصل برای (Mix) ترکیبی روش به θ برآوردگر ،ūv = ١
۴ (١+

θ(kβ+n−k)
٩n ) در آن جایگذاری با

بود. خواهد θ̂Mix = ٣۶ūv−٩
bβ̂ML+b̄

صورت به دورافتاده داده معرض در

مفصل گشتاور روش ٣. ٣

صورت به (CM) مفصل گشتاور ،C(u, v) مفصل تابع و r طبیعی عدد هر برای

Mr(C(θ)) = E[(C(U, V ))r] =

∫
[٠,١]٢

(C(u, v))rdC(u, v). (۴)

مفصل ، (؟؟) در C(u, v) مفصل تابع جای به چنانچه است. V و U همبستگی پارامتر θ آن در که می شود، تعریف

،v̂i = ١
n

∑n
i=١ I(Yi ≤ y) و ûi = ١

n

∑n
i=١ I(Xi ≤ x) آن در که شود، جایگذاری Cn(ûi, v̂i) تجربی

صورت به r مرتبه تجربی مفصل گشتاور

M̂r =
١
n

n∑
i=١

(Cn(ûi, v̂i))
r. (۵)
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می آید. دست به CM روش به θ پارامتر برآورد ،Mr(C(θ)) = M̂r معادله حل با شد. خواهد

صورت به (۵) و (۴) روابط دورافتاده، داده حضور در

Mr(C(u, v; θ, β))=

∫
[٠,١]٢

[b̄C١(u, v; θ) + bC٢(u, v; θ, β]
rdC(u, v; θ, β)

M̂r=
١
n

n∑
i=١

(b̄C١n(ûi, v̂i) + bC٢n(ûi, v̂i))
r

مفصل های اگر C٢هستند. C١و با متناظر تجربی مفصل های ترتیب C٢nبه C١nو آن در که شد، خواهند بازنویسی

در شده معرفی دومتغیره FGM خانواده نوع از دو هر دورافتاده و دورافتاده غیر بخش های برای ترتیب به C٢ و C١

داریم: r = ١, ٢ برای CM روش به بنا آن گاه باشند، (٣) و (٢)

M١(C(u, v; θ, β)) =
٢θ(bβ + b̄) + ٩

٣۶

M٢(C(u, v; θ, β)) =
−θ٢(bβ + b̄)٢

۶٠٠
+
θ(bβ + b̄)

٢۴
+

١
٩
.

θ̂CM = صورت به M١(C(u, v; θ, β)) = M̂١ معادله حل با CM روش به θ برآورد باشد معلوم β اگر

بود. خواهد ٣۶M̂٩−١
٢(bβ+b̄)

برآورد روش سه کارایی مقایسه ٣ .۴

دومتغیره FGM مفصل در ،CM و Mix و MM گشتاوری برآورد سه کارایی ،β مزاحم پارامتر بودن معلوم فرض با

بر و مستقل تکرار ١٠٠٠ با شبیه سازی مطالعه یک در k و β ،n مختلف مقادیر ازای به دورافتاده داده معرض در

با که: است بیانگر ١ جدول در حاصل نتایج می گیرد. قرار مقایسه و ارزیابی مورد تجربی MSE ملاک اساس

پارامتر مقدار افزایش با می یابد. کاهش CM و Mix برآورد روش دو برآوردگرهای تجربی MSE مقدار ،n افزایش

CM برآوردگر تجربی MSE اما می یابد. کاهش n هر و k هر به ازای روش ها همه در تجربی MSE مقدار ،β مزاحم

است. برآورد روش بهترین لذا دارد، روش ها بین در را MSE کوچک ترین CM روش دارد. ناچیزی بسیار کاهش

مختلف nهای در نواسانات بیش ترین دارای CM روش در k = ۵ به ازای θ وابستگی پارامتر تجربی MSE مقدار

است ۶٫٨۶ برابر n = ١٠ به ازای CM روش به θ برآوردگر تجربی MSE مقدار ،β = ٠٫١ وقتی ویژه، به است.

روش که آن جا از می یابد. کاهش (٠٫٨۶ عدد (یعنی توجهی قابل میزان به n = ١٠٠ به نمونه حجم افزایش با که

پارامتر برآوردگر تجربی MSE نیست، دامنه حافظ جمله از ندارد وابستگی پارامتر برآورد در مناسبی عملکرد MM

افزایش ،n افزایش با MM روش در MSE دیگر، طرفی از است. آمده دست به بزرگ بسیار MM روش به θ

Mix روش هرچند هستیم. تجربی MSE مقدار افزایش شاهد k افزایش با Mix و MM روش های در دارد. زیادی
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θ برآوردگر تجربی MSE مقادیر .١ جدول
k = ۵ k = ٢ k = ١

β = ٠٫٣ β = ٠٫١ β = ٠٫٣ β = ٠٫١ β = ٠٫٣ β = ٠٫١ برآورد روش n

۶٨٠۶٫٣٠١ ۶٩٧٢٫٢٩۵ ۶۴۶۴٫٢٢٣ ۶۵٢٨٫٧٠١ ۶٣۵٢٫١۵٧ ۶٣٨۴٫٠٧۶ MM
١٩١٫٧١۵٢ ٢۶٧٫٧۶٩۴ ١٠٩٫۵١٩۴ ١٢٠٫۴۶۴١ ٩٣٫۶۵٢٣٧ ٩٧٫٨١۴٣ Mix ١٠
۶٫۶٧٢٣٣۶ ۶٫٨۶٠٩٧۶ ٢٫٣٢٧٣٣۶ ٢٫٣٧٧۶٠١ ١٫۶٣١١۶١ ١٫۶۴٩۶٢ CM

٢۶۴٠۶٫۴٨ ٢۶٧٣٢٫۴٧ ٢۵٧٢٨٫۴٢ ٢۵٨۵۶٫٨٩ ٢۵۵٠۴٫٣۶ ٢۵۵۶٨٫٢٧ MM
١١٩٫٠٠٧٩ ١٣۴٫٨۵٨٣ ٩٣٫۶۵٢٣١ ٩٧٫٨١۴٣٢ ٨۶٫٩٨٢٢۵ ٨٨٫٨١٣۴۴ Mix ٢٠
١٫۴٧٧٨٧٨ ١٫۴٩٧٩۶ ١٫٧١٢٠٧۴ ١٫٧٢۵١١٩ ١٫٣١٠٧٩٣ ١٫٣٢٣۴٧ CM

۵٨٨٠۶٫٨ ۵٩٢٩٢٫٧٨ ۵٧٧٩٢٫٧۴ ۵٧٩٨۵٫٢٢ ۵٧۴۵۶٫۶٩ ۵٧۵۵٢٫۶ MM
١٠٣٫٨٠٩۶ ١١٢٫١١٣۴ ٨٩٫١٢٣٩٢ ٩١٫۶٧٠٣٩ ٨۴٫٩١۶۵ ٨۶٫٠٨٨٠۶ Mix ٣٠
١٫١٢۶٣۶٧ ١٫١٢۶۵٨٩ ١٫٢۶٣۵ ١٫٢۶۶۶۵۵ ١٫٠۵٠٧۵٣٢ ١٫٠۵١۴٠۴۵ CM

١۶٧۶٩١٫۶ ١٧٠١۵٧٫۵ ١۶۴٨٣٧٫۵ ١۶۶۴۶۵٫۴ ١۵٩٧۶١٫٧ ١۵٩٩٢١٫٧ MM
٩٣٫۶۵٢١٢ ٩٧٫٨١۴٣٧ ٨۵٫٧٣٣۶۴ ٨٧٫١۶٣١۴ ٨٣٫٣١۶۴٩ ٨٣٫٩٩۶٢۵ Mix ۵٠
٠٫٩۵٣۶٠٠٨ ٠٫٩۵۵٨٠٩٣ ١٫٠٢١٩٣٧ ١٫٠٢۴٣۵١ ١٫٠٠٩٠۴۶ ١٫٠٠٨۴١۶ CM

۵١٢٨٫٣ ۵٢۴۶٫٣ ۴١٠١١۶٫٣ ۴١٠۶٢٨٫٨ ۴٠٩٢٢٠٫٣ ۴٠٩۴٧۶٫٢ MM
٨٨٫۵٨١٧۴ ٩٠٫٩۴٣۶١ ٨٣٫٩١٠۶٩ ٨۴٫٧٧١۶٣ ٨٢٫۴٣۶١١ ٨٢٫٨۵٣۶٩ Mix ٨٠
٠٫٩٠١٢۵٨ ٠٫٩٠٢١٩١ ٠٫٩۵٣٣١ ٠٫٩۶١١٩ ٠٫٩٢۶٠۴ ٠٫٩٢۶٨٩٩ CM

۶۶٠٩٧۴٫٨ ۶۶٧۴٩۴٫۶ ۶۴٠۶۴۶٫٧ ۶۴١٢٨٧٫٢ ۶٣٩۵٢۶٫٧ ۶٣٩٨۴۶٫۶ MM
٨۶٫٩٨٢۴۴ ٨٨٫٨١٣٧٧ ٨٣٫٣١۶۴۵ ٨٣٫٩٩۵٨۵ ٨٢٫١۴۵٨٢ ٨٢٫۴٧٨۶١ Mix ١٠٠
٠٫٨٣٠٠٣۴ ٠٫٨۵۶۵١٣ ٠٫٩۵١۵۶٠١ ٠٫٩۵٢٠٨٧٢ ٠٫٨۴١٣٢٨ ٠٫٨۵١۶٩۴ CM

نتایج مقایسه ندارد. مناسبی کارایی CM روش به نسبت تجربی، MSE اساس بر لیکن است، بهتر MM به نسبت

CM برآوردیابی روش گرچه که می  دهد نشان حاضر مطالعه نتایج با (٢٠١٨) همکاران و طاهری مطالعه شبیه سازی

است. GLM روش از بهتر CM روش ولی نیست، رقابت قابل τ و ρ معکوس و PMLE و MLE روش های با

واقعی مثال ۴

از حاضر مطالعه نتایج با (٢٠١٨) همکاران و طاهری مطالعه از آمده دست به عملی نتایج مقایسه منظور به

امامزاده و (ع) نبی ایوب مقبره گردشگری جاذبه دو مثال این در می کنیم. استفاده آنان مطالعه واقعی مثال داده های

(ع) نبی ایوب مقبره گردشگران تعداد نظر، مورد متغیر دو است. نظر مد شمالی خراسان استان از (ع) عسگری

مکان دو این از سال مختلف روزهای طول در که است (IAT) (ع) عسگری امامزاده گردشگران تعداد و (TAP)
دارد قرار معدنی چشمه یک آن نزدیکی در که است مذهبی مکان یک (ع) نبی ایوب مقبره می کنند. بازدید گردشگری

دیگری مذهبی مکان (ع) عسگری امامزاده دارد. را خود مخصوص بازدیدکنندگان و بوده شلوغ سال اوقات تمامی و

را (ع) عسگری امامزاده بازدیدکنندگان بیش تر می کنند. بازدید آن جا از مذهبی دید با کم تری بازدیدکنندگان که است

است. گنبد دو دارای که است مانده ای بجا بناهای معدود از زیرا می دهند تشکیل معماری و هنر دانشجویان
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بازدید نوع دو با اول متغیر در برمی گردد. بازدید هدف به نظر مورد متغیرهای از یک هر در دورافتاده حالت

استفاده به تمایل که مردمی و است (ع) نبی ایوب مقبره از بازدید قصدشان که مذهبی مردمی هستیم: مواجه کننده

می کنند، استفاده چشمه ها از که افرادی و واقعی داده های (ع) نبی ایوب مقبره بازدیدکنندگان دارند. معدنی چشمه از

محلی مردم می کنیم: مشاهده را بازدیدکنندگان از دیگر نوع دو دوم متغیر در می دهند. تشکیل را دورافتاده مشاهدات

جاذبه های از بازدید قصد که دانشجویانی و شده محسوب واقعی داده های می روند بستگان شان مقبره زیارت به که

وجود امکان متغیر دو هر برای نتیجه در می دهند. تشکیل را دورافتاده مشاهدات دارند، را مکان این هنری و علمی

داده با باشد، خاصی مقدار از بیشتر خاص روز یک در بازدیدکنندگان تعداد اگر و دارد وجود دورافتاده مشاهدات

داده های تعداد لیکن نیست، یکسان متغیر دو برای و نیست معلوم و ثابت عدد این چند هر هستیم. مواجه دورافتاده

با بنابراین، دارند. بستگی هفته) انتهای یا وسط اول، ایام یا تعطیل (روز مطالعه مورد روز به واقعی و دورافتاده

نماییم. مشخص را دورافتاده مشاهدات تعداد می توانیم مطالعه مورد روزهای به توجه

به تصادفی نمونه یک مکان، دو این از کننده بازدید گردشگران تعداد بین وابستگی مدل سازی و مطالعه به منظور

ثبت روزها این در مکان دو از کننده بازدید گردشگران تعداد و شده انتخاب سال مختلف روزهای از n = ٣٢ حجم

مناسب مقدار مطالعه، مورد روزهای به توجه با می كند. توصيف را متغير دو بين همبستگی ميزان ١ شكل می شوند.

علمی دلایل ذکر با (٢٠١٨) همکاران و طاهری مطالعه در باشد. [١, ۵] بازه در باید دورافتاده داده های تعداد برای

β = ٠٫١ برابر مزاحم پارامتر مقدار مناسب ترین و k = ١ برابر دورافتاده مشاهدات تعداد مقدار بهترین عملی و

داده های حضور در درستنمایی تابع در بتا پارامتر مختلف مقادیر تأثیر به توجه با علمی، دید از است. شده مشخص

IAT و TAP برای پراکنش نمودار .١ شکل
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روزهای و فلسفه به باید عملی دید از است. ٠٫١ عدد بتا پارامتر بهینه مقدار که است شده مشخص دورافتاده،

شده جمع آوری اسفندماه زمانی بازه در بررسی مورد داده های جفت که آن به توجه با کرد. توجه مشاهدات جمع آوری

که شده اند گرفته نظر در روزهایی در دورافتاده داده های جفت است)، بوده کرونا شرایط از قبل به مربوط (داده ها بودند

و قبور اهل بیشتر زیارت برای ایرانیان رسم به توجه با بنابراین داشته اند. چشمگیر کاهش یا افزایش بازدیدکنندگان

(k = ١) سال روز آخرین در که گردید مشاهده جدید سال اولیه روزهای یا سال پایانی روزهای در امامزادگان مرقد

تعداد در تغییراتی نیز هفته هر پنج شنبه روزهای دیگر، طرف از دارد. وجود زیادی تفاوت بازدیدکنندگان تعداد در

سال روز آخرین که گردید مشاهده مناسب، آزمون انجام و بررسی از پس که (k = ۵) داشت وجود بازدیدکنندگان

داده های که آنجا از است. داده رخ بازدیدکنندگان تعداد در دورافتاده مشاهدات آن در که است نمونه ای واحد بهترین

اعداد (٠, ١) یکنواخت توزیع از ابتدا (٢٠٠٩) مادسن مقاله به توجه با هستند، گسسته مقاله این در استفاده مورد

برازش برای شده تولید جدید پیوسته داده های و شده کسر مقادیر این اصلی داده های از سپس شده ، تولید تصادفی

داده های تاو و رو همبستگی آزمون های نتیجه به توجه با است. گرفته  قرار بررسی مورد دومتغیره FGM مفصل

ها آن مدل سازی برای FGM مفصل رسد می نظر به و نیست معنی دار داده ها بین وابستگی ۵ جدول در شده پیوسته

FGM مفصل که داد نشان شده پیوسته داده ها برای کلموگروف-اسمیرنوف برازش نیکویی آزمون نتیجه باشد. مناسب

متغیرها همبستگی آزمون .٢ جدول
p− value(τ) ρn τn k

٠٫٠١٢۴ ٠٫٩٢ ٠٫١۵٧ ١
٠٫٠١٢۵ ٠٫١٨٩ ٠٫١۴۵ ٢
٠٫٠٣١٢ ٠٫١١٠ ٠٫١٠٠ ۵

برآوردهای است). ٠٫٣۵٧١ برابر k مختلف مقدار سه ازای به p-مقدار (کمترین است مناسب داده ها مدلسازی برای

تفاوت اصلی داده های و شده پیوسته داده های برای حاصل نتایج که است آن نشانگر ۴ جدول در θ وابستگی پارامتر

است. شده خودداری جداگانه جدول رسم و آن ها تکرار از لذا دارد) تفاوت اعشار از بعد ۵ (رقم ندارند چشم گیری

فرایند مستقل تکرار بار ١٠٠٠ با بازنمونه گیری روش براساس θ برآوردگر معیارهای انحراف که است ذکر به لازم

است. آمده دست به برآوردیابی

مختلف روش های به ( برآوردگر معیار (انحراف θ برآورد .٣ جدول
k = ۵ k = ٢ k = ١ روش

(٣٠٫٣٠۶)−١٠٫۴٧٣ (٣٠٫۵۴١)−٩٫۵٧۴ (۴۶٫۵١٢)−٩٫٨٩٠ MM
(٢١٫۶۵۵)−۵٫۴٩٣٧١ (٢٣٫٩۵٩)−۴٫۵۴٣ (٢۴٫۴۶۴)−۴٫٢۶۴ Mix

(١٫٠٨٠)٠٫٠٨۴ (١٫٢٢٨)٠٫٢۴٠ (١٫٢۶٧)٠٫٢٨٣ CM

و n = ٣٠ به ازای (٢٠١٨) همکاران و طاهری مطالعه نتایج و ١ جدول در شده ارایه شبیه سازی نتایج به بنا
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کاربردی مثال در لذا است. CM و MLE روش های وابستگی، پارامتر برآورد روش بهترین β = ٠٫١ و k = ١

و MLE روش های به برآورد ،k مقادیر همه به ازای ۴ جدول به توجه با می کنیم. تمرکز برآوردیابی روش های این بر

به CM روش در θ̂ برآوردگر معیار انحراف می یابد. کاهش θ̂ مقدار k افزایش با است. منطقی CM و PMLE

دیگر روش دو به نسبت روش این ارجحیت بر خوبی دلیل خود این است. تر کم ها روش سایر از ای فزاینده طور

برابر CM روش به و θ̂ = ٠٫١٩۵ برابر MLE روش به وابستگی پارامتر برآورد ،β = ٠٫١ و k = ١ به ازای است.

شبیه سازی مطالعات دیدگاه دو هر از که است ذکر به لازم ندارند. چندانی تفاوت که است آمده دست به θ̂ = ٠٫٢٨٣

است. منطقی کاربردی مثال برای β = ٠٫١ و k = ١ حالت در تنها برآوردیابی عملی، دلایل و

نتیجه گیری و بحث

پارامتر برآورد و دورافتاده، داده های حضور در دومتغیره مفصل های وابستگی مطالعه به (٢٠١٨) همکاران و طاهری

و نیمه پارامتری پارامتری، مختلف روش های به دورافتاده داده های حضور در FGM مفصل خانواده وابستگی

برای مقاله، این در است. پارامتر برآورد منظور به دیرینه روش های از یکی گشتاوری روش پرداختند. ناپارامتری

بهترین تا گرفتند قرار بررسی مورد دورافتاده داده های حضور در گشتاور-مبنا برآورد روش سه عملکرد، مقایسه و بهبود

پارامتر برآوردیابی روش های بهترین که داد نشان مطالعه این تجربی نتایج شود. معرفی وابستگی پارامتر برآورد روش

دیدگاه از هستند. CM و τ و ρ معکوس و PMLE و MLE ترتیب به دورافتاده داده های حضور در وابستگی

و MLE روش های به دورافتاده داده های حضور در وابستگی پارامتر برآوردهای که آمد دست به نتیجه این نیز عملی

ندارند. زیادی تفاوت CM

تشکر و تقدیر

این علمی بهتر و بیشتر غنای باعث که مجله محترم ویراستار و سردبیر داوران، ارزنده نکات از دانیم می لازم برخود

نماییم. قدردانی و تشکر است، شده مقاله
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