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Introduction
Fail-safe systems ((n − 1)-out-of-n Systems) are commonly used in many
day-to-day applied structures. A fail-safe is a special design feature that will
respond when a failure occurs so that no harm happens to the system itself.
The brake system in a train is an excellent example of a fail-safe system in
which the brakes are held in off-position by air pressure. If a brake line splits
or a carriage becomes separated, the air pressure will be lost; in that case,
the brakes will be applied by a local air reservoir. However, another classic
example of a fail-safe system is an elevator in which brakes are held off brake
pads by tension, and if the tension gets lost, the brakes latch on the rails
in the shaft, thus preventing the elevator from falling off. There are many
other such fail-safe systems in common use. Balakrishnan et al. (2015)
established necessary and sufficient conditions for comparing two fail-safe
systems with independent homogeneous exponential components in terms of
mean residual life, dispersive, hazard rate and likelihood ratio orders. Their
results specifically showed how an (n−١)-out-of-n system consisting of het-
erogeneous components with exponential lifetimes could be compared with
any (m−١)-out-of-m system consisting of homogeneous components with ex-
ponential lifetimes. Similarly, Zhang et al. (2019) presented sufficient (and
necessary) conditions on the lifetimes of components and their survival prob-
abilities from random shocks for comparing the lifetimes of two fail-safe sys-
tems in terms of standard stochastic, hazard rate and likelihood ratio orders.
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Cai et al. (2017) compared the hazard rate order of second-order statistics
arising from two sets of independent multiple-outlier proportional hazard
rates (PHR) samples.

Material and Methods
The comparison of essential characteristics associated with lifetimes of tech-
nical systems is an exciting topic in reliability theory since it usually enables
us to approximate complex systems with simpler systems and subsequently
obtain various bounds for important agreeing characteristics of the complex
system. A convenient tool for this purpose is the theory of stochastic order-
ings.

Results and Discussion
This paper discusses the hazard rate order of (n−1)-out-of-n systems arising
from two sets of independent multiple-outlier modified proportional hazard
rates components. Under certain conditions on the parameters and the sub-
majorization order between the sample size vectors, the hazard rate order
between the (n− 1)-out-of-n systems from multiple-outlier modified propor-
tional hazard rates is established.

Conclusion
In this paper, we have presented sufficient conditions for the hazard rate
order between fail-safe systems. It will be of great interest to generalize the
current work from lifetimes of fail-safe systems to those of k-out-of-n. An-
other problem of interest will be to consider the setting of general systems
with several subsystems having dependent components and extend the re-
sults established here to this general case. We are currently working on these
problems and hope to report those findings in a future paper.
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١۴٠٠/١١/٢٣متن انتشار: و پذیرش تاریخ ١۴٠٠/١١/١٠ بازنگری: تاریخ ١۴٠٠/٠٢/٠٣ دریافت: تاریخ

خطر نرخ مولفه های از متشکل ،n از (n− ١) سیستم های میان خطر نرخ ترتیب مقاله، این در چکیده:

میان پایین از بیشاندن و پارامترها روی شرایطی تحت است. گرفته قرار بحث مورد شده اصلاح متناسب

خطر نرخ مولفه های از متشکل ،n از (n − ١) سیستم های میان خطر نرخ ترتیب نمونه ها، اندازه بردار

است. شده اثبات دورافتاده، چندین با شده اصلاح متناسب

ترتیب دورافتاده، چندین با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل خطر، نرخ ترتیب کلیدی: واژه های

.n از (n− ١) سیستم های پایین، از بیشاندن
.90B25 ، 60E15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ١

پارامتر یک کردن اضافه با (١٩٩٧) اولکین و مارشال باشد. R+ روی دلخواه بقای تابع یک بیانگر F̄ کنید فرض

توزیع های خانواده به که کردند معرفی زیر صورت به را توزیع ها از انعطاف پذیر و کلی خانواده یک توزیع، به شکل

است: معروف مارشال-اولکین

Ḡ(x;α) =
αF̄ (x)

١ − ᾱ F̄ (x)
, x ∈ R+, ᾱ = ١ − α , α > ٠. (١)

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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به بستگی که است انعطاف پذیرتری خطر نرخ تابع دارای که است این ،F تعمیم یافته فرم این جالب ویژگی یک

و مدل انتخاب در بیشتری کاربرد توزیع این که است شده باعث انعطاف پذیری این دارد. α > ٠ شده  اضافه پارامتر

می تواند (١) رابطه  در شده معرفی توزیع تابع که داشت توجه باید باشد. داشته F پایه  توزیع به نسبت داده ها، تحلیل

تصادفی متغیر یک نمونه، حجم آن در که شود گرفته نظر در تصادفی متغیرهای از مجموعه یک مینیمم توزیع به عنوان

مارشال-اولکین توزیع های خانواده مورد در بیشتر جزئیات است. α > ٠ و می کند پیروی هندسی توزیع از و

،(٢٠١٣) داس و ناندا ،(٢٠٠٧) همکاران و قیطانی ،(٢٠٠٧) کوتز و قیطانی ،(٢٠٠١) گوپتا و کرمانی در

به ،(١) رابطه در Ḡ بقای تابع در اگر است. شده ارائه (٢٠١۴) همکاران و کوریدریو ،(٢٠١٣) لیمونته و کوریدریو

تحت توزیع ها از انعطاف پذیر و کلی خانواده یک آنگاه شود، استفاده λ > ٠ با  ̄Fλ(x) کلی خانواده از F̄ (x) جای

صورت به (٢٠١٨ ، همکاران و (بالاکریشنان شده، اصلاح متناسب خطر نرخ مدل عنوان

Ḡ(x;α, λ) =
αF̄λ(x)

١ − ᾱ F̄λ(x)
, x ∈ R+, λ ∈ R+, ᾱ = ١ − α , α > ٠

متغیرهای کردن مرتب با می شوند داده نمایش X١:n, . . . , Xn:n صورت به که مرتب آماره های می شود. حاصل

نظریه اعتماد، قابلیت در زیادی کاربردهای آماره ها این می شود. حاصل بزرگ به کوچک از X١, . . . , Xn تصادفی

Xn−k+١:n قابلیتی، کاربردهای در مثال، عنوان به دارد. غیره و ریسک مدیریت بیم سنجی، صف، نظریه مزایده،

باشد سالم سیستم از مولفه k حداقل که می کند کار زمانی تا سیستم این است. n از k سیستم یک عمر طول با متناظر

مهم حالت یک است. موازی و سری سیستم های عمر طول بیانگر ترتیب به k = ١ و k = n ویژه، به کند. کار و

(Safe) نداشته سیستم فعالیت بر تاثیری مولفه ها از یکی خرابی آنها در که هستند n از (n− ١) سیستم های دیگر،

به n از (n− ١) سیستم های بنابراین .(Fail) می ماند باز فعالیت از نیز سیستم مولفه، دومین افتادن کار از با اما

.(١٩٩۶ ، پروشان و (بارلو هستند معروف اعتماد قابلیت مباحث در نیز Fail − Safe سیستم های

اعتماد قابلیت ساختارهای در روزمره کاربردهای از بسیاری در معمول طور به ،n از (n − ١) سیستم های

در که است طراحی ویژگی یک خاص طور به ،n از (n − ١) سیستم های گرفته اند. قرار استفاده مورد سیستم ها

یک قطار، در ترمز سیستم نشود. وارد آن به آسیبی که داد خواهد پاسخ گونه ای به سیستم خرابی، یک بروز صورت

خاموش وضعیت در هوا فشار با ترمزها آن در که است خرابی یک برابر در ،n از (n−١) سیستم  یک از خوب نمونه

یک توسط ترمزها و می رود بین از هوا فشار شود، جدا واگن یا شود بریده ترمز که صورتی در و می شوند داشته نگه

ترمزها آن در که است آسانسوری ،n از (n − ١) سیستم های از دیگری نمونه می کنند. عمل محلی هوای مخزن

شافت، ریل های روی ترمزها تنش، رفتن دست از صورت در و می شوند داشته نگه ترمز، لنت های روی از تنش توسط

برای را کافی و لازم شرایط (٢٠١۵) همکاران و بالاکریشنان می کنند. جلوگیری آسانسور سقوط از و می شوند چفت

پراکندگی، ترتیب عمر، مانده ترتیب لحاظ از نمایی همگن مولفه های از متشکل Fail−Safe سیستم های مقایسه

(n − ١) سیستم یک می توان نتایج، این از استفاده با کردند. ارائه درستنمایی نسبت ترتیب و خطر نرخ ترتیب

را نمایی همگن مولفه های از متشکل m از (m − ١) سیستم هر با را نمایی ناهمگن مولفه های از متشکل n از
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(n − ١) سیستم های میان پراکندگی لورنتس، استار، ترتیب های (٢٠١۶) همکاران و سرشت امینی کرد. مقایسه

کردند. اثبات را دورافتاده چندین با متناسب خطر نرخ مستقل مولفه های از متشکل مرتب) آماره (دومین n از

نیز (٢٠١٩) همکاران و ژانگ کردند. بررسی سیستم ها این گونه میان را خطر نرخ ترتیب (٢٠١٧) همکاران و کای

تصادفی ترتیب لحاظ از تصادفی، شوک های تحت ،n از (n − ١) سیستم های مقایسه برای را کافی و لازم شرایط

آوردند. بدست درستنمایی نسبت ترتیب و خطر نرخ معمولی،

کار ناهمگن، و مستقل مولفه های با n از (n − ١) سیستم های تصادفی مقایسه بررسی مواقع، از بسیاری در

همین به و می کنند تقسیم دسته دو به را پارامترها ناهمگنی، کاهش برای و موارد این گونه در بنابراین است. مشکلی

(n−١) سیستم های تصادفی مقایسه بررسی به مقاله، این در است. شده  تعریف دورافتاده١ چندین با مدل های دلیل،

متغیرها همه دورافتاده، چندین با مدل های در حقیقت در می شود. پرداخته دورافتاده چندین با مدل های در n از

متشکل سیستم های تصادفی مقایسه با رابطه در می شوند. تقسیم بودن هم توزیع نظر از دسته دو به و نیستند هم توزیع

،١٣٩٩) برمال زن و سرشت امینی ،(٢٠١۵ ،٢٠١٢) بالاکریشنان و ژائو به می توان دورافتاده، چندین با مولفه های از

نمود. مراجعه (١۴٠٠

دورافتاده چندین با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مستقل تصادفی متغیرهای روی بر اصلی تمرکز مقاله، این در

انجام n از (n−١) سیستم های میان خطر نرخ ترتیب و است
( α١F̄

λ١ (x)
١−ᾱ١F̄λ١ (x)

1p,
α٢F̄

λ٢ (x)
١−ᾱ٢F̄λ٢ (x)

1q
)

بقای توابع با

است. شده ارائه بیشاندن نظریه و تصادفی ترتیب های با رابطه در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ،٢ بخش در است. شده

اصلاح متناسب خطر نرخ مولفه های از متشکل n از (n− ١) سیستم های تصادفی مقایسه های شامل اصلی نتایج

در گیری نتیجه و بحث سرانجام، است. شده انجام ٣ بخش در خطر نرخ ترتیب لحاظ از دورافتاده، چندین با شده

است. شده ارائه مقاله انتهای

نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢

هم معنای به a sgn
= b نماد و غیرصعودی معنای به نزولی و غیرنزولی معنای به صعودی واژه های مقاله، این در

است. b و a بودن علامت

F̄X(x) = بقای توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض (٢٠٠٧ ، شانتیکومار و (شیکد .١ تعریف
rX(x) = خطر نرخ توابع ،fY (x) و fX(x) احتمال چگالی توابع ،F̄Y (x) = ١ − FY (x) و ١ − FX(x)

(X ≥hr Y است( Y از بزرگتر خطر، نرخ ترتیب Xدر باشند. rY (x) = fY (x)/F̄Y (x) و fX(x)/F̄X(x)

.x ≥ ٠ ازای به ،rY (x) ≥ rX(x) هرگاه

به ترتیب b(١) ≤ . . . ≤ b(n) و a(١) ≤ . . . ≤ a(n) کنید فرض (٢٠١١ ، همکاران و (مارشال .٢ تعریف
باشند. b = (b١, . . . , bn) و a = (a١, . . . , an) بردارهای با متناظر شده مرتب مقادیر نشان دهنده 

1Multiple-outlier models
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∑i
j=١ a(j) ≥ ،i = ١, . . . , n− ١ هر ازای به هرگاه (a

m
⪯ b) می شود بیشانده b بردار توسط a بردار (الف)

.
∑n
j=١ a(j) =

∑n
j=١ b(j) و

∑i
j=١ b(j)

،i = ١, . . . , n هر ازای به هرگاه (a ⪯w b) می شود بیشانده پایین از b بردار توسط a بردار (ب)

.
∑n
j=i a(j) ≤

∑n
j=i b(j)

(١٣٩۴) همکاران و برمال زن و (٢٠١١) همکاران و مارشال در آنها کاربردهای و برداری بیشاندن مفهوم جزئیات

است. شده ارائه

D = {x : مجموعه روی پیوسته و مقدار حقیقی تابع یک ϕ کنید فرض (٢٠١١ ، همکاران و (مارشال .١ لم
نابرابری D روی x ⪯w y تحت باشند. D درونی نقاط روی موجود متوالی مشتقات دارای و x١ ≥ . . . ≥ xn}
ϕ١(z) ≥ . . . ≥ نابرابری های D درونی نقاط به متعلق z ازای به اگر فقط و اگر است برقرار ϕ(x) ≤ ϕ(y)

است. ϕi(z) = ∂ϕ(z)
∂zi

آن در که باشد، برقرار ϕn(z) ≥ ٠

n از (n− ١) سیستم های تصادفی مقایسه های ٣

خطر نرخ مولفه های از متشکل n از (n − ١) سیستم های تصادفی مقایسه های شامل اصلی نتایج بخش، این در

است. شده انجام خطر نرخ ترتیب لحاظ از دورافتاده، چندین با شده اصلاح متناسب

شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .١ قضیه
متغیرهای Y١, . . . , Yn و می کنند تبعیت

( α١F̄
λ(x)

١−ᾱ١F̄λ(x)
1p,

αF̄λ(x)
١−ᾱF̄λ(x)

1q
)

بقای توابع با دورافتاده چندین )با α٢F̄
λ(x)

١−ᾱ٢F̄λ(x)
1p,

αF̄λ(x)
١−ᾱF̄λ(x)

1q
)

بقای توابع با دورافتاده چندین با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی

.X٢:n ≥hr Y٢:n آنگاه باشد α١ ≥ α٢ و α ≤ α١ اگر است. p, q ≥ ١ و p+ q = n آن در که می کنند تبعیت

از: عبارتند ترتیب به ،x > ٠ ازای به ،n از (n− ١) سیستم های بقای تابع برهان:

F̄X٢:n(x) = p
{ α١F̄

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p−١ { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q
+ q

{ α١F̄
λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q−١

− (n− ١)
{ α١F̄

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q
,
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F̄Y٢:n(x) = p
{ α٢F̄

λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}p−١ { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q
+ q

{ α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}p { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q−١

− (n− ١)
{ α٢F̄

λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}p { αF̄λ(x)

١ − ᾱF̄λ(x)

}q
.

و X٢:n بقای توابع صورت این در .t = −λ ln
(
F̄ (x)

)
و F̄λ(x) = e−

(
−λ ln

(
F̄ (x)

))
کنید فرض اکنون

صورت به می توانند Y٢:n

F̄X٢:n(x) = p
{ α١

et − ᾱ١

}p−١ { α

et − ᾱ

}q
+ q

{ α١

et − ᾱ١

}p { α

et − ᾱ

}q−١

− (n− ١)
{ α١

et − ᾱ١

}p { α

et − ᾱ

}q
, x > ٠,

F̄Y٢:n(x) = p
{ α٢

et − ᾱ٢

}p−١ { α

et − ᾱ

}q
+ q

{ α٢

et − ᾱ٢

}p { α

et − ᾱ

}q−١

− (n− ١)
{ α٢

et − ᾱ٢

}p { α

et − ᾱ

}q
, x > ٠,

از: عبارتند فوق، سیستم دو با متناظر خطر نرخ توابع شوند. نوشته

rX٢:n(x) =
pA١

(
et−ᾱ١
α١

)
+ qA٢

(
et−ᾱ
α

)
− (n− ١)A

p
(
et−ᾱ١
α١

)
+ q

(
et−ᾱ
α

)
− (n− ١)

,

A = و A٢ = p
{

et

et−ᾱ١

}
+ (q − ١)

{
et

et−ᾱ
}

،A١ = (p − ١)
{

et

et−ᾱ١

}
+ q

{
et

et−ᾱ
}

آن در که

همچنین است. p
{

et

et−ᾱ١

}
+ q

{
et

et−ᾱ
}

rY٢:n(x) =
pB١

(
et−ᾱ٢
α٢

)
+ qB٢

(
et−ᾱ
α

)
− (n− ١)B

p
(
et−ᾱ٢
α٢

)
+ q

(
et−ᾱ
α

)
− (n− ١)

,

B = و B٢ = p
{

et

et−ᾱ٢

}
+ (q − ١)

{
et

et−ᾱ
}

،B١ = (p − ١)
{

et

et−ᾱ٢

}
+ q

{
et

et−ᾱ
}

آن در که

rX٢:n(x) ≤ شود داده نشان است کافی X٢:n ≥hr Y٢:n اثبات برای است. p
{

et

et−ᾱ٢

}
+ q

{
et

et−ᾱ
}
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دهید قرار .rY٢:n(x)

M١ =
{
p
(et − ᾱ١

α١

)[
(p− ١)

{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]
+ q

(et − ᾱ

α

)[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ (q − ١)

{ et

et − ᾱ

}]
− (n− ١)

[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]}
×

{
p
(et − ᾱ١

α١

)
+ q

(et − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١

M٢ =
{
p
(et − ᾱ٢

α٢

)[
(p− ١)

{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]
+ q

(et − ᾱ

α

)[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ (q − ١)

{ et

et − ᾱ

}]
− (n− ١)

[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]}
×

{
p
(et − ᾱ٢

α٢

)
+ q

(et − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١

M٣ =
{
p
(et − ᾱ٢

α٢

)[
(p− ١)

{ et

et − ᾱ٢

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]
+ q

(et − ᾱ

α

)[
p
{ et

et − ᾱ٢

}
+ (q − ١)

{ et

et − ᾱ

}]
− (n− ١)

[
p
{ et

et − ᾱ٢

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]}
×

{
p
(et − ᾱ٢

α٢

)
+ q

(et − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١
.

آنگاه باشد α١ ≥ α٢ اگر .M١ ≤M٣ شود داده نشان است کافی بنابراین

M٣ −M٢
sgn
= p

( et

et − ᾱ٢
− et

et − ᾱ١

)
×

[
(p− ١)

(et − ᾱ٢

α٢

)
+ q

(et − ᾱ

α

)
− (n− ١)

]
≥ p

( et

et − ᾱ٢
− et

et − ᾱ١

)[
(p+ q − ١ − (n− ١)

]
= ٠
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کنید فرض اکنون .M٢ ≤M٣ می دهد نتیجه که

a = q
(et − ᾱ

α

)[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ (q − ١)

{ et

et − ᾱ

}]
− (n− ١)

[
p
{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]
,

b = p
[
(p− ١)

{ et

et − ᾱ١

}
+ q

{ et

et − ᾱ

}]
,

c = q
(et − ᾱ

α

)
− (n− ١).

آنگاه باشد α١ ≥ α اگر .d = p و

bc− ad = pq
[{ et

et − ᾱ

}
−
{ et

et − ᾱ١

}](et − ᾱ

α

)
+ p(n− ١)

{ et

et − ᾱ١

}
≥ ٠.

داریم: α١ ≥ α٢ برای همچنین

M٢ −M١
sgn
=

(
bc− ad

)((et − ᾱ٢

α٢

)
−

(et − ᾱ١

α١

))
,

sgn
=

(
bc− ad

)( ١
F̄ (t٢)

− ١
F̄ (t١)

)
≥ ٠,

می شود. حاصل لازم نتیجه و M١ ≤M٣ بنابراین .M١ ≤M٢ می دهد نشان که

شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .٢ قضیه
است. p+ q = n آن در که می کنند تبعیت

( α١F̄
λ(x)

١−ᾱ١F̄λ(x)
1p,

αF̄λ(x)
١−ᾱF̄λ(x)

1q
)

بقای توابع با دورافتاده چندین با

با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای Y١, . . . , Yn کنید فرض همچنین

و p∗ + q∗ = n∗ آن در که می کنند تبعیت
( α١F̄

λ(x)
١−ᾱ١F̄λ(x)

1∗
p,

α٢F̄
λ(x)

١−ᾱ٢F̄λ(x)
1∗
q

)
بقای توابع با دورافتاده چندین

(p, q) ⪯w (p∗, q∗) =⇒ داریم: p∗ ≤ p ≤ q ≤ q∗ تحت آنگاه باشد α١ ≥ α٢ اگر است. p∗, q∗ ≥ ١

.X٢:n ≥hr Y٢:n∗

از: عبارتند ترتیب به ،x > ٠ ازای به ،n از (n− ١) سیستم های بقای تابع برهان:

F̄X٢:n(x) = p
{ α١F̄

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p−١ { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q
+ q

{ α١F̄
λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q−١

− (n− ١)
{ α١F̄

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q
,
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F̄Y٢:n(x) = p∗
{ α١F̄

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p∗−١ { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q∗
+ q∗

{ α١F̄
λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p∗ { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q∗−١

− (n∗ − ١)
{ α١F

λ(x)

١ − ᾱ١F̄λ(x)

}p∗ { α٢F̄
λ(x)

١ − ᾱ٢F̄λ(x)

}q∗
.

بقای توابع صورت این در باشد. t = −λ ln
(
F̄ (x)

)
و F̄λ(x) = e−

(
−λ ln

(
F̄ (x)

))
کنید فرض اکنون

صورت به می توانند فوق،

F̄X٢:n(x) = p
{ α١

et − ᾱ١

}p−١ { α٢

et − ᾱ٢

}q
+ q

{ α١

et − ᾱ١

}p { α٢

et − ᾱ٢

}q−١

− (n− ١)
{ α١

et − ᾱ١

}p { α٢

eλt − ᾱ٢

}q
, x > ٠,

F̄Y٢:n(x) = p∗
{ α١

et − ᾱ١

}p∗−١ { α٢

et − ᾱ٢

}q∗
+ q∗

{ α١

et − ᾱ١

}p∗ { α٢

eλt − ᾱ٢

}q∗−١

− (n∗ − ١)
{ α١

et − ᾱ١

}p∗ { α٢

et − ᾱ٢

}q∗
, x > ٠,

از: عبارتند فوق، سیستم دو با متناظر خطر نرخ توابع شوند. بازنویسی

rX٢:n(x) =
pD١

(
et−ᾱ١
α١

)
+ qD٢

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n− ١)D

p
(
et−ᾱ١
α١

)
+ q

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n− ١)

,

D = و D٢ = p
{

et

et−ᾱ١

}
+ (q − ١)

{
et

et−ᾱ٢

}
،D١ = (p − ١)

{
et

et−ᾱ١

}
+ q

{
et

et−ᾱ٢

}
آن در که

همچنین است. p
{

et

et−ᾱ١

}
+ q

{
et

et−ᾱ٢

}

rY٢:n(x) =
p∗D∗

١

(
et−ᾱ١
α١

)
+ q∗D∗

٢

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n∗ − ١)D∗

p∗
(
et−ᾱ١
α١

)
+ q∗

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n∗ − ١)

و D∗
٢ = p∗

{
et

et−ᾱ١

}
+ (q∗ − ١)

{
et

et−ᾱ٢

}
،D∗

١ = (p∗ − ١)
{

et

et−ᾱ١

}
+ q∗

{
et

et−ᾱ٢

}
آن در که

rX٢:n(x) ≤ شود داده نشان باید ،X٢:n ≥hr Y٢:n اثبات برای است. D∗ = p∗
{

et

et−ᾱ١

}
+ q∗

{
et

et−ᾱ٢

}
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دهید قرار همچنین .(i, j = ١, ٢) باشد wij = uivj و vi =
(
et−ᾱi

αi

)
،ui = et

et−ᾱi
دهید قرار .rY٢:n(x)

k(p, q) =
pD١

(
et−ᾱ١
α١

)
+ qD٢

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n− ١)D

p
(
et−ᾱ١
α١

)
+ q

(
et−ᾱ٢
α٢

)
− (n− ١)

=
p(p− ١)w١١ + pqw٢١ + pqw١٢ + q(q − ١)w٢٢ − (n− ١)(pu١ + qu٢)

pv١ + qv٢ − (n− ١)
.

،(p, q) ⪯w (p∗, q∗) و p∗ ≤ p ≤ q ≤ q∗ فرضیات تحت است کافی باشد. α١ ≥ α٢ کنید فرض اکنون

.k(p, q) ≤ k(p∗, q∗) شود داده نشان

∂k(p, q)

∂p
− ∂k(p, q)

∂q

sgn
=

[
pw٢١ + (q − ١)w٢٢ − (p− ١)w١١ − qw١٢

− (n− ١)(u٢ − u١)
]

×
[
pv١ + qv٢ − (n− ١)

]
+ (pw١١ + qw٢٢)(v٢ − v١)

≥
[
pw٢١ + (q − ١)w٢٢ − (p− ١)w١١ − qw١٢

− (n− ١)(u٢ − u١)
]

×
[
pv١ + qv٢ − (n− ١)

]
+ (pv١ + qv٢)(u١v٢ − u١v١)

≥ (u٢ − u١)
[
pv١ + (q − ١)v٢ − (n− ١)

]
+ (n− ١)(w١٢ − w١١) ≥ ٠,

بنابراین است. v٢ ≥ v١ ≥ ١ و u٢ ≥ u١ ≥ ٠ براساس آخر، نابرابری دو آن در که

∂k(p, q)

∂p
≥ ∂k(p, q)

∂q
≥ ٠.

می شود. حاصل ١ لم از استفاده با لازم نتیجه اکنون

شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .٣ قضیه
متغیرهای Y١, . . . , Yn و می کنند تبعیت

( αF̄λ١ (x)
١−ᾱF̄λ١ (x)

1p,
αF̄λ(x)

١−ᾱF̄λ(x)
1q

)
بقای توابع با دورافتاده چندین )با αF̄λ٢ (x)

١−ᾱF̄λ٢ (x)
1p,

αF̄λ(x)
١−ᾱF̄λ(x)

1q
)

بقای توابع با دورافتاده چندین با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی

.X٢:n ≥hr Y٢:n آنگاه باشد λ١ ≤ min{λ٢, λ} اگر است. p, q ≥ ١ و p+ q = n آن در که می کنند تبعیت

بقای توابع صورت این در باشد. t = − ln
(
F̄ (x)

)
و F̄ (x) = e−

(
−ln

(
F̄ (x)

))
کنید فرض برهان:
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صورت به می توانند ،n از (n− ١) سیستم های

F̄X٢:n(x) = p
{ α

eλ١t − ᾱ

}p−١ { α

eλt − ᾱ

}q
+ q

{ α

eλ١t − ᾱ

}p { α

eλt − ᾱ

}q−١

− (n− ١)
{ α

eλt − ᾱ

}p { α

eλt − ᾱ

}q
, x > ٠,

F̄Y٢:n(x) = p
{ α

eλ٢t − ᾱ

}p−١ { α

eλt − ᾱ

}q
+ q

{ α

eλ٢t − ᾱ

}p { α

eλt − ᾱ

}q−١

− (n− ١)
{ α

eλ٢t − ᾱ

}p { α

eλt − ᾱ

}q
x > ٠,

از: عبارتند فوق، سیستم دو با متناظر خطر نرخ توابع نتیجه در شوند. نوشته

rX٢:n(x) =
pA١

(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ qA٢

(
eλt−ᾱ
α

)
− (n− ١)A

p
(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ q

(
eλt−ᾱ
α

)
− (n− ١)

,

و A٢ = p
{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ (q − ١)

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

،A١ = (p − ١)
{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ q

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

آن در که

همچنین است. A = p
{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ q

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

rY٢:n(x) =
pB١

(
eλ٢t−ᾱ
α

)
+ qB٢

(
eλt−ᾱ
α

)
− (n− ١)B

p
(
eλ٢t−ᾱ
α

)
+ q

(
eλt−ᾱ
α

)
− (n− ١)

,

B = و B٢ = p
{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
+ (q − ١)

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

،B١ = (p − ١)
{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
+ q

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

آن در که

.rX٢:n(x) ≤ rY٢:n(x) شود داده نشان n:X٢باید ≥hr Y٢:n اثبات برای است. p
{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
+q

{
λeλt

eλt−ᾱ
}

دهید قرار

M١ =
{
p
[
(p− ١)

{ y١e
y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}](ey١ − ᾱ

α

)
+ q

[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ (q − ١)

{ yey

ey − ᾱ

}](ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}]}
×

{
p
(ey١ − ᾱ

α

)
+ q

(ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١

M٢ =
{
p
[
(p− ١)

{ y١e
y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}](ey٢ − ᾱ

α

)
+ q

[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ (q − ١)

{ yey

ey − ᾱ

}](ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}]}
×

{
p
(ey٢ − ᾱ

α

)
+ q

(ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١
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M٣ =
{
p
[
(p− ١)

{ y٢e
y٢

ey٢ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}](ey٢ − ᾱ

α

)
+ q

[
p
{ y٢e

y٢

ey٢ − ᾱ

}
+ (q − ١)

{ yey

ey − ᾱ

}](ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

[
p
{ y٢e

y٢

ey٢ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}]}
×

{
p
(ey١ − ᾱ

α

)
+ q

(eyt − ᾱ

α

)
− (n− ١)

}−١

y١ ≤ min{y٢, y} آنگاه λ١ ≤ min{λ٢, λ} کنید فرض است. y = λt و y٢ = λ٢t٢ ،y١ = λ١t١ آن در که

داریم: منظور بدین .M١ ≤M٣ شود داده نشان است کافی بنابراین است.

M٣ −M٢
sgn
= p

( y٢e
y٢

ey٢ − ᾱ
− y١e

y١

ey١ − ᾱ

)
×

[
(p− ١)

(ey٢ − ᾱ

α

)
+ q

(ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

]
≥ p

( y٢e
y٢

ey٢ − ᾱ
− y١e

y١

ey١ − ᾱ

)[
(p+ q − ١ − (n− ١)

]
= ٠

کنید فرض .M٢ ≤M٣ می دهد نتیجه که

a = +q
[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ (q − ١)

{ yey

ey − ᾱ

}](ey − ᾱ

α

)
− (n− ١)

[
p
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yey

ey − ᾱ

}]
b = p

[
(p− ١)

{ y١e
y١

ey١ − ᾱ

}
+ q

{ yeyt

ey − ᾱ

}]
,

c = q
(ey − ᾱ

α

)
− (n− ١), و d = p.

آنگاه ،λ ≥ λ١ اگر

bc− ad = pq
[{ yey

ey − ᾱ

}
−
{ y١e

y١

ey١ − ᾱ

}](ey − ᾱ

α

)
+ p(n− ١)

{
y١

ey١

ey١ − ᾱ

}
≥ ٠.

داریم: λ٢ ≥ λ١ برای همچنین

M٢ −M١
sgn
=

(
bc− ad

)[(ey٢ − ᾱ

α

)
−
(ey١ − ᾱ

α

)]
≥ ٠

می شود. حاصل لازم نتیجه و M١ ≤M٣ بنابراین .M١ ≤M٢ می دهد نشان که
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شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .۴ قضیه
است. p+ q = n آن در که می کنند تبعیت

( αF̄λ١ (x)
١−ᾱF̄λ١ (x)

1p,
αF̄λ٢ (x)

١−ᾱF̄λ٢ (x)
1q

)
بقای توابع با دورافتاده چندین با

با شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای Y١, . . . , Yn کنید فرض همچنین

و p∗ + q∗ = n∗ آن در که می کنند تبعیت
( αF̄λ١ (x)

١−ᾱF̄λ١ (x)
1∗
p,

αF̄λ٢ (x)
١−ᾱF̄λ٢ (x)

1∗
q

)
بقای توابع با دورافتاده چندین

(p, q) ⪯w (p∗, q∗) =⇒ داریم p∗ ≤ p ≤ q ≤ q∗ تحت آنگاه باشد λ٢ ≥ λ١ اگر است. p∗, q∗ ≥ ١

.X٢:n ≥hr Y٢:n∗

بقای توابع صورت این در باشد. t = − ln
(
F̄ (x)

)
و F̄ (x) = e−

(
−ln

(
F̄ (x)

))
کنید فرض برهان:

صورت به می توانند ،n از (n− ١) سیستم های

F̄X٢:n(x) = p
{ α

eλ١t − ᾱ

}p−١ { α

eλ٢t − ᾱ

}q
+ q

{ α

eλ١t − ᾱ

}p { α

eλ٢t − ᾱ

}q−١

− (n− ١)
{ α

eλ٢t − ᾱ

}p { α

eλ٢t − ᾱ

}q
,

F̄Y٢:n(x) = p∗
{ α

eλ١t − ᾱ

}p∗−١ { α

eλ٢t − ᾱ

}q∗
+ q∗

{ α

eλ١t − ᾱ

}p∗ { α

eλ٢t − ᾱ

}q∗−١

− (n∗ − ١)
{ α

eλ١t − ᾱ

}p∗ { α

eλ٢t − ᾱ

}q∗
,

از: عبارتند فوق، سیستم دو با متناظر خطر نرخ توابع بنابراین شوند. نوشته

rX٢:n(x) =
pD١

(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ qD٢

(
eλ٢t−ᾱ
α

)
− (n− ١)D

p
(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ q

(
eλ٢t−ᾱ
α

)
− (n− ١)

,

و D٢ = p
{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ١

}
+ (q − ١)

{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
،D١ = (p − ١)

{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ q

{
eλ٢λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
آن در که

همچنین است. D = p
{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ q

{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
rY٢:n(x) =

p∗D∗
١

(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ q∗D∗

٢

(
eλ٢t−ᾱ
α

)
− (n∗ − ١)D∗

p∗
(
eλ١t−ᾱ
α

)
+ q∗

(
eλ٢t−ᾱ
α

)
− (n∗ − ١)

,

آن در که

D∗
١ = (p∗ − ١)

{ λ١e
λ١t

eλ١t − ᾱ

}
+ q∗

{ eλ٢λ٢t

eλ٢t − ᾱ

}
,

D∗
٢ = p∗

{ λ١e
λ١t

eλ١t − ᾱ١

}
+ (q∗ − ١)

{ λ٢e
λ٢t

eλ٢t − ᾱ

}
شود داده نشان باید ،X٢:n ≥hr Y٢:n اثبات برای است. D∗ = p∗

{
λ١e

λ١t

eλ١t−ᾱ

}
+ q∗

{
λ٢e

λ٢t

eλ٢t−ᾱ

}
و
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i, j = ١, ٢ ازای به wij = uivj و vi =
(
eλit−ᾱ
α

)
،ui = λie

λit

eλit−ᾱ کنید فرض .rX٢:n(x) ≤ rY٢:n(x)

دهید قرار اکنون باشد.

k(p, q) =
∂{− ln(F̄X٢:n(x))}

∂x

=
p(p− ١)w١١ + pqw٢١ + pqw١٢ + q(q − ١)w٢٢ − (n− ١)(pu١ + qu٢)

pv١ + qv٢ − (n− ١)
.

است کافی ،(p, q) ⪯w (p∗, q∗) و p∗ ≤ p ≤ q ≤ q∗ فرضیات تحت بنابراین باشد. λ١ ≤ λ٢ کنید فرض

.k(p, q) ≤ k(p∗, q∗) شود داده نشان

∂k(p, q)

∂p
− ∂k(p, q)

∂q

sgn
=

[
pw٢١ + (q − ١)w٢٢ − (p− ١)w١١ − qw١٢

− (n− ١)(u٢ − u١)
]

×
[
pv١ + qv٢ − (n− ١)

]
+ (pw١١ + qw٢٢)(v٢ − v١)

≥
[
pw٢١ + (q − ١)w٢٢ − (p− ١)w١١ − qw١٢

− (n− ١)(u٢ − u١)
]

×
[
pv١ + qv٢ − (n− ١)

]
+ (pv١ + qv٢)(u١v٢ − u١v١)

=
[
pw٢١ + (q − ١)w٢٢ − pw١١ − (q − ١)w١٢ − (n− ١)(u٢ − u١)

]
×

[
pv١ + qv٢ − (n− ١)

]
+ (n− ١)(w١٢ − w١١)

≥ (u٢ − u١)
[
pv١ + (q − ١)v٢ − (n− ١)

]
+ (n− ١)(w١٢ − w١١) ≥ ٠,

لذا است. برقرار v٢ ≥ v١ ≥ ١ و u٢ ≥ u١ ≥ ٠ براساس آخر، نابرابری دو آن در که

∂k(p, q)

∂p
≥ ∂k(p, q)

∂q
≥ ٠.

می شود. حاصل ١ لم از استفاده با لازم نتیجه اکنون
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نتیجه گیری و بحث

روی شرایطی تحت است. گرفته قرار بحث مورد n از (n − ١) سیستم های میان خطر نرخ ترتیب مقاله، این در

(n−١) سیستم های میان خطر نرخ ترتیب نمونه ها، اندازه بردار میان پایین از ضعیف بیشاندن و مقیاس پارامترهای

است. شده اثبات شده، اصلاح متناسب خطر نرخ مولفه های از متشکل n از

تشکر و تقدیر

است شده مقاله ارتقای و سازنده اصلاحات باعث که گرامی داوران و ارجمند سردبیر ارزنده پیشنهادات از نویسندگان

شده انجام GR−UOZ − ٣٣٨٩ گرنت شماره با زابل دانشگاه مالی حمایت با مقاله این دارند. را قدردانی کمال

است.
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