
.

Journal of Statistical Sciences, �Autumn and Winter, 2023
Vol. 17, No. 2, pp 253-274
DOI: 10.52547/jss.17.2.02

Estiⅿation of Ⅼinear Ⅿixeⅾ Ⅿeasureⅿent Error Ⅿoⅾeⅼs in the Pres−
enⅽe of Ⅿuⅼtiⅽoⅼⅼinearity

Ghapani, F.1 , Babadi, B.2
1Department of Mathematics and Statistics, Shoushtar Branch, Islamic Azad
University, Shoushtar, Iran.
2Department of Statistics, Shahid Chamran University of Ahvaz, Ahvaz,
Iran.

Corresponding author: B. Babadi, b.babadi@scu.ac.ir
Received: 22/10/2022 Revised: 21/7/2023 Accepted and Published Online: 2/8/2023.

Introduction:
Linear mixed effects models are the most common statistical tools towards
inference about repeated measurement data and in particular, longitudinal
data in biomedical, agricultural, environmental and also in economics and
social sciences. These models are an extension of simple linear models with
various combinations of fixed and random effects. In these models, regres-
sors are often measured with negligible errors. Hence it is of great interest to
study the estimation for the measurement error models. Also, the presence of
collinearity in such models complicates the problem of parameter estimation.
To conquer the collinearity problem, many alternative biased estimators have
been proposed. A popular technique to overcome the collinearity problem is
to consider parameter estimation in addition to the sample information such
as some exact or stochastic linear restrictions on the unknown parameters.
Our primary aim in this paper is to obtain the weighted ridge estimator of
fixed and random effects in stochastic restricted linear mixed measurement
error models when collinearity is present.

Material and Methods:
The asymptotic properties of the resulting estimates are examined. The nec-
essary and sufficient conditions, for the superiority of the different estimators
based on the mean squared error matrix of estimators are investigated. Fur-
thermore, the selection of the ridge biasing parameter is discussed. A real

https://orcid.org/0000-0003-3404-2359
https://orcid.org/0000-0003-4017-0277


مراجع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲۵۴

data analysis is provided to illustrate the theoretical results and a simula-
tion study is conducted to characterize the performance of estimators in the
linear mixed measurement

Results and Discussion:
With the increase of the levels of collinearity, measurement error and vari-
ance the estimated mean square error values of the estimators increase in
general. Also, the weighted mixed ridge estimator has a smaller estimated
mean square error value than the other estimators. In addition, we can get
more exact estimators of the parameters when we get more dependent prior
information. Therefore, we conclude that the proposed estimator can per-
form better than the other estimators.

Conclusion:
In this paper, we obtain the ridge estimator, weighted mixed estimator and
weighted mixed ridge estimator for the vector of parameters in linear mixed
measurement error models when additional stochastic linear restrictions on
the parameter vector are assumed to hold. In order to investigate the perfor-
mance of the estimators, mean square error matrix comparisons were done
and the selection of the ridge biasing parameter was given. Both the numer-
ical example results and simulation study indicate that always the restricted
estimator is better than the unrestricted estimator. Also, there exists a ridge
biasing parameter such that the ridge and mixed ridge estimators dominates
the corrected estimator and restricted estimator, respectively in the sense
of having a smaller mean square error value. In addition, results show that
the biasing parameter affects the performance of the ridge estimators. Fur-
thermore, this study confirms the use of stochastic linear restrictions in the
presence of collinearity.
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stricted, Collinearity.
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هم خطی حضور در اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل های برآورد
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در موزون شده محدود ریج برآوردگر و موزون شده محدود برآوردگر ریج، برآوردگر مقاله، این در چکیده:

ویژگی های سپس می شود. گرفته نظر در هم خطی حضور در اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل های

شده محدود ریج برآوردگر برتری برای کافی و لازم شرایط می شود. بررسی آمده به دست برآوردگرهای مجانبی

میانگین ماتریس از استفاده با ریج پارامتر تعیین منظور به موزون شده محدود برآوردگر به نسبت موزون

داده های از مثال یک ارائه و شبیه سازی مطالعه از استفاده با سرانجام و می شود تعیین خطا دوم توان های

می گیرد. قرار ارزیابی مورد آمده به دست برآوردگرهای عملکرد واقعی

هم خطی تصادفی، محدودیت موزون، ریج برآوردگر موزون، برآوردگر کلیدی: واژه های
.62F12 ،62J02 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ۱

عدم باشند. خطی مستقل تبیینی متغیرهای همه که است این خطی رگرسیون تحلیل در اساسی فرض های از یکی

برآورد در مشکلاتی بروز باعث تبیینی متغیرهای ماتریس ستون های بین خطی وابستگی وجود و فرض این برقراری

همچنین بود. خواهند بزرگ واریانس دارای دوم توان های کمترین برآورد اینکه جمله از می شود. مدل پارامترهای

داده ها مجموعه در کوچکی تغییر به نسبت برآورد حساسیت و برآورد دقت کاهش باعث مدل در هم  خطی وجود

حذف اشکالات از یکی اما است؛ هم خطی مشکل روش  های حل ازجمله تبیینی متغیرهای از برخی حذف می شود.

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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برای .(۱۹۹۱ (بلزلی، می شود چشم پوشی تبیینی متغیرهای بین موجود روابط از حالت این در که است این متغیر

شده پیشنهاد (۱۹۹۳) لیو و (۱۹۷۰) کنارد و هورل ،(۱۹۵۶) استین توسط مختلفی برآوردگرهای هم   خطی مشکل رفع

پیشین اطلاعات کردن اضافه با مدل پارامترهای برآورد آوردن به دست هم خطی مسئله با برخورد دیگر روش است.

در .(۲۰۰۸ همکاران، و (رائو است مدل نامعلوم پارامترهای روی تصادفی یا دقیق خطی محدودیت های به صورت

پیش بینی مسئله نیز (۲۰۱۴) همکاران و یانگ و کردند معرفی را ریج برآورد (۲۰۱۳) هو و لیو آمیخته خطی مدل های

روش از استفاده با را تصادفی شده محدود ریج برآوردگرهای (۲۰۱۶) وازکال کوران نمودند. بررسی مدل ها این در را

هندرسون آمیخته مدل از استفاده با را تصادفی و ثابت اثرات ریج برآورد (۲۰۱۷) کن و ازکال و آوردند به د ست گیلمور

مشکل رفع برای تصادفی اثرات برای لیو پیش بینی و لیو برآوردگر (۲۰۲۰) کوران و ازکال همچنین کردند. پیشنهاد

یک (۲۰۱۶) بابادی و قپانی اندازه گیری در خطا با خطی مدل های در آوردند. به دست را پارامترها برآورد در هم خطی

پیشین اطلاعات و نمونه اطلاعات که زمانی آوردند. به دست تصادفی خطی محدودیت های تحت را جدید ریج برآورد

پیشنهاد هم خطی اثر کاهش برای را موزون ریج برآورد (۲۰۱۸) همکاران و قپانی باشند، نداشته اهمیت اندازه یک به

شده محدود ریج برآوردگر (۲۰۱۹) همکاران و زاده یاوری  اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل های در دادند.

مطرح را نیمه پارامتری آمیخته خطی درمدل های تشخیصی مباحث (۱۳۹۶) منصوری و امامی و آوردند به دست را

می باشد. اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل های در موزون ریج برآوردگر معرفی حاضر مقاله اصلی هدف کردند.

مورد موزون برآوردگر و ریج برآوردگر شده، تصحیح درستنمایی ماکسیمم برآوردگر به نسبت جدید برآوردگر کارائی

این می شود. تعیین ریج پارامتر برآورد دوم توان های میانگین ماتریس معیار از استفاده با و می گیرد قرار ارزیابی

امتیاز روش از استفاده با و معرفی اندازه گیری در خطا با مدل ابتدا ۲ بخش در است. شده تنظیم زیر شرح به مقاله

خطی مدل های در (RE) ریج برآوردگر ابتدا ،۳ بخش در می شوند. محاسبه مدل این پارامترهای برآورد تصحیح شده

تصادفی محدودیت های تحت اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل سپس و معرفی اندازه گیری در خطا با آمیخته

تعیین شده تصحیح امتیاز روش از استفاده با تصادفی و ثابت اثرات موزون شده محدود ریج برآورد و معرفی خطی

با برآوردگرها کارائی ۴ بخش در می گردد. بررسی برآوردگرها مجانبی ویژگی های نیز بخش این انتهای در می شود.

و ۵ بخش در شبیه سازی مطالعه می گیرد. قرار مطالعه مورد ریج اریب پارامتر انتخاب و ⅯSEⅯ معیار از استفاده

شد. خواهد پرداخته نتیجه گیری و بحث به ۷ بخش در می شود. ارائه ۶ بخش در واقعی داده های تحلیل

اندازه گیری در خطا با آمیخته مدل ۲

به  صورت را ثابت اثرات روی اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل یک

y = Zβ + Su+ ε, X = Z +∆, (۱)
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متغیرهای از مشاهده قابل غیر n× p ماتریس یک Z مشاهدات، از n× ۱ بردار یک y آن در که بگیرید، نظر در

ماتریس یک S = [S۱ |S۲ |. . . |Sℓ ] شکل به S ماتریس مدل، ثابت اثرات پارامترهای از p×۱ بردار β تبیینی،

است q × ۱ برداری u همچنین است. تصادفی اثر i‑امین به مربوط n × qi معلوم طرح ماتریس Si و n × q

توزیع با نامعلوم qi × ۱ تصادفی بردار ui به طوری که می شود، افراز u = [u′۱ |u′۲ |. . . |u′ℓ ]′ به صورت که

مستقل هم از ∆ و ε ،ui می شود فرض و هستند N(۰, σ۲In) توزیع با تصادفی خطای بردار ε ،N(۰, σ۲
iIqi)

است قطری ماتریس یک
∑

که به طوری نوشت، u ∼ N(۰, σ۲Σ) به صورت می توان را u تصادفی بردار هستند.

مشاهده Xمقدار ماتریس است. γi = σ۲
i/σ

۲ با γiIqi به صورت i = ۱, . . . , ℓ برای آن قطری بلوک i‑امین که

آن در که ،MN(۰, I ⊗Λ) توزیع با n× p تصادفی ماتریس ∆ و است ∆ اندازه گیری خطای با Z ماتریس شده

توزیع دارای y فوق مفروضات به توجه با .(۱۹۸۷ (فولر، است نامنفی قطری عناصر با معلوم p × p ماتریسی Λ

V = In +
∑ℓ
i=۱ γiSiSi

′ = In + SΣS′ و V ar(y) = σ۲V و E(y) = Zβ با متغیره چند نرمال

به صورت به ترتیب u و y توام شده تصحیح درستنمایی تابع لگاریتم و درستنمایی تابع لگاریتم است.

ℓ(y, u, Z) = −n+ q

۲
log(۲πσ۲)− ۱

۲
log |Σ|

− ۱
۲σ۲

[
(y − Zβ − Su)′(y − Zβ − Su) + u′Σ−۱u

]
,

ℓ∗(y, u,X) = −n+ q

۲
log(۲πσ۲)− ۱

۲
log |Σ|

− ۱
۲σ۲

[
(y −Xβ − Su)′(y −Xβ − Su)− tr(V −۱)β′Λβ + u′Σ−۱u

]
,

ویژگی های دارای ℓ∗(y, u,X) شده تصحیح درستنمایی تابع لگاریتم که می شوند نوشته

E∗
[∂ℓ∗(y, u,X)

∂β

]
=
∂ℓ(y, u, Z)

∂β
, E∗

[∂ℓ∗(y, u,X)

∂u

]
=
∂ℓ(y, u, Z)

∂u
,

رابطه ∂ℓ
∗(y,u,X)
∂u = ۰ و ∂ℓ∗(y,u,X)

∂β = ۰ معادلات حل با است. y شرط به X ریاضی امید E∗ و است

[
X ′X − tr(V −۱)Λ

]
β̂ +X ′S(S′S +Σ−۱)−۱S′(y −Xβ̂) = X ′y

β برآورد ،V −۱ = (In + SΣS′)−۱ = In − S(S′S +Σ−۱)−۱S′ تساوی به توجه با و می آید دست به

به صورت

β̂ =
[
X ′V −۱X − tr(V −۱)Λ

]−۱
X ′V −۱y,
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(S′S +Σ−۱)−۱S′ = رابطه (S′S+Σ−۱)ΣS′ = S′(SΣS′+In) = S′V رابطه از همچنین می شود. حاصل

است. û = ΣS′V −۱(y − Xβ̂) با برابر u شده تصحیح پیش بینی مقدار بنابراین می شود. نتیجه ΣS′V −۱

به ترتیب y شده تصحیح حاشیه ای درستنمایی تابع لگاریتم و حاشیه ای درستنمایی تابع لگاریتم

ℓ(γ, Z, y) =− n

۲
log(۲πσ۲)− ۱

۲
log |V | − ۱

۲σ۲

[
(y − Zβ)′V −۱(y − Zβ)

]
,

ℓ∗(γ,X, y) =− n

۲
log(۲πσ۲)− ۱

۲
log |V | − ۱

۲σ۲

[
(y −Xβ)′V −۱(y −Xβ)

− tr(V −۱)β′Λβ
]
,

ویژگی دارای ℓ∗(γ,X, y) شده تصحیح حاشیه ای درستنمایی تابع به طوری که هستند،

E∗[ ∂

∂σ۲ ℓ
∗(γ,X, y)

]
=

∂

∂σ۲ ℓ(γ, Z, y),

به صورت σ۲ برآورد ،β̂ با β جایگزینی و ∂
∂σ۲ ℓ

∗(γ,X, y) = ۰ معادله حل با است.

σ̂۲ = n−۱[(y −Xβ̂)′V −۱(y −Xβ̂)− tr(V −۱)β̂′Λβ̂
]
,

∂V/∂γi = ،∂V −۱/∂γi = −V −۱SiS
′

iV
−۱ ،|V | = |Iq + S

′
SΣ| اینکه به توجه با می شود. محاسبه

داریم ∂Σ/∂γi = diag(۰, . . . ,۰, Iqi ,۰, . . . ,۰) و SiS
′

i

∂ℓ∗(γ,X, y)

∂γi
= −۱

۲
tr
[
(In + S′SΣ)

−۱
S′S

∂Σ

∂γi

]
+

۱
۲σ̂۲

[
(y −Xβ̂)′V −۱SiSi

′V −۱(y −Xβ̂)− tr(V −۱SiSi
′V −۱)β̂′Λβ̂

]
= −۱

۲
γ−۱
i (qi − tr(Tii)) +

۱
۲σ̂۲

[
γ−۲
i ûi

′ûi − γ−۲
i tr(D′

iDi)β̂
′Λβ̂

]
= ۰,

فوق معادله حل با است. Di = γiSi
′V و۱− T =

(
I + S

′
S
∑)−۱ ماتریس از ij‑ام بلوک Tij آن در که

صورت به σ۲ها
i برآورد

σ̂۲
i =

[
ûi

′ûi − tr(D̂i
′
D̂i)β̂

′Λβ̂
]

qi − tr(Tii)
,

عددی روش های از باید پارامترها کردن برآورد برای اینجا در .D̂i = γ̂iS
′
iV

−۱ =
σ̂۲
i

σ̂۲S′
iV

−۱ آن در که است،

.(۲۰۱۲ همکاران، و (زارع شود استفاده
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تصادفی خطی محدودیت های تحت ریج برآورد ۳

منظور این برای می شود. استفاده ریج برآوردگر از اندازه گیری در خطا با آمیخته مدل های در هم خطی اثر کاهش برای

پارامتر k > ۰ و e ∼ N(۰, σ۲Ip) به طوری که می شود، گرفته نظر در ۰ =
√
kIpβ + e تصادفی خطی محدودیت

به صورت را u و y توام شده تصحیح لگاریتم تابع پارامترها، برآورد در ریج محدودیت اعمال به منظور است. ریج

ℓ∗(y, u,X, k) = ℓ∗(y, u,X)− kβ′β

۲σ۲ ,

پیش بینی مقدار و β شده تصحیح ریج برآورد u و β به نسبت ℓ∗(y, u,X, k) از گرفتن مشتق با می کنند. تعریف

به صورت به ترتیب u ریج

β̂k = (X ′V −۱X − tr(V −۱)Λ + kIp)
−۱X ′V −۱y,

ûk = ΣS′V −۱(y −Xβ̂k),
(۲)

به صورت ریج محدودیت گرفتن نظر در با y شده تصحیح حاشیه ای درستنمایی تابع لگاریتم می شود. محاسبه

ℓ∗(γ,X, y, k) = ℓ∗(γ,X, y)− kβ′β

۲σ۲ ,

صورت به σ۲ شده تصحیح ریج برآورد ∂ℓ
∗(γ,X,y,k)
∂σ۲ = ۰ معادله حل با می شود. گرفته نظر در

σ̂۲
k = n−۱[(y −Xβ̂k)

′V −۱(y −Xβ̂k)− tr(V −۱)β̂′
kΛβ̂k + kβ̂′

kβ̂k
]
.

به صورت ریج محدودیت تحت σ۲
i شده تصحیح برآورد همچنین است.

σ̂۲
ki =

[
ûki

′ûki − tr(D̂ki
′
D̂ki)β̂

′
kΛβ̂k

]
qi − tr(Tii)

,

به صورت پیشین اطلاعات بردن به کار است. D̂ki = γ̂kiS
′
iV

−۱ =
σ̂۲
ki

σ̂۲
k
S′
iV

−۱ آن در که می آید، به دست

تصادفی خطی محدودیت های می دهد. نتیجه را پارامترها از کاراتری برآوردگرهای تصادفی خطی محدودیت های

به صورت

r = Rβ + e, (۳)



خطا با آمیخته خطی مدل های برآورد . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲۶۰

و است سطری رتبه پر m × p معلوم ماتریس R ، m × ۱ معلوم تصادفی بردار r آن در که می شود، تعریف

W مدل این در است. N(۰, σ۲W ) توزیع با تصادفی خطای از m × ۱ بردار e است. m < p می کنیم فرض

(۱) مدل ترکیب با است. ∆ و ε از مستقل e می کنیم فرض همچنین است. معلوم عناصر با مثبت معین ماتریس

ماتریسی به فرم یا ،yr = Zrβ + Sru+ εr به صورت مدل (۳) تصادفی خطی محدودیت های با

 y

r

 =

 Z

R

β +

 S

۰

u+

 ε

e

 ,
به صورت u و yr توام توزیع همچنین می شود. معرفی

 yr

u

 ∼ N(

 Zrβ

۰

 ،

 σ۲Vr σ۲SrΣ

σ۲ΣSr
′ σ۲Σ

) ،Vr =

 V ۰
۰ W

 ,
آن در که است، N(Zrβ + Sru, σ

۲Hr) توزیع دارای yr|u بنابراین است.

Hr = Vr − SrΣS
′
r =

 V − SΣS′ ۰
۰ W

 =

 In ۰
۰ W

 .
آمیخته برآورد (۱۹۹۰) توتنبرگ و اسچاففرین ندارند، یکسانی اهمیت نمونه اطلاعات و پیشین اطلاعات که آنجا از

موزون شده تصحیح لگاریتم تابع موزون شده محدود ریج برآورد آوردن به دست برای بنابراین کردند. پیشنهاد را موزون

به صورت ریج محدودیت تحت توام

ℓ∗(yr, u,X, k) =− ۱
۲
{(n+m+ q) log(۲πσ۲) + log |Σ|+ log |W |}

− ۱
۲σ۲ {(y −Xβ − Su)′(y −Xβ − Su)− tr(V −۱)β′Λβ

+ u′Σ−۱u+ w(r −Rβ)′W−۱(r −Rβ) + kβ′β},

داریم u و β بردار به نسبت ℓ∗(yr, u,X, k) از گرفتن مشتق با می شود. تعریف

(X ′X + wR′W−۱R− tr(V −۱)Λ + kIp)β̂wrk +X ′Sûwrk = X ′y + wR′W−۱r,

ûwrk = (S′S +Σ−۱)−۱S′(y −Xβ̂wrk). (۴)
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صورت به به ترتیب موزون شده محدود پیش بینی مقدار و و موزون شده محدود ریج برآورد معادله دو این حل از

β̂wrk = (Awr + kIp)
−۱(X ′V −۱y + wR′W−۱r),

ûwrk = ΣS′V −۱(y −Xβ̂wrk),

آنگاه (w = ۱, k = ۰) اگر .Awr = X ′V −۱X + wR′W−۱R − tr(V −۱)Λ آن در که می آیند به دست

آنگاه (k = ۰) اگر ،β̂wrk = β̂r صورت این در و هستند یکسانی وزن دارای پیشین اطلاعات و نمونه اطلاعات

داده پیشین اطلاعات به وزنی هیچ که است آن بیانگر که ،β̂wrk = β̂k آنگاه (w = ۰) هرگاه و β̂wrk = β̂wr

تساوی از استفاده با است. نشده

،(X ′V −۱X + wR′W−۱R− tr(V −۱)Λ + kIp)
−۱ = A−۱

k − wA−۱
k R′(W + wRA−۱

k R′)−۱RA−۱
k ,

داریم و Ak = X ′V −۱X − tr(V −۱)Λ + kIp آن در که

[A−۱
k − wA−۱

k R′(W + wRA−۱
k R′)

−۱
RA−۱

k ]R′W−۱r = A−۱
k R′(W + wRA−۱

k R′)−۱r.

برای می شود. بازنویسی β̂wrk=β̂k+wA−۱
k R′(W + wRA−۱

k R′)−۱(r−Rβ̂k) به صورت β̂wrk بنابراین

شده تصحیح لگاریتم تابع σ۲ موزون ریج برآورد آوردن به دست

ℓ∗(γ,X, yr, k) =− ۱
۲
{(n+m) log(۲πσ۲) + log |Σ|+ log |W |}

− ۱
۲σ۲ {(y −Xβ)′V −۱(y −Xβ)− tr(V −۱)β′Λβ

+ w(r −Rβ)′W−۱(r −Rβ) + kβ′β},

به صورت σ۲ موزون ریج برآورد ∂ℓ
∗(γ,X,yr,k)
∂σ۲ = ۰ معادله حل با می شود. گرفته نظر در

σ̂۲
wrk = (n+m)−۱[(y −Xβ̂wrk)

′V −۱(y −Xβ̂wrk)− tr(V −۱)β̂′
wrkΛβ̂wrk

+w(r −Rβ̂wrk)
′W−۱(r −Rβ̂wrk) + kβ̂′

wrkβ̂wrk
]
,

موزون ریج برآورد از ، ‑ها γij موزون ریج برآورد تعیین برای همچنین است.

σ̂۲
wrki =

[
ûwrki

′ûwrki − tr(D̂wrki
′
D̂wrki)β̂

′
wrkΛβ̂wrk

]
qi − tr(Tii)

,

است. D̂wrki = γ̂wrkiS
′
iV

−۱ =
σ̂۲
wrki

σ̂۲
wrk

S′
iV

−۱ آن در که می شود، استفاده
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برآوردگرها مجانبی ویژگی های ۳ .۱

است تعیین قابل β پارامتر می کنیم فرض می دهیم. قرار بررسی مورد را β̂wrk برآوردگر مجانبی خواص بخش این در

n−۱(Z ′V −۱Z+ ،n−۱(Z ′V −۱Z+wR′W−۱R) ،n−۱(Z ′V −۱Z+wR′W−۱R+kIp) حدهای و

دارند. وجود می کند، میل بی نهایت به سمت n وقتی n−۱(Z ′V −۱Z) و kIp)

کواریانس ماتریس و صفر میانگین با نرمال
√
n(β̂wrk − GwrG

−۱
wrkβ) مجانبی توزیع .۱ قضیه

،Gw۲r = Z ′V −۱Z + w۲R′W−۱R آن در که است، AV ar(β̂wrk) = G−۱
wrk(B + σ۲Gw۲r)G

−۱
wrk

.Gwrk = Z ′V −۱Z + wR′W−۱R+ kIp و B = [σ۲tr(V −۱) + β′Z ′V −۲Zβ]Λ

تساوی (۲۰۰۳) همکاران و فونگ E(X ′V −۱X) = Z ′V −۱Z + tr(V −۱)Λ رابطه به توجه با برهان:
خطی تصادفی محدودیت های اعمال با می آید. به دست X ′V −۱X = Z ′V −۱Z + tr(V −۱)Λ + Op(n

۱
۲ )

داریم فوق رابطه  در ریج محدودیت و

n−۱[X ′V −۱X + wR′W−۱R+ kIp − tr(V −۱)Λ]

= n−۱(Z ′V −۱Z + wR′W−۱R+ kIp) +Op(n
− ۱

۲ ),
√
nβ̂wrk = [n−۱(Z ′V −۱Z + wR′W−۱R+ kIp) +Op(n

− ۱
۲ )]−۱

n−
۱
۲ (X ′V −۱y + wR′W−۱r) = [Ip +Op(n

− ۱
۲ )]−۱(n−۱Gwrk)

−۱ξ

= [Ip +Op(n
− ۱

۲ )](n−۱Gwrk)
−۱ξ.

وجود C = n−۱Gwrk حد اگر و است نرمال مجانبی طور به ξ = n−
۱
۲ (X ′V −۱y + wR′W−۱r) عبارت

گرفت نتیجه می توان باشد، داشته

√
nβ̂wrk = C−۱ξ +Op(n

− ۱
۲ ). (۵)

ξ تصادفی بردار ریاضی امید ،E(X ′V −۱y + wR′W−۱r) = (Z ′V −۱Z + wR′W−۱R)β که آنجا از

نتیجه در می آید. به دست E(ξ) = n−
۱
۲Gwrβ به صورت

√
n(β̂wrk −G−۱

wrkGwrβ) = C−۱[ξ − E(ξ)] +Op(n
− ۱

۲ ).

(۵) رابطه از همچنین است. صفر میانگین با نرمال مجانبی توزیع دارای
√
n(β̂wrk − GwrG

−۱
wrkβ) بنابراین
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به صورت ξ بردار مجانبی واریانس .AV ar(
√
nβ̂wrk) = C−۱V ar(ξ)C−۱ گرفت نتیجه می توان

V ar(ξ) = E[V ar(ξ |y )] + V ar[E(ξ |y )]

= n−۱E(y′V −۲yΛ) + n−۱V ar(Z ′V −۱y + wR′W−۱r),

که آنجا از می شود. نوشته

E(y′V −۲y) = σ۲tr(V −۱) + β′Z ′V −۲Zβ

V ar(Z ′V −۱y + wR′W−۱r) = σ۲Gw۲r,

.AV ar(β̂wrk) = G−۱
wrk(B + σ۲Gw۲r)G

−۱
wrk بنابراین ،V ar(ξ) = n−۱(B + σ۲Gw۲r) داریم

از عبارتند به ترتیب β̂k و β̂wr ماتریس های کواریانس و میانگین .۱ تذکر

E(β̂wr) = β, AV ar(β̂wr) = G−۱
wr(B + σ۲Gw۲r)G

−۱
wr,

E(β̂) = β, AV ar(β̂) = G−۱(B + σ۲G)G−۱.

خطا دوم توان های میانگین ماتریس ۴

جمله از نویسندگان از بسیاری توسط تصادفی، اثرات و ثابت اثرات خطی ترکیبات برآورد

،(۲۰۰۸) همکاران و لیو ،(۲۰۰۴) همکاران و داس ،(۱۹۹۰) رائو و پراساد ،(۱۹۷۰) هندرسون

مقایسه برای است. شده گرفته نظر در (۲۰۲۰) کوران و ازکال و (۲۰۱۷) کن و ازکال ،(۲۰۱۶) وازکال کوران

به  فرم تصادفی اثرات و ثابت اثرات خطی ترکیبات پیش بینی مسئله قبلی بخش های در شده ذکر برآوردگرهای

است. M ∈ Rq×s و L ∈ Rp×s آن در که می شود، گرفته نظر در f(L,M) = µ = L′β + M ′u

برای را خطی ترکیبات پیش بینی مسئله (۱۹۰۱) رابینسون و (۲۰۲۱) کوئلهو و پریرا ،(۲۰۱۴) همکاران و یانگ

به صورت برآوردگرها پیش بینی اساس همین بر گرفتند. نظر در s = ۱ خاص حالت

µ̂ = L′β̂ +M ′û = Qβ̂ +M ′ΣS′V −۱y,

µ̂k = L′β̂k +M ′ûk = Qβ̂k +M ′ΣS′V −۱y,

µ̂wr = L′β̂wr +M ′ûwr = Qβ̂wr +M ′ΣS′V −۱y,

µ̂wrk = L′β̂wrk +M ′ûwrk = Qβ̂wrk +M ′ΣS′V −۱y,
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باشند، نامعلوم واریانس مولفه های که حالتی در است. Q = L′ − P ′ΣS′V −۱X آن در که می شود، تعریف

عملکرد ارزیابی برای مهم معیار یک می شود. استفاده (۲۰۱۲) همکاران و زارع توسط شده تصحیح برآوردهای از

به صورت ⅯSEⅯ ماتریس پیش بینی یا برآوردگر هر برای است. ⅯSEⅯ ماتریس از استفاده پیش بینی ها،

MSEM(µ̃) = V ar(µ̃) + V ar(µ) +Bias(µ̃)Bias(µ̃)′ − Cov(µ̃, µ)− Cov(µ, µ̃),

و است اریبی مقدار Bias(µ̃) = E(µ̃)− µ آن در که می شود، تعریف

V ar(µ) = σ۲M ′ΣM

V ar(µ̂wrk) = QV ar(β̂wrk)Q
′ +QCov(β̂wrk, y)V

−۱SΣM

+M ′ΣS′V −۱Cov(y, β̂wrk)Q
′ + σ۲M ′ΣS′V −۱SΣM,

Cov(β̂wrk, y) = σ۲(Awr + kIp)
−۱X ′,

Bias(µ̂wrk) = QE(β̂wrk − β) = −kQG−۱
wrkβ,

Cov(µ̂wrk, µ) = QCov(β̂wrk, u)M +M ′ΣS′V −۱Cov(y, u)M,

همچنین و Cov(β̂wrk, u) = σ۲(Awr + kIp)
−۱X ′V −۱SΣ آن در که می آید، به دست

نوشت می توان بنابراین .Cov(y, u) = σ۲SΣ

Cov(µ̂wrk, µ) = QCov(β̂wrk, y)V
−۱SΣM + σ۲M ′ΣS′V −۱SΣM.

نتیجه در

MSEM(µ̂wrk) = QV ar(β̂wrk)Q
′ +QCov(β̂wrk, y)V

−۱SΣM

+M ′ΣS′V −۱Cov(y, β̂wrk)Q
′ + σ۲M ′ΣS′V −۱SΣM

+ σ۲M ′ΣM +QBias(β̂wrk)Bias(β̂wrk)
′Q′

−QCov(β̂wrk, y)V
−۱SΣP − σ۲M ′ΣS′V −۱SΣM

−M ′ΣSV −۱Cov(y, β̂wrk)Q
′ − σ۲M ′ΣS′V −۱SΣM

= QMSEM(β̂wrk)Q
′ + σ۲M ′(Σ− ΣS′V −۱SΣ)M.

MSEM(µ̂) = QMSEM(β̂)Q′ + σ۲M ′(Σ− ΣS′V −۱SΣ)M.
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ماتریس برتری معادل MSEM(µ̂) ماتریس به نسبت MSEM(µ̂wrk) ماتریس برتری بنابراین

ماتریس قبل بخش در آمده به دست نتایج به توجه با است. MSEM(β̂) ماتریس به نسبت MSEM(β̂wrk)

به صورت شده ذکر برآوردگرهای خطا دوم توان های میانگین مجانبی

AMSEM(β̂) = G−۱(B + σ۲G)G−۱, (۶)

AMSEM(β̂k) = G−۱
k (B + σ۲G)G−۱

k + b۱b
′
۱, (۷)

AMSEM(β̂wr) = G−۱
wr(B + σ۲Gw۲r)G

−۱
wr, (۸)

AMSEM(β̂wrk) = G−۱
wrk(B + σ۲Gw۲r)G

−۱
wrk + b۲b

′
۲, (۹)

.b۲ = −kG−۱
wrkβ و b۱ = −kG−۱

k β آن ها در که هستند،

دوم توان های میانگین ماتریس مقایسه ۴ .۱

توان های میانگین ماتریس معیار از استفاده با β̂wrk آنگاه باشد. ۰ < w < ۱ و ثابت w کنید فرض .۲ قضیه
.k ≤ σ۲

β′(G−۱
wrGw۲r+Gw۲rG

−۱
wr)

−۱
β

هرگاه دارد بیشتری کارائی β̂wr به نسبت خطا دوم

داریم (۹) و (۸) روابط از برهان:

∆ = AMSEM(β̂wr)−AMSEM(β̂wrk)

= G−۱
wrk

[
kG−۱

wrB + kσ۲G−۱
wrGw۲r + kBG−۱

wr + k۲G−۱
wrBG

−۱
wr

+kσ۲Gw۲rG
−۱
wr + k۲σ۲G−۱

wrGw۲rG
−۱
wr − k۲ββ′]G−۱

wrk.

مثبت معین ماتریس kG−۱
wrB + kBG−۱

wr + k۲G−۱
wrBG

−۱
wr + k۲σ۲G−۱

wrGw۲rG
−۱
wr اینکه به توجه با

باشد. مثبت معین نیمه ماتریس kσ۲G−۱
wrGw۲r + kσ۲Gw۲rG

−۱
wr − k۲ββ′ اگر است ∆ ≥ ۰ آنگاه است،

است این خطا دوم توان های میانگین ماتریس معیار از استفاده با β̂wr β̂wrkبه برتری برای کافی شرط بنابراین

برآوردگر که به طوری دارد، وجود k برای مقدار یک باشد. k ≤ σ۲[β′(G−۱
wrGw۲r +Gw۲rG

−۱
wr)

−۱
β]−۱ که

شود، جایگزین مناسب برآوردگرهای با k در نامعلوم پارامترهای اگر باشد. کاراتر β̂wr برآوردگر به نسبت β̂wrk
می آید. به دست ،k̂ ≤ σ̂۲

[
β̂′(G−۱

wrGw۲r +Gw۲rG
−۱
wr)

−۱
β̂
]−۱ به صورت k برای برآورد یک
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شبیه سازی مطالعه ۵

مختلف درجات گرفتن نظر در برای است. شده انجام شبیه سازی مطالعه یک برآوردگرها عملکرد بررسی منظور به

به صورت تبیینی متغیرهای (۱۹۷۵) گالارنو و مک دونالد مقاله به توجه با هم خطی

zij = (۱ − ρ۲)
۱
۲wij + ρwi,p+۱, i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . , p,

را ثابت اثر دو بین همبستگی ρ۲ و استاندارد نرمال مستقل تصادفی شبه متغیرهای wijt آن در که می شود، تولید

استاندارد همچنین داده ها می شود. گرفته نظر در ρ برای ۰٫۹۵ و ۰٫۹۰ ،۰٫۸۵ ،۰٫۸۰ ،۰٫۷۵ مقادیر می دهد. نشان

محدودیت های تحت اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل شود. همبستگی ماتریس فرم به Z ′V −۱Z تا می شوند

به صورت تصادفی خطی

yt = Zβ + Sut + εt, X = Z +∆, rt = Rβ + et, t = ۱, . . . , ۱۰۰۰

برای ،Z = (z(۱), . . . . z(p)) ،ut = (u۱t, . . . uqt)
′ ،y = (y۱۱t, . . . , yqℓt) آن در که می شود، تولید

۱ℓ طوریکه به است، n × q ماتریس S = ۱ℓ ⊕ . . . ⊕ ۱ℓ و ،z(j) = (z
(j)
۱۱ , . . . , z

(j)
qℓ )

′ ،j = ۱, . . . , p

همچنین است. مشاهدات کل تعداد n = ℓq و گروه هر اندازه ℓ مستقل، گروه های تعداد q ،n × ۱ یکۀ بردار

شبیه سازی انجام برای .R(j) = (R
(j)
۱ , . . . , R

(j)
m )′ ،R = (R(۱), . . . , R(p)) ،r = (r۱t, . . . , rmt)

′

σ۲ = ،R(j)
۱ ∼ N(۰, ۱) ،m = ۱ ،p = ۴ ،q = ۹, ۱۵ ،ℓ = ۳, ۶ به صورت مدل پارامترهای متفاوت ترکیبات

در Λ = diag(۰٫۰۵, ۰٫۰۵, ۰٫۰۵) یا Λ = diag(۰٫۰۱, ۰٫۰۱, ۰٫۰۱) ،w = ۰٫۳, ۰٫۷, ۱ ،σ۲
۱ = ۰٫۵, ۱ ،۰٫۵, ۱

ماتریس متناظر ویژه بردار بزرگترین ثابت، اثرات بردار تبیینی، متغیرهای از مجموعه هر برای می شود. گرفته نظر

و σ̂۲،β̂ برآوردهای ابتدا است. شده انجام R افزار نرم با شبیه سازی مطالعه می شود. گرفته نظر در Z ′V −۱Z

آن در که می شود، محاسبه (۲۰۱۲ راسخ، و (زارع Ẑ = X + σ̂−۲
v v̂β̂′Λ به صورت Z برای مناسب برآورد یک

جدید، خطای تولید با پارامترها از ترکیب هر برای سپس است. σ̂۲
v = σ̂۲ + β̂′Λβ̂ و v̂i = yi − x′iβ̂ − s′iû

به صورت خطاها دوم توان های میانگین برآورد از استفاده با برآوردها عملکرد می شود. انجام تکرار ۱۰۰۰

AMŜE(β̃) =
۱

۱۰۰۰

۱۰۰۰∑
l=۱

p∑
j=۱

(β̃jℓ − βj)
۲,

بیانگر ۴ تا ۱ جداول در شبیه سازی نتایج است. آزمایش تکرار j‑امین در β برآورد β̃jℓ آن در که می شود، ارزیابی

σ۲
۱ و است ثابت σ۲ وقتی می یابد. افزایش AⅯSE مقدار برآورد σ۲ و Λ هم خطی، سطح افزایش با که است آن

AⅯSE مقادیر نمونه اندازه افزایش با می یابد. کاهش AⅯSE مقدار حالات همه در می یابد، افزایش ۱ به ۰٫۵ از
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Λ = diag(۰٫۰۱, ۰٫۰۱, ۰٫۰۱) و n = ۲۷ با مختلف برآوردهای AⅯSE مقدار برآورد .۱ جدول
w = ۱ w = ۰٫۷ w = ۰٫۳

β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂k β̂ σ۲
۱ σ۲ ρ

۰٫۱۱۰۳ ۰٫۱۱۸۳ ۰٫۱۱۰۴ ۰٫۱۱۸۴ ۰٫۱۱۰۵ ۰٫۱۱۸۵ ۰٫۱۱۰۷ ۰٫۱۱۸۷ ۰٫۵
۰٫۱۱۰۳ ۰٫۱۱۸۴ ۰٫۱۱۰۴ ۰٫۱۱۸۵ ۰٫۱۱۰۵ ۰٫۱۱۸۶ ۰٫۱۱۰۷ ۰٫۱۱۸۸ ۱ ۰٫۵

۰٫۲۰۱۹ ۰٫۲۲۷۰ ۰٫۲۰۱۸ ۰٫۲۲۷۱ ۰٫۲۰۲۰ ۰٫۲۲۷۴ ۰٫۲۰۲۴ ۰٫۲۲۷۸ ۰٫۵ ۰٫۷۵
۰٫۲۰۳۶ ۰٫۲۲۹۸ ۰٫۲۰۳۷ ۰٫۲۲۹۹ ۰٫۲۰۳۹ ۰٫۲۳۰۲ ۰٫۲۰۴۲ ۰٫۲۳۰۵ ۱ ۱

۰٫۱۲۹۰ ۰٫۱۳۹۹ ۰٫۱۲۹۱ ۰٫۱۴۰۰ ۰٫۱۲۹۴ ۰٫۱۴۰۲ ۰٫۱۲۹۶ ۰٫۱۴۰۵ ۰٫۵
۰٫۱۲۹۰ ۰٫۱۳۹۹ ۰٫۱۲۹۱ ۰٫۱۴۰۰ ۰٫۱۲۹۴ ۰٫۱۴۰۲ ۰٫۱۲۹۶ ۰٫۱۴۰۵ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۲۸۷ ۰٫۱۳۹۷ ۰٫۱۲۸۷ ۰٫۱۳۹۸ ۰٫۱۲۸۹ ۰٫۱۴۰۰ ۰٫۱۲۹۲ ۰٫۱۴۰۳ ۰٫۵ ۰٫۸۰
۰٫۲۳۴۷ ۰٫۲۶۹۴ ۰٫۲۳۴۷ ۰٫۲۶۹۵ ۰٫۲۳۵۱ ۰٫۲۶۹۹ ۰٫۲۳۵۶ ۰٫۲۷۰۵ ۱ ۱

۰٫۱۶۷۷ ۰٫۱۶۶۴ ۰٫۱۶۷۸ ۰٫۱۸۶۵ ۰٫۱۶۸۲ ۰٫۱۸۶۹ ۰٫۱۶۸۶ ۰٫۱۸۷۵ ۰٫۵
۰٫۱۶۷۳ ۴۰٫۱۸۷۱ ۰٫۱۶۷۴ ۰٫۱۸۷۲ ۰٫۱۶۷۷ ۰٫۱۸۷۶ ۰٫۱۶۸۲ ۰٫۱۸۸۲ ۱ ۰٫۵

۰٫۲۹۳۹ ۰٫۳۴۷۶ ۰٫۲۹۴۰ ۰٫۳۴۷۸ ۰٫۲۹۴۶ ۰٫۳۴۸۶ ۰٫۲۹۵۴ ۰٫۳۴۹۶ ۰٫۵ ۰٫۸۵
۰٫۳۰۲۷ ۰٫۳۵۹۵ ۰٫۳۰۲۸ ۰٫۳۵۹۸ ۰٫۳۰۳۴ ۰٫۳۶۰۶ ۰٫۳۰۴۳ ۰٫۳۶۱۶ ۱ ۱

۰٫۲۳۶۶ ۰٫۲۷۱۴ ۰٫۲۳۶۸ ۰٫۲۷۱۷ ۰٫۲۳۷۶ ۰٫۲۷۲۸ ۰٫۲۳۸۷ ۰٫۲۷۴۰ ۰٫۵
۰٫۲۳۲۲ ۰٫۲۶۸۴۱ ۰٫۲۳۲۳ ۰٫۲۶۸۷ ۰٫۲۳۳۲ ۰٫۲۶۹۸ ۰٫۲۳۴۲ ۰٫۲۷۱۱ ۱ ۰٫۵

۰٫۴۰۶۱ ۰٫۴۹۹۹ ۰٫۴۰۶۴ ۰٫۵۰۰۴ ۰٫۴۰۷۷ ۰٫۵۰۲۲ ۰٫۴۰۹۴ ۰٫۵۰۴۴ ۰٫۵ ۰٫۹۰
۰٫۴۱۴۹ ۰٫۵۱۳۲ ۰٫۴۱۵۲ ۰٫۵۱۳۸ ۰٫۴۱۶۷ ۰٫۵۱۵۷ ۰٫۴۱۸۵ ۰٫۵۱۸۱ ۱ ۱

۰٫۴۵۸۱ ۰٫۵۶۱۷ ۰٫۴۵۹۷ ۰٫۵۶۳۷ ۰٫۴۶۳۳ ۰٫۵۶۸۶ ۰٫۴۶۷۵ ۰٫۵۷۴۲ ۰٫۵
۰٫۴۳۵۹ ۰٫۵۳۷۴ ۰٫۴۳۶۶ ۰٫۵۳۹۲ ۰٫۴۳۹۸ ۰٫۵۴۳۹ ۰٫۴۴۳۹ ۰٫۵۴۹۶ ۱ ۰٫۵

۰٫۷۷۵۰ ۱٫۰۱۴۴ ۰٫۷۷۶۸ ۱٫۰۱۷۵ ۰٫۷۸۲۲ ۱٫۰۲۵۷ ۰٫۷۸۸۷ ۱٫۰۳۵۳ ۰٫۵ ۰٫۹۵
۰٫۷۶۱۹ ۱٫۰۱۲۴ ۰٫۷۶۳۳ ۱٫۰۱۵۴ ۰٫۷۶۸۹ ۱٫۰۲۳۸ ۰٫۷۷۵۶ ۱٫۰۳۳۹ ۱ ۱

برآوردگر AⅯSE مقدار از کمتر β̂k و β̂wr، β̂wrk برآوردگرهای AⅯSE مقادیر حالات تمام در می یابد. کاهش

مقادیر افزایش با دارند. β̂ به نسبت بهتری عمکرد پیشنهادی برآوردهای که گرفت نتیجه می توان بنابراین است. β̂

اطلاعات بردن به کار با که معناست بدان که می شوند کوچکتر و کوچک β̂wr، β̂wrk AⅯSE شده برآورد مقادیر w

برآورد مقدار دارای β̂wrk برآوردگر موارد تمام در می آید. به دست کاراتری برآوردهای پارامترها برآورد در پیشین

بهتر شده محدود ریج برآوردگر از استفاده هم خطی حضور در بنابراین دارد. برآوردگرها بقیه به نسبت کمتری AⅯSE

است. برآوردگرها سایر از

مسکن داده های تحلیل ۶

بوستون در مسکن داده های مجموعه عنوان تحت واقعی مشاهدات از مجموعه یک برای نظری نتایج بخش این در

داده مجموعه این از (۲۰۰۲) همکاران و ژانگ می رود. به کار است، شده ارائه (۱۹۷۸) رابینفلد و هریسون توسط که
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Λ = diag(۰٫۰۱, ۰٫۰۱, ۰٫۰۱) و n = ۹۰ با مختلف برآوردهای AⅯSE مقدار برآورد .۲ جدول
w = ۱ w = ۰٫۷ w = ۰٫۳

β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂k β̂ σ۲
۱ σ۲ ρ

۰٫۰۴۸۱ ۰٫۰۴۹۵ ۰٫۰۴۸۵ ۰٫۰۴۹۹ ۰٫۰۵۰۲ ۰٫۰۵۱۷ ۰٫۰۵۳۱ ۰٫۰۵۴۸ ۰٫۵
۰٫۰۴۷۷ ۰٫۰۴۹۱ ۰٫۰۴۸۰ ۰٫۰۴۹۵ ۰٫۰۴۹۷ ۰٫۰۵۱۲ ۰٫۰۵۲۶ ۰٫۰۵۴۳ ۱ ۰٫۵

۰٫۰۹۱۲ ۰٫۰۹۶۱ ۰٫۰۹۱۷ ۰٫۰۹۶۸ ۰٫۰۹۴۸ ۰٫۱۰۰۲ ۰٫۱۰۰۱ ۰٫۱۰۶۰ ۰٫۵ ۰٫۷۵
۰٫۰۹۱۶ ۰٫۰۹۶۷ ۰٫۰۹۲۲ ۰٫۰۹۷۴ ۰٫۰۹۵۲ ۰٫۱۰۰۸ ۰٫۱۰۰۷ ۰٫۱۰۶۷ ۱ ۱

۰٫۰۵۷۹ ۰٫۰۵۹۹ ۰٫۰۵۸۴ ۰٫۰۶۰۵ ۰٫۰۶۰۹ ۰٫۰۶۳۱ ۰٫۰۶۵۲ ۰٫۰۶۷۷ ۰٫۵
۰٫۰۵۷۱ ۰٫۰۵۹۱ ۰٫۰۵۷۵ ۰٫۰۵۹۶ ۰٫۰۵۹۹ ۰٫۰۶۲۱ ۰٫۰۶۴۱ ۰٫۰۶۶۷ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۰۹۰ ۰٫۱۱۶۰ ۰٫۱۰۹۸ ۰٫۱۱۷۰ ۰٫۱۱۴۰ ۰٫۱۲۱۸ ۰٫۱۲۱۹ ۰٫۱۳۰۶ ۰٫۵ ۰٫۸۰
۰٫۱۰۹۱ ۰٫۱۱۶۲ ۰٫۱۰۹۸ ۰٫۱۱۷۲ ۰٫۱۱۴۱ ۰٫۱۲۲۰ ۰٫۱۲۲۰ ۰٫۱۳۰۹ ۱ ۱

۰٫۰۷۴۳ ۰٫۰۷۷۶ ۰٫۰۷۵۱ ۰٫۰۷۸۵ ۰٫۰۷۸۸ ۰٫۰۸۲۵ ۰٫۰۸۶۰ ۰٫۰۹۰۳ ۰٫۵
۰٫۰۷۲۵ ۰٫۰۷۵۸ ۰٫۰۷۳۲ ۰٫۰۷۶۶ ۰٫۰۷۶۷ ۰٫۰۸۰۴ ۰٫۰۸۳۸ ۰٫۰۸۸۰ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۳۸۳ ۰٫۱۴۹۴ ۰٫۱۳۹۴ ۰٫۱۵۱۰ ۰٫۱۴۵۹۱ ۰٫۱۵۸۴ ۰٫۱۵۸۷ ۰٫۱۷۳۱ ۰٫۵ ۰٫۸۵
۰٫۱۳۷۵ ۰٫۱۴۸۸ ۰٫۱۳۸۶ ۰٫۱۵۰۲ ۰٫۱۴۴۹ ۰٫۱۵۷۶ ۰٫۱۵۷۸ ۰٫۱۷۲۳ ۱ ۱

۰٫۱۰۶۹ ۰٫۱۱۳۵ ۰٫۱۰۸۲ ۰٫۱۱۵۰ ۰٫۱۱۴۷ ۰٫۱۲۲۲ ۰٫۱۲۹۴ ۰٫۱۳۸۵ ۰٫۵
۰٫۱۰۲۷ ۰٫۱۰۹۰ ۰٫۱۰۳۷ ۰٫۱۱۰۳ ۰٫۱۰۹۷ ۰٫۱۱۶۹ ۰٫۱۲۳۸ ۰٫۱۳۲۵ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۹۵۳ ۰٫۲۱۶۶ ۰٫۱۹۷۳ ۰٫۲۱۹۳ ۰٫۲۰۸۳ ۰٫۲۳۲۴ ۰٫۲۳۳۷ ۰٫۲۶۲۶ ۰٫۵ ۰٫۹۰
۰٫۱۹۲۱ ۰٫۲۱۳۳ ۰٫۱۹۳۷ ۰٫۲۱۵۷ ۰٫۲۰۴۳ ۰٫۲۲۸۴ ۰٫۲۲۹۵ ۰٫۲۵۸۴ ۱ ۱

۰٫۲۰۵۷ ۰٫۲۲۷۰ ۰٫۲۰۸۳ ۰٫۲۳۰۴ ۰٫۲۲۲۹ ۰٫۲۴۷۱ ۰٫۲۶۹۸ ۰٫۳۰۱۷ ۰٫۵
۰٫۱۹۰۰ ۰٫۲۰۹۹ ۰٫۱۹۲۰ ۰٫۲۱۲۴ ۰٫۲۰۴۶ ۰٫۲۲۷۰ ۰٫۲۴۷۵ ۰٫۲۷۷۰ ۱ ۰٫۵

۰٫۳۶۲۳ ۰٫۴۲۴۰ ۰٫۳۶۵۹ ۰٫۴۲۹۷ ۰٫۳۸۹۹ ۰٫۴۵۹۸ ۰٫۴۶۷۱ ۰٫۵۵۸۶ ۰٫۵ ۰٫۹۵
۰٫۳۴۷۰ ۰٫۴۰۶۸ ۰٫۳۴۹۸ ۰٫۴۱۱۶ ۰٫۳۷۱۸ ۰٫۴۳۹۳ ۰٫۴۴۵۹ ۰٫۵۳۴۶ ۱ ۱

مواجه اند، اندازه گیری خطای با ثابت اثرات که زمانی آمیخته خطی مدل یک در تصادفی و ثابت اثرات برآورد جهت

جمع آوری ۱۹۷۰ سال در بوستون SⅯSA سرشماری محدوده در و مشاهده ۵۰۶ نمونه کل تعداد کردند. استفاده

محدوده های کردند. انتخاب را بوستون شهر در ناحیه ۱۵ به مربوط مشاهده ۱۳۲ تعداد آنها میان از که است شده

که آنجا از کرد. استفاده باید آمیخته خطی مدل یک از بنابراین و شده اند اندازه گیری تکرار با نواحی بین در سرشماری

همگی مدل در مستقل متغیرهای (سایر است شده اندازه گیری خطا با NOXSQ یعنی هوا آلودگی به مربوط متغیر

اندازه گیری در خطا با آمیخته خطی مدل یک (۲۰۰۲) همکاران و ژانگ نتیجه در است)، شده اندازه گیری خطا بدون

آمیخته خطی مدل یک مقاله این در ذکرشده برآوردهای عملکرد بررسی برای دادند. پیشنهاد خود تحقیق انجام برای را

X،پاسخ مقادیر از ۱۳۲ × ۱ بردار یک y که می شود برازش داده ها به y = Zβ + Su+ ε انداره گیری در خطا با

بررسی برای .(۲۰۲۲ همکاران، و (مکسایی هستند ۱۳۲ × ۱۵ ۱۳۲و × ۸ پیش بین ماتریس های به ترتیب U و

گرفته نظر در σ۲
۱ = ۰٫۵ و σ۲ = ۰٫۵ ابتدا در واریانس مولفه های اولیه مقادیر و محاسبه شرطی عدد هم خطی وجود

… و λ۲ = ۱٫۷۳۱۵۵۹e + ۰۴ ،λ۱ = ۱٫۵۳۷۵۹۶e + ۰۵ به ترتیب X ′V −۱X ماتریس ویژه مقادیر می شود.
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Λ = diag(۰٫۰۵, ۰٫۰۵, ۰٫۰۵) و n = ۲۷ با مختلف برآوردهای AⅯSE مقدار برآورد .۳ جدول
w = ۱ w = ۰٫۷ w = ۰٫۳

β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂k β̂ σ۲
۱ σ۲ ρ

۰٫۱۳۴۷ ۰٫۱۴۳۸ ۰٫۱۳۴۸ ۰٫۱۴۳۹ ۰٫۱۳۵۰ ۰٫۱۴۴۱ ۰٫۱۳۵۲ ۰٫۱۴۴۳ ۰٫۵
۰٫۱۳۰۲ ۰٫۱۳۹۲ ۰٫۱۳۰۳ ۰٫۱۳۹۳ ۰٫۱۳۰۴ ۰٫۱۳۹۴ ۰٫۱۳۰۶ ۰٫۱۳۹۶ ۱ ۰٫۵

۰٫۲۳۲۸ ۰٫۲۵۹۸ ۰٫۲۳۲۹ ۰٫۲۶۰۰ ۰٫۲۳۳۲ ۰٫۲۶۰۳ ۰٫۲۳۳۵ ۰٫۲۶۰۷ ۰٫۵ ۰٫۷۵
۰٫۲۳۰۱ ۰٫۲۵۷۶ ۰٫۲۳۰۲ ۰٫۲۵۷۷ ۰٫۲۳۰۵ ۰٫۲۵۸۱ ۰٫۲۳۰۸ ۰٫۲۵۸۵ ۱ ۱

۰٫۱۶۴۹ ۰٫۱۷۷۸ ۰٫۱۶۵۱ ۰٫۱۷۷۹ ۰٫۱۶۵۳ ۰٫۱۷۸۲ ۰٫۱۶۵۶ ۰٫۱۷۸۵ ۰٫۵
۰٫۱۵۸۰ ۱۷۰۵ ۰٫۱۵۸۱ ۰٫۱۷۰۶ ۰٫۱۵۸۳ ۰٫۱۷۰۹ ۰٫۱۵۸۶ ۰٫۱۷۱۲ ۱ ۰٫۵

۰٫۲۷۸۲ ۰٫۳۱۴۷ ۰٫۲۷۸۳ ۰٫۳۱۴۹ ۰٫۲۷۸۸ ۰٫۳۱۵۵ ۰٫۲۷۹۳ ۰٫۳۱۶۱ ۰٫۵ ۰٫۸۰
۰٫۲۷۳۳ ۰٫۳۱۰۲ ۰٫۲۷۳۴ ۰٫۳۱۰۴ ۰٫۲۷۳۹ ۰٫۳۱۰۹ ۰٫۲۷۴۴ ۰٫۳۱۱۶ ۱ ۱

۰٫۲۱۱۵ ۰٫۲۳۲۵ ۰٫۲۱۱۸ ۰٫۲۳۲۸ ۰٫۲۱۲۳ ۰٫۲۳۳۵ ۰٫۲۱۲۹ ۰٫۲۳۴۱ ۰٫۵
۰٫۱۹۳۹ ۰٫۲۱۴۶ ۰٫۱۹۴۱ ۰٫۲۱۴۸ ۰٫۱۹۴۶ ۰٫۲۱۵۴ ۰٫۱۹۵۲ ۰٫۲۱۶۱ ۱ ۰٫۵

۰٫۳۵۶۰ ۰٫۴۱۲۹ ۰٫۳۵۶۳ ۰٫۴۱۳۳ ۰٫۳۵۷۱ ۰٫۴۱۴۴ ۰٫۳۵۸۱ ۰٫۴۱۵۶ ۰٫۵ ۰٫۸۵
۰٫۳۵۲۴ ۰٫۴۱۰۰ ۰٫۳۵۲۶ ۰٫۴۱۰۵ ۰٫۳۵۳۶ ۰٫۴۱۱۶ ۰٫۳۵۴۶ ۰٫۴۱۲۸ ۱ ۱

۰٫۳۲۵۳ ۰٫۳۶۴۹ ۰٫۳۲۶۰ ۰٫۳۶۵۸ ۰٫۳۲۷۵ ۰٫۳۶۷۵ ۰٫۳۲۹۰ ۰٫۳۶۹۲ ۰٫۵
۰٫۲۸۷۹ ۰٫۳۲۵۵ ۰٫۲۸۸۵ ۰٫۳۲۶۲ ۰٫۲۸۹۶ ۰٫۳۲۷۷ ۰٫۲۹۱۰ ۰٫۳۲۹۳ ۱ ۰٫۵

۰٫۵۳۱۳ ۰٫۶۳۰۰ ۰٫۵۳۲۱ ۰٫۶۳۱۳ ۰٫۵۳۴۱ ۰٫۶۳۴۱ ۰٫۵۳۶۳ ۰٫۶۳۶۹ ۰٫۵ ۰٫۹۰
۰٫۵۱۶۶ ۰٫۶۱۴۵ ۰٫۵۱۷۴ ۰٫۶۱۵۸ ۰٫۵۱۹۴ ۰٫۶۱۸۵ ۰٫۵۲۱۷ ۰٫۶۲۱۴ ۱ ۱

۳٫۸۰۸۹ ۳٫۹۲۲۵ ۴٫۴۰۹۲ ۴٫۵۲۴۹ ۵٫۶۹۰۸ ۵٫۸۱۷۹ ۷٫۵۵۴۰ ۷٫۷۰۸۹ ۰٫۵
۳٫۷۶۱۳ ۳٫۸۶۲۱ ۴٫۳۸۹۸ ۴٫۴۹۳۵ ۵٫۷۳۷۲ ۵٫۸۵۲۱ ۷٫۶۸۹۷ ۷٫۸۳۲۴ ۱ ۰٫۵

۵٫۵۸۳۸ ۵٫۸۲۰۹ ۶٫۶۸۳۳ ۶٫۹۲۸۲ ۹٫۶۱۲۱ ۹٫۸۸۳۴ ۱۵٫۵۲۵۲ ۱۵٫۸۷۴۶ ۰٫۵ ۰٫۹۵
۶٫۶۹۹۰ ۶٫۹۲۹۴ ۷٫۸۱۱۵ ۸٫۰۴۷۰ ۱۰٫۲۶۴۱ ۱۰٫۵۱۹۸ ۱۴٫۰۴۳۷ ۱۴٫۳۵۵۴ ۱ ۱

نشان دهنده  که است
√
λmax/λmin = ۳۵۴٫۲۳ شرطی عدد مقدار بنابراین هستند. λ۹ = ۳٫۰۰۳۱۳e − ۱

، r = Rβ + e به صورت تصادفی خطی محدودیت های داده ها، مجموعه این برای همچنین است. هم خطی وجود

شده اند. انتخاب بوستون شهر نزدیک و خارج مشاهدات از ۲ × ۱ برداری r آن در که است، e ∼ N(۰, σ۲I۲)

در ⅯSE مقدار برآورد و پارامترها برآورد می شوند. گرفته نظر در R ماتریس عنوان به X ماتریس متناظر عناصر

به دست MSE(β̃) = tr[AMSEM(β̃)] فرمول از برآوردگرها ⅯSE برآورد مقدار و است شده ارائه ۵ جدول

دارای β̂wrk همچنین است. β̂ برآوردگر از کمتر β̂wrk و β̂wr ،β̂k برآوردگرهای شده برآورد ⅯSE مقدار می آید.

و β̂wrk برآوردگرهای ⅯSE مقدار w افزایش با این علاوه بر است. برآوردگرها بقیه به نسبت کمتری ⅯSE مقدار

بررسی منظور به دارد. برآوردگرها بقیه به نسبت بهتری عملکرد موزون ریج برآوردگر بنابراین می یابد. کاهش β̂wr
است. شده رسم ۱ شکل در مختلف برآوردگرهای برای ⅯSE مقادیر نمودار بیشتر
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Λ = diag(۰٫۰۵, ۰٫۰۵, ۰٫۰۵) و n = ۹۰ با مختلف برآوردهای AⅯSE مقدار برآورد .۴ جدول
w = ۱ w = ۰٫۷ w = ۰٫۳

β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂wrk β̂wr β̂k β̂ σ۲
۱ σ۲ ρ

۰٫۰۵۵۶ ۰٫۰۵۷۱ ۰٫۰۵۶۳ ۰٫۰۵۷۹ ۰٫۰۵۸۶ ۰٫۰۶۰۲ ۰٫۰۶۱۹ ۰٫۰۶۳۷ ۰٫۵
۰٫۰۵۲۱ ۰٫۰۵۳۵ ۰٫۰۵۲۷ ۰٫۰۵۴۱ ۰٫۰۵۴۷ ۰٫۰۵۶۲ ۰٫۰۵۷۸ ۰٫۰۵۹۵ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۰۲۴ ۰٫۱۰۷۴ ۰٫۱۰۳۶ ۰٫۱۰۸۸ ۰٫۱۰۷۵ ۰٫۱۱۳۱ ۰٫۱۱۳۳ ۰٫۱۱۹۴ ۰٫۵ ۰٫۷۵
۰٫۰۹۹۲ ۰٫۱۰۴۱ ۰٫۱۰۰۲ ۰٫۱۰۵۴ ۰٫۱۰۳۹ ۰٫۱۰۹۴ ۰٫۱۰۹۶ ۰٫۱۱۵۶ ۱ ۱

۰٫۰۶۸۸ ۰٫۰۷۱۰ ۰٫۰۶۹۹ ۰٫۰۷۲۲ ۰٫۰۷۳۳ ۰٫۰۷۵۸ ۰٫۰۷۸۴ ۰٫۰۸۱۱ ۰٫۵
۰٫۰۶۴۳ ۰٫۰۶۵۴ ۰٫۰۶۴۳ ۰٫۰۶۶۴ ۰٫۰۶۷۳ ۰٫۰۶۹۵ ۰٫۰۷۱۹ ۰٫۰۷۷۴ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۲۵۳ ۰٫۱۳۲۵ ۰٫۱۲۷۱ ۰٫۱۳۴۶ ۰٫۱۳۲۹ ۰٫۱۴۰۹ ۰٫۱۴۱۶ ۰٫۱۵۰۵ ۰٫۵ ۰٫۸۰
۰٫۱۲۰۰ ۰٫۱۲۷۰ ۰٫۱۲۱۶ ۰٫۱۲۸۸ ۰٫۱۲۶۹ ۰٫۱۳۴۷ ۰٫۱۳۵۳ ۰٫۱۴۴۰ ۱ ۱

۰٫۰۹۱۱۵ ۰٫۰۹۵۰ ۰٫۰۹۳۳ ۰٫۰۹۷۰ ۰٫۰۹۸۸ ۰٫۱۰۲۸ ۰٫۱۰۷۴ ۰٫۱۱۲۰ ۰٫۵
۰٫۰۸۲۴ ۰٫۰۸۵۶ ۰٫۰۸۳۹ ۰٫۰۸۷۲ ۰٫۰۸۸۵ ۰٫۰۹۲۱ ۰٫۰۹۶۲ ۰۱۰۰۳ ۱ ۰٫۵

۰٫۱۶۳۹ ۰٫۱۷۵۲ ۰٫۱۶۶۸ ۰٫۱۷۸۶ ۰٫۱۷۶۰ ۰٫۱۸۸۸ ۰٫۱۹۰۶ ۰٫۲۰۵۱ ۰٫۵ ۰٫۸۵
۰٫۱۵۴۵ ۰٫۱۶۵۳ ۰٫۱۵۷۰ ۰٫۱۶۸۲ ۰٫۱۶۵۳ ۰٫۱۷۷۵ ۰٫۱۷۹۱ ۰٫۱۹۳۰ ۱ ۱

۰٫۱۳۷۰ ۰٫۱۴۳۸ ۰٫۱۴۰۵ ۰٫۱۴۷۵ ۰٫۱۵۰۸ ۰٫۱۵۸۶ ۰٫۱۶۸۶ ۰٫۱۷۷۹ ۰٫۵
۰٫۱۱۹۶ ۰٫۱۲۵۶۵ ۰٫۱۲۲۲ ۰٫۱۲۸۴ ۰٫۱۳۰۶ ۰٫۱۳۷۵ ۰٫۱۴۶۰ ۰٫۱۵۴۱ ۱ ۰٫۵

۰٫۲۴۰۵ ۰٫۲۶۱۰ ۰٫۲۴۵۸ ۰٫۲۶۷۲ ۰٫۲۶۲۷ ۰٫۲۸۶۴ ۰٫۲۹۲۱ ۰٫۳۲۰۰ ۰٫۵ ۰٫۹۰
۰٫۲۲۱۶ ۰٫۲۴۰۷ ۰٫۲۲۶۰ ۰٫۲۴۵۹ ۰٫۲۴۰۴ ۰٫۲۶۲۹ ۰٫۲۶۸۰ ۰٫۲۹۴۰ ۱ ۱

۰٫۲۶۸۵ٍ ۰٫۲۸۵۵ ۰٫۲۷۶۱ ۰٫۲۹۴۰ ۰٫۳۰۱۵ ۰٫۳۲۱۵ ۰٫۳۵۵۸ ۰٫۳۸۱۴ ۰٫۵
۰٫۲۲۲۵ ۰٫۲۳۶۷ ۰٫۲۲۸۰ ۰٫۲۴۲۹ ۰٫۲۴۷۷ ۰٫۲۶۴۳ ۰٫۲۹۲۱ ۰٫۳۱۳۲ ۱ ۰٫۵

۰٫۴۵۹۹ ۰٫۵۰۶۰ ۰٫۴۷۱۷ ۰٫۵۲۰۰ ۰٫۵۱۲۸ ۰٫۵۶۶۷ ۰٫۶۰۰۶ ۰٫۶۶۸۹ ۰٫۵ ۰٫۹۵
۰٫۴۰۷۹ ۰٫۴۴۹۳ ۰٫۴۱۷۳ ۰٫۴۶۰۵ ۰٫۴۵۱۹ ۰٫۵۰۰۲ ۰٫۵۲۹۸ ۰٫۵۹۱۱ ۱ ۱

مختلف برآوردگرهای ⅯSE مقادیر و پارامترها برآورد .۵ جدول
موزون ریج برآورد موزون برآورد

w

۰٫۱ ۰٫۷ ۰٫۳ ۰٫۱ ۰٫۷ ۰٫۳ ریج برآورد شده تصحیح امتیاز پارامتر
۸٫۷۴۷۷ ۸٫۸۲۵۳ ۸٫۹۴۶۰ ۸٫۷۵۴۶ ۸٫۸۲۸۳ ۸٫۹۵۰۳ ۹٫۰۵۹۱ ۹٫۰۶۶۷ β۰

−۰٫۰۰۱۳ −۰٫۰۰۱۳ −۰٫۰۰۱۴ −۰٫۰۰۱۳ −۰٫۰۰۱۳ −۰٫۰۰۱۴ −۰٫۰۰۱۴ −۰٫۰۰۱۴ β۱

۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۱ ۰٫۰۰۰۲ ۰٫۰۰۰۵ ۰٫۰۰۰۸ ۰٫۰۰۰۸ β۲

۰٫۱۴۰۱ ۰٫۱۲۷۲ ۰٫۱۰۷۹ ۰٫۱۳۸۲ ۰٫۱۲۶۴ ۰٫۱۰۶۷ ۰٫۰۸۹۹ ۰٫۰۸۷۹ β۳

۰٫۴۱۲۱۷ ۰٫۴۲۲۴۶ ۰٫۴۴۰۰۹ ۰٫۴۱۲۴۲ ۰٫۴۲۲۶ ۰٫۴۴۰۳ ۰٫۴۵۷۵ ۰٫۴۵۷۹ β۴

−۰٫۵۷۲۷ −۰٫۵۶۳۱ −۰٫۵۴۸۳ −۰٫۵۷۲۲ −۰٫۵۶۲۹ −۰٫۵۴۸۰ −۰٫۵۳۴۹ −۰٫۵۳۴۳ β۵

−۰٫۰۰۶۶ −۰٫۰۰۶۸ −۰٫۰۰۷۱ −۰٫۰۰۶۶ −۰٫۰۰۶۸ −۰٫۰۰۷۱ −۰٫۰۰۷۳ −۰٫۰۰۷۳ β۶

−۰٫۰۲۷۵ −۰٫۰۲۷۹ −۰٫۰۲۸۸ −۰٫۰۲۷۵ −۰٫۰۲۸ −۰٫۰۲۸۸ −۰٫۰۲۹۷ −۰٫۰۲۹۷ β۷

−۰٫۰۰۶۱ −۰٫۰۰۷۱ −۰٫۰۰۸۷ −۰٫۰۰۶۱ −۰٫۰۰۷۱ −۰٫۰۰۸۸ −۰٫۰۱۰۲ −۰٫۰۱۰۳ β۸

۰٫۳۱۷۹ ۰٫۳۲۷۳ ۰٫۳۴۴۴ ۰٫۳۱۸۳ ۰٫۳۲۷۵ ۰٫۳۳۴۷ ۰٫۳۶۳۰ ۰٫۳۶۳۵ ⅯSE
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مختلف برآوردگرهای ⅯSE مقادیر نمودار .۱ شکل

نتیجه گیری و بحث ۷

محدود ریج برآوردگر و موزون شده محدود برآوردگر ریج، برآوردگر شده تصحیح امتیاز روش از استفاده با مقاله این در

ویژگی های گردید. معرفی تصادفی خطی محدودیت های تحت اندازه گیری در خطا با خطی مدل های در موزون شده

ارزیابی مورد برآوردگرها کارایی خطا دوم توان های میانگین ماتریس معیار از استفاده با و بررسی برآوردگرها مجانبی

نسبت بهتری کارائی شده محدود برآوردگر همواره که داد نشان شبیه سازی مطالعه و عددی مثال نتایج گرفت. قرار

و ریج برآوردگر که شد داده نشان ریج اریب پارامتر از معینی مقدار برای همچنین دارد. شده محدود غیر برآوردگر به

نتایج دارند. شده محدود برآوردگر و شده تصحیح امتیاز برآوردگر به نسبت بیشتری کارائی شده محدود ریج برآوردگر

می کند. تایید پارامترها از کاراتری برآورد آوردن به دست در را تصادفی خطی محدودیت های از استفاده حاصل

تشکر و تقدیر

مجله تحریریه هیئت و محترم سردبیر ادبی ویرایش محترم، داوران ارزنده رهنمودهای و نظرات از مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال شد، مقاله کیفی ارتقا باعث که
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