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عمر طول توزیع های برای شده تعدیل متناسب خطر نرخ مدل سالخوردگی ویژگی های
گسسته

برمال زن٢ قباد روزگار١، رسول خیاط١، محدثه

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، بخش ١

زابل دانشگاه آمار، گروه ٢

١٣٩٨/٠۵/٢۵ پذیرش: تاریخ ١٣٩٧/٠٨/٢٩ دریافت: تاریخ

اعتماد قابلیت در انعطاف پذیر خانواده های از یکی عنوان به شده تعدیل متناسب خطر نرخ مدل چکیده:

توسط توزیع ها، از خانواده این در n از (n − k + ١) سیستم های تصادفی مقایسه های و بقا تحلیل و

این در پایه بقای تابع برای گسسته حالت مقاله، این در است. شده معرفی (٢٠١٨) همکاران و بالاکریشنان

نسبت و خطر نرخ معمولی، تصادفی ترتیب شدن حفظ و سالخوردگی خواص به و شده گرفته نظر در مدل

است. شده پرداخته توزیع ها از خانواده این در درستنمایی

ترتیب معمولی، تصادفی ترتیب سالخوردگی، خواص شده، تعدیل متناسب خطر نرخ مدل کلیدی: واژه های

درستنمایی. نسبت ترتیب خطر، نرخ

مقدمه ١

توزیع ها از انعطاف پذیر و کلی خانواده ای توزیع، به شکل پارامتر یک افزودن با (١٩٩٧) الکین و مارشال

مارشال-الکین توزیع های خانواده باشد، R+ روی دلخواه بقای تابع یک F̄ آنکه فرض با کردند. معرفی را

صورت به

Ḡ(x;α) =
αF̄ (x)

١ − ᾱ F̄ (x)
, x ∈ R+, ᾱ = ١ − α , α > ٠. (١)
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متغیر یک N و F̄ مشترک بقای تابع با تصادفی متغیرهای از دنباله ای X١, X٢, · · · کنید فرض است.

تصادفی متغیر بقا تابع (١) صورت این در باشد. p پارامتر با هندسی توزیع با Xiها از مستقل تصادفی

رابطه و بود خواهد min(X١, · · · , XN )

Ḡ(x)

G(x)
= α

F̄ (x)

F (x)
, x, α ∈ R+ (٢)

تابع دلیل همین به .(١٩٨٣ (بینیت، است معروف متناسب١ بخت های نسبت مدل به که است، برقرار

بخت های نسبت مدل بین رابطه جزئیات می شود. نامیده متناسب بخت های نسبت مدل نیز (١) بقای

قرار بحث مورد (٢٠٠۶) جایاکومار و سنکاران و (٢٠٠١) گوپتا و کرمانی توسط (١) بقای تابع و متناسب

کلی خانواده ای شود، استفاده  ̄F λ(x) کلی خانواده از F̄ (x) جای به ،(١) بقای تابع در اگر است. گرفته

صورت به شده تعدیل متناسب خطر نرخ مدل عنوان تحت توزیع ها از انعطاف پذیر و

H̄(x;α, λ) =
αF̄ λ(x)

١ − ᾱ F̄ λ(x)
, x ∈ R+, ᾱ = ١ − α , α > ٠ , λ > ٠,

مارشال- توزیع های خانواده با رابطه در تاکنون که نتایجی .( ٢٠١٨ همکاران، و (بالاکریشنان می شود حاصل

بوده F̄ λ(x) بقای تابع بودن پیوسته فرض با آمده دست به شده تعدیل متناسب خطر نرخ مدل و الکین

کوریدریو ،(٢٠١٣) داس و ناندا ،(٢٠٠٧) همکاران و قیطانی ،(٢٠٠١) گوپتا و کرمانی مثال، برای است.

ببینید. را (٢٠١٨) ناندا و کوندو و (٢٠١۴) همکاران و کوریدریو و (٢٠١٣) لیمونته و

مقاله، این در دادند. قرار مطالعه مورد F̄ بودن گسسته فرض با را (١) مدل (٢٠١٨) ناندا و کوندو

مطالعه مورد F̄ λ(x) بودن گسسته فرض با توزیع ها از خانواده این در تصادفی مقایسه و سالخورگی خواص

λ = n که صورتی در است ذکر به لازم می کند. تکمیل را (٢٠١٨) ناندا و کوندو نتایج که می گیرد قرار

محسوب مولفه n از متشکل سری سیستم یک بقای تابع عنوان به F̄ λ(x) آنگاه باشد، صحیح عددی

دلایل از یکی است. معروف شکننده٢ مدل به F̄ λ(x) مدل و شکنندگی پارامتر به λ پارامتر می شود.

پیدا کاهش سری سیستم عمر طول آن، افزایش با که است این λ پارامتر برای شکنندگی عنوان انتخاب

معروف توزیع های از یکی گرفت. نظر در توزیع دم ضخامت در را λ پارامتر نقش می توان همچنین می کند.

توزیع دارد، اعتماد قابلیت مباحث در زیادی کاربردهای و می گیرد قرار F̄ λ(x) خانواده جزو که گسسته

1Proportional odds ratio model
2Frailty model
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در گسسته صورت به عمر، طول متغیرهای آن در که دارند وجود مواردی واقعیت، عالم در است. هندسی

کرد: بیان زیر صورت به می توان را موارد این از مثال چندین می شوند. گرفته نظر

می شوند جمع آوری ماهیانه یا هفته ای صورت به که سیستم ها یا قطعات خرابی مورد در گزارش هایی الف-

است. شده ثبت شکست ها تعداد شکست ها، زمان جای به آن در که

کامل طور به که گردش هایی تعداد پژوهشگر و می کنند کار گردشی صورت به که سیستم هایی یا قطعات ب-

فتوکپی دستگاه یک از شده گرفته کپی های کل تعداد مانند می کند. ثبت را می شود انجام خرابی از قبل تا

شدن. خراب از قبل تا

تصادفی متغیر یک با پیوسته تصادفی متغیر یک اوقات گاهی اندازه گیری، امر در سهولت دلیل به ج-

آن، لاستیک های سائیدگی از قبل تا اتومبیل یک که کیلومترهایی تعداد مانند می شود. زده تقریب گسسته

است. پیموده

تصادفی متغیرهای مطالعه شد. آغاز پیوسته متغیرهای از دیرتر گسسته عمر طول متغیرهای مطالعه

بررسی و بحث مورد نویسندگان سایر توسط سپس و شروع (١٩٨١) پروشان و بارلو توسط ابتدا گسسته،

وسایل مثال، برای می شوند. ثبت گسسته صورت به عمرها طول موارد از بسیاری در عمل، در گرفت. قرار

اخیر، دهه های در متحرک. کشسانی دستگاه های فنر و کوپی دستگاه لامپ خاموش-روشن، کلید دارای

طول مدل بندی برای غیره و تعمیم یافته پواسون منفی، دوجمله ای هندسی، مانند مختلفی گسسته توزیع های

باشند انعطاف پذیر که گسسته ایی توزیع های به نیاز وجود، این با است. شده گرفته بکار گسسته عمرهای

فقط موجود، توزیع های زیرا می رسد. نظر به ضروری باشند، داشته گسسته داده های به مناسبی برازش و

هستند. مناسب دارند پراکندگی کم یا پراکندگی بیش که داده هایی برای

می شود. برده بکار غیره و قطعات وسایل، عمر طول ریاضیاتی توصیف برای معمولا˗ شکست زمان توزیع

زمان دارند. پیوسته عمر طول داده های تحلیل در فراوانی کاربرد نرمال لگ و وایبول گاما، نمایی، توزیع های

توزیع های است بدیهی است. گسسته متغیری می شود اندازه گیری شکست، تا چرخه ها تعداد با که شکست

کنید فرض هستند. پیوسته حالت در نمایی و گاما توزیع های با متناظر هندسی و منفی دوجمله ای گسسته

تابع و P (X = k) احتمال جرم تابع دارای N = {١, ٢, · · · } تکیه گاه با X گسسته تصادفی متغیر

یک با شده تعدیل متناسب خطر نرخ توزیع دارای Y تصادفی متغیر باشد. F̄ (k) = P (X > k) بقای

تابع و بقا تابع هرگاه ،(Y ∼ MDPHR(α, λ)) است λ و α پارامترهای با گسسته پایه بقای تابع
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صورت به ترتیب به آن احتمال جرم

H̄(k) =
αF̄ λ(k)

١ − ᾱ F̄ λ(k)
, k ∈ N , λ > ٠ , α > ٠ , ᾱ = ١ − α,

P (Y = k) =
α(F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k))

(١ − ᾱ F̄ λ(k − ١)) (١ − ᾱ F̄ λ(k))
, k ∈ N,

از: است عبارت توزیع این خطر نرخ تابع است. شکل پارامتر λ و تیلت پارامتر α آن در که باشند،

rY (k) =
P (Y = k)

H̄(k − ١)
=

F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k)

F̄ λ(k − ١)(١ − ᾱF̄ λ(k))
, k ∈ N.

متغیر به نسبت ،F̄ (k) بقای تابع با X اولیه متغیر سالخوردگی خواص شدن حفظ عدم یا شدن حفظ

بررسی ثانویه، و اولیه متغیرهای بین تصادفی مقایسه سپس می شود. بررسی H̄(k) بقای تابع با Y ثانویه

همچنین ،F̄٢(k) و F̄١(k) بقای توابع با مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض شد. خواهد

بقای توابع با تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١

H̄١(k;λ١) =
αF̄ λ١

١ (k)

١ − ᾱF̄ λ١
١ (k)

, H̄٢(k;λ٢) =
βF̄ λ٢

٢ (k)

١ − β̄F̄ λ٢
٢ (k)

, k ∈ N,

می شود: داده نشان آنگاه ،λ١ ≤ λ٢ و α ≥ β اگر باشند.

X١ ≥st X٢ =⇒ Y١ ≥st Y٢.

می شود: حاصل زیر نتیجه آنگاه ،α ≥ β ≥ ١ و λ١ = λ٢ اگر همچنین،

X١ ≥hr X٢ =⇒ Y١ ≥hr Y٢,

متغیرهای توسط ،X٢ و X١ بین درستنمایی نسبت ترتیب جهت که شد داده نشان نقض مثال دو با

و سالخوردگی خواص با رابطه در مفاهیم و تعاریف ،٢ بخش در نمی شود. حفظ Y٢ و Y١ تصادفی

متغیر به X اولیه متغیرهای سالخورگی خواص شدن حفظ و بررسی است. شده ارائه تصادفی، ترتیب های
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معمولی، تصادفی ترتیب های انتقال شرایط ۴ بخش در سرانجام، است. شده انجام ٣ بخش در ،Y ثانویه

تعدیل متناسب خطر نرخ ثانویه متغیرهای به اولیه، متغیرهای درستنمایی نسبت ترتیب و خطر نرخ ترتیب

می شود. ارائه گسسته، پایه بقای تابع یک با شده

مفاهیم و تعاریف ٢

که باشند N = {١, ٢, · · · } مشترک تکیه گاه های با گسسته تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

،F̄ (k) = P (X > k) بقای توابع و P (Y = k) ،P (X = k) احتمال جرم توابع دارای

rY (k) = و rX(k) = P (X = k)/P (X ≥ k) خطر نرخ توابع و Ḡ(k) = P (Y > k)

باشند. P (Y = k)/P (Y ≥ k)

متغیر از بزرگتر معمولی٣، تصادفی ترتیب در X تصادفی متغیر .(٢٠٠٧ شانتیکومار، و (شیکد :١ تعریف

به یا باشد. برقرار F̄ (k) ≥ Ḡ(k) رابطه ،k ∈ N هر ازای به هرگاه (X ≥st Y ) است Y تصادفی

ریاضی، امیدهای وجود شرط با و ϕ : Rn → R صعودی تابع هر برای اگر (X ≥st Y ) دیگر، عبارت

باشد. برقرار E(ϕ(X)) ≥ E(ϕ(Y )) نابرابری

هر ازای به هرگاه (X ≥hr Y ) است Y از بزرگتر خطر۴، نرخ ترتیب در X تصادفی متغیر :٢ تعریف

اگر فقط و اگر است X ≥hr Y دیگر، عبارت به باشد. برقرار rY (k) ≥ rX(k) رابطه ،k ∈ N

باشد. k برحسب صعودی تابعی F̄ (k)/Ḡ(k) نسبت

ازای به هرگاه (X ≥lr Y ) است Y از بزرگتر درستنمایی نسبت ترتیب در X تصادفی متغیر :٣ تعریف

باشد. k برحسب صعودی تابعی P (X = k)/P (Y = k) نسبت ،k ∈ N هر

رابطه ٣ تا ١ تعاریف در شده بیان تصادفی ترتیب های بین

X ≥lr Y =⇒ X ≥hr Y =⇒ X ≥st Y.

.(١٣٩۴ همکاران، و برمال زن و ٢٠٠٧ شانتیکومار، و شیکد ،٢٠٠٢ استویان، و (مولر است برقرار

3Usual stochastic order
4 Hazard rate order
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نابرابری هرگاه است، (ILR) صعودی درستنمایی نسبت دارای X تصادفی متغیر الف- :۴ تعریف

P (X = k + ٢)P (X = k) ≤ P ٢(X = k + ١) , k ∈ N, (٣)

است، (DLR) نزولی درستنمایی نسبت خاصیت دارای X تصادفی متغیر ترتیب، همین به باشد. برقرار

شود. عوض (٣) نابرابری جهت هرگاه

صعودی تابعی r(k) هرگاه است، (IFR) صعودی خطر نرخ خاصیت دارای X تصادفی متغیر ب-

همین به باشد. k از نزولی تابعی F̄ (k + ١)/F̄ (k) نسبت معادل، بطور یا باشد k ∈ N برحسب

نزولی تابعی r(k) هرگاه است، (DLR) نزولی خطر نرخ خاصیت دارای X تصادفی متغیر ترتیب،

باشد. k از صعودی تابعی F̄ (k + ١)/F̄ (k) نسبت معادل، بطور یا باشد k ∈ N برحسب

[F̄ (k)]١/k هرگاه است، (IFRA) صعودی خطر نرخ میانگین خاصیت Xدارای تصادفی متغیر ج-

متغیر ترتیب، همین به .[F̄ (k)]١/k ≥ [F̄ (k+ ١[(١/(k+١) دیگر، عبارت به یا باشد k در نزولی تابعی

صعودی تابعی [F̄ (k)]١/k هرگاه است، (DFRA) نزولی خطر نرخ میانگین خاصیت دارای X تصادفی

.[F̄ (k)]١/k ≤ [F̄ (k + ١[(١/(k+١) دیگر، عبارت به یا باشد k در

هرگاه است، (NBU) کارکرده از بهتر نو خاصیت دارای X تصادفی متغیر د-

F̄ (j + k) ≤ F̄ (j)F̄ (k) , j, k ∈ N. (۴)

نابرابری جهت هرگاه است، (NWU) کارکرده از بدتر نو خاصیت دارای X تصادفی متغیر ترتیب، همین به

شود. عوض (۴)

سالخوردگی خواص ٣

H̄(k) بقای تابع دارای Y ثانویه متغیر و F̄ (k) بقای تابع دارای X اولیه تصادفی متغیر کنید فرض

می تواند شرایطی تحت ،X تصادفی متغیر بودن DFR یا IFR خاصیت که می دهد نشان زیر قضیه باشد.

می کند. پیدا انتقال Y متغیر به

دارای نیز Y توزیع α ≥ ١ برای آنگاه باشد، IFR خاصیت دارای X تصادفی متغیر اگر الف- :١ قضیه

است. IFR خاصیت
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دارای نیز Y توزیع α ≤ ١ برای آنگاه باشد، DFR خاصیت دارای X تصادفی متغیر اگر ب-

است. DFR خاصیت

صورت به Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع الف- برهان:

rY (k) =
P (Y = k)

H̄(k − ١)
=

F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k)

F̄ λ(k − ١)(١ − ᾱF̄ λ(k))
, α > ٠ , λ > ٠,

یا .rY (k) ≤ rY (k + ١) شود داده نشان است کافی ،Y خطر نرخ بودن صعودی اثبات برای است.

دیگر، عبارت به

F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k)

F̄ λ(k − ١)(١ − ᾱF̄ λ(k))
≤ F̄ λ(k)− F̄ λ(k + ١)
F̄ λ(k)(١ − ᾱF̄ λ(k + ١))

.

١)/١ − که گرفت نتیجه می توان است، ᾱ = ١ − α ≤ ٠ و F̄ (k) > F̄ (k + ١) اینکه به توجه با

α ≥ ١ برای بنابراین است. α ≥ ١ برای k برحسب صعودی تابعی ᾱF̄ λ(k))

١
١ − ᾱF̄ λ(k)

≤ ١
١ − ᾱF̄ λ(k + ١)

. (۵)

۴-ب، تعریف پایه پر است، صعودی خطر نرخ خاصیت دارای X تصادفی متغیر چون دیگر، طرف از

F̄ (k)

F̄ (k − ١)
≥ F̄ (k + ١)

F̄ (k)
یا F̄ ٢(k) ≥ F̄ (k − ١)F̄ (k + ١) k = ١, ٢, · · · .

رابطه آن، طرفین از F̄ λ(k)F̄ λ(k − ١) کردن کم و دوم کمیت رساندن λ توان با

F̄ λ(k)F̄ λ(k − ١)− F̄ ٢λ(k) ≤ F̄ λ(k)F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k − ١)F̄ λ(k + ١),

می دهد نتیجه که می آید، دست به

F̄ λ(k − ١)− F̄ λ(k)

F̄ λ(k − ١)
≤ F̄ λ(k)− F̄ λ(k + ١)

F̄ λ(k)
. (۶)

می شود. حاصل مطلوب نتیجه ،(۶) و (۵) نامنفی روابط طرفین ضرب با اکنون
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می شود. اثبات الف بند همانند بند این ب- برهان:

صورت به صعودی خطر نرخ خاصیت با را X گسسته تصادفی متغیر .(١٩٨٢ بولینگر، و (سلویا :١ مثال

P (X = k) =
(k − c) ck−١

k!
, ٠ < c ≤ ١ , k ∈ N,

صورت به Y خطر نرخ تابع است، F̄ (k) = ck/k! صورت به X بقای تابع چون بگیرید. نظر در

rY (k) =
( ck−١

(k−١)!)
λ − ( c

k

k! )
λ

( ck−١

(k−١)!)
λ (١ − ᾱ( c

k

k! )
λ)
,

نتایج ،c = ٩ و α = ٠/١ ،λ = ٢ ازای به است.

rY (٢) = ٠/٩٣۵۶ , rY (٣) = ٠/٩٢٢٢ , rY (۴) = ٠/٩۵٠٠,

بنابراین نزولی. نه و است صعودی نه Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع می دهد نشان که می آید، دست به

نکند. پیدا انتقال Y متغیر به است ممکن ،X متغیر IFR خاصیت α < ١ ازای به

صورت به گسسته وایبول توزیع Xدارای تصادفی متغیر کنید فرض .(١٩٧۵ اوساکی، و (ناکاگاوا :٢ مثال

P (X = k) = q(k−١)β − qk
β

, ٠ < q ≤ ١ , β > ٠ , k ∈ N,

از: عبارتند ترتیب به X تصادفی متغیر با متناظر خطر نرخ تابع و بقا تابع باشد.

F̄ (k) = qk
β

, rX(k) = ١ − qk
β−(k−١)β .

تابع همچنین است. DFR خاصیت دارای توزیع ها از خانواده این ،٠ < β < ١ برای داد نشان می توان

از: است عبارت Y تصادفی متغیر خطر نرخ

rY (k) =
qλ(k−١)β − qλk

β

qλ(k−١)β (١ − ᾱqλkβ )
. (٧)
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نتایج ،β = ٠/٨ و q = ٠/۵ ،α = ۵ ،λ = ٢ ازای به

rY (٢) = ٠/۴٧٢٨ , rY (۴) = ٠/۵۴۵٨ , rY (١٣) = ٠/۴٨۴٧,

بنابراین نزولی. نه و است صعودی نه Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع می دهد نشان که می آید، دست به

که داشت توجه باید نشود. حفظ Y متغیر توسط است ممکن ،X متغیر DFR خاصیت ،α > ١ ازای به

.(١٩٨١ پروشان، و (بارلو می دهد نتیجه را (DFRA) IFRA خاصیت (DFR)، IFR خاصیت

احتمال جرم تابع با ،S گسسته توزیع دارای X کنید فرض .(٢٠٠٣ گادوین، و (براکومند :٣ مثال

P (X = k) = p(١ − a)k
k−١∏
i=١

(١ − p+ pai) , ٠ < p ≤ ١, ٠ < a < ١, k ∈ N,

X بنابراین است. ،rX(k) = p(١ − a)k صورت به صعودی تابعی توزیع، این خطر نرخ تابع باشد.

رابطه ،λ = ٢ و α = ٠/٢ ،a = ۶ ،p = ٠/۵ برای است. IFRA خاصیت دارای

(H̄(k))١/k =



٠/١١٢١٨۴۶ k = ١

٠/١٣٧٢۴١ k = ٢

٠/١٣۴١٩۵ k = ٣

٠/١٢۴٩۵٧ k = ۴

٠/١١۵۴٨۴٧ k = ۵,

بنابراین ندارد. را DFRA یا IFRA خاصیت Y یعنی نیست، نزولی یا صعودی تابعی که می آید، دست به

نکند. حفظ را خاصیتی چنین Y است ممکن α < ١ برای باشد، IFRA خاصیت دارای X اگر

احتمال جرم تابع با گسسته پاراتو توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :۴ مثال

F̄ (k) = (
d

k + d
)c, c > ٠, d > ٠ k ∈ N,
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صورت به Y تصادفی متغیر بقای تابع است. DFRA نتیجه در و DFR خاصیت دارای X متغیر باشد.

H̄(k) =
α ( d

k+d)
λc

١ − ᾱ ( d
k+d)

λc
,

رابطه ،λ = ٢ و c = ٣ ،d = ٢ ،α = ۶ برای است.

(H̄(k))١/k =


٠/٣۶۶٠ k = ١

٠/٢٨٧٨ k = ٣

٠/٣٠٠۶ k = ۴

٠/٣١٨٠ k = ۵,

بنابراین .DFRA نه و هست IFRA نه Y بنابراین است. نزولی نه و صعودی تابعی نه که می آید، دست به

نکند. حفظ را خاصیتی چنین Y است ممکن α > ١ برای آنگاه باشد، DFRA خاصیت دارای X اگر

دارای Y تصادفی متغیر ،α ≥ ١ برای آنگاه باشد NBU خاصیت دارای X کنید فرض الف- :٢ قضیه

است. NBU خاصیت

دارای Y تصادفی متغیر ،α ≤ ١ برای آنگاه باشد NWU خاصیت دارای X کنید فرض ب-

است. NWU خاصیت

باید باشد NBU خاصیت دارای نیز Y اگر است. NBU خاصیت دارای X کنید فرض الف- برهان:

نابرابری

αF̄ λ(j + k)

١ − ᾱF̄ λ(j + k)
≤ αF̄ λ(j)

١ − ᾱF̄ λ(j)

αF̄ λ(k)

١ − ᾱF̄ λ(k)
,

دیگر، عبارت به یا باشد. برقرار

١ − ᾱF̄ λ(j + k)

F̄ λ(j + k)
≥ (١ − ᾱF̄ λ(j))(١ − ᾱF̄ λ(k))

αF̄ λ(j)F̄ λ(k)
. (٨)
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با معادل ،(٨) رابطه داد نشان می توان اخیر رابطه طرفین به ᾱ کردن اضافه با

١
F̄ λ(j + k)

≥ ١ − ᾱ(F̄ λ(j) + F̄ λ(j)) + ᾱF̄ λ(j)F̄ λ(k)

αF̄ λ(j)F̄ λ(k)
, (٩)

X چون شود. اثبات (٩) رابطه است کافی ،Y تصادفی متغیر بودن NBU اثبات برای بنابراین است.

یا F̄ (j + k) ≥ F̄ (j)F̄ (k) نابرابری است NBU خاصیت دارای

١
F̄ λ(j + k)

≥ ١
F̄ λ(j)F̄ λ(k)

, (١٠)

نابرابری ،α ≥ ١ ازای به که می شود ادعا دیگر، طرف از است. برقرار

١ − ᾱ(F̄ λ(j) + F̄ λ(k)) + ᾱF̄ λ(j)F̄ λ(k) ≤ α, (١١)

اثبات قابل راحتی به مشترک جمله اتحاد از استفاده سپس و طرفین از ᾱ حذف با ادعا این است. برقرار

گرفت: نتیجه می توان (١١) و (١٠) روابط از اکنون است.

١
F̄ λ(j + k)

≥ ١
F̄ λ(j)F̄ λ(k)

=
١ − ᾱ(F̄ λ(j) + F̄ λ(j)) + ᾱF̄ λ(j)F̄ λ(k)

{١ − ᾱ(F̄ λ(j) + F̄ λ(j)) + ᾱF̄ λ(j)F̄ λ(k)} F̄ λ(j)F̄ λ(k)

≥ ١ − ᾱ(F̄ λ(j) + F̄ λ(j)) + ᾱF̄ λ(j)F̄ λ(k)

α F̄ λ(j)F̄ λ(k)
,

می شود. اثبات الف بند همانند بند، این ب- برهان:

احتمال جرم تابع با ،S گسسته توزیع دارای X کنید فرض .(٢٠٠٣ گادوین، و (براکومند :۵ مثال

P (X = k) = p(١ − a)k
k−١∏
i=١

(١ − p+ pai) , ٠ < p ≤ ١, ٠ < a < ١ , k ∈ N,
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از: عبارتند ترتیب به توزیع این با متناظر خطر نرخ تابع و بقا تابع باشد.

F̄ (k) =

k∏
i=١

(١ − p+ pai) , rX(k) = p(١ − a)k.

صورت به Y توزیع بقای تابع

H̄(k) =
α
∏k

i=١)١ − p+ pai)λ

١ − ᾱ
∏k

i=١)١ − p+ pai)λ
,

نتیجه ،λ = ٢ و α = ٠/٢ ،a = ٠/۶ ،p = ٠/٣ ،k = ٣ ،j = ٢ برای است.

H̄(j + k) = ٠/٠٠١۴٣ ̸≤ ٠/٠٠١٢١ = H̄(j)H̄(k),

α < ١ برای بنابراین می شود. نقض Y تصادفی متغیر بودن NBU خاصیت نتیجه در می آید، دست به

نکند. پیدا انتقال Y تصادفی متغیر به است ممکن ،X تصادفی متغیر بودن NBU خاصیت

صورت به گسسته وایبول توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :۶ مثال

P (X = k) = q(k−١)β − qk
β
, ٠ < q ≤ ١ , β > ٠ , k ∈ N,

از: است عبارت X تصادفی متغیر بقای تابع باشد.

F̄ (k) = qk
β
, ٠ < q ≤ ١ , β > ٠ , k ∈ N.

صورت به Y بقای تابع است. NWU خاصیت دارای X تصادفی متغیر ،٠ < β < ١ برای نتیجه در

H̄(k) =
αqλ kβ

١ − ᾱqλ kβ
.
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نتیجه ،λ = ٢ و α = ۵ ،β = ٠/٨ ،q = ٠/۵ ،k = ٣ ،j = ٢ برای است.

H̄(j + k) = ٠/٠٣٢٠ ̸≥ ٠/٠۵١١ = H̄(j)H̄(k),

برای بنابراین می شود. نقض Y تصادفی متغیر بودن NWU خاصیت می دهد نشان که می شود، حاصل

نشود. حفظ Y تصادفی متغیر توسط است ممکن ،X تصادفی متغیر بودن NWU خاصیت α > ١

احتمال جرم تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :٧ مثال

P (X = k) =


٠/١ k = ٢

٠/٢۵ k = ٣

٠/٣۵ k = ۴

٠/٣ k = ۵,

است. ILR خاصیت دارای خانواده این که داد نشان می توان سادگی به ،۴ تعریف الف بند پایه بر باشد.

صورت به Y احتمال جرم تابع α = ١٣ و λ = ٢ برای

P (Y = k) =


٠/٠١٨ k = ٢

٠/٠٧٨ k = ٣

٠/٣۴٢ k = ۴

٠/۵۶٣ k = ۵,

DLR و ILR خاصیت های از هیچیک دارای Y تصادفی متغیر ،۴ تعریف الف بند پایه بر که است،

نیست.

احتمال جرم تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :٨ مثال

P (X = k) =


٠/٣ k = ٢

٠/٣۴ k = ٣

٠/٢۶ k = ۴

٠/١ k = ۵,
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α = ٠/١ و λ = ٢ برای است. ILR خاصیت دارای خانواده این که داد نشان می توان سادگی به باشد.

صورت به Y احتمال جرم تابع

P (Y = k) =


٠/٩١٢٣۴٣۵ k = ٢

٠/٠٧٢٩٨۵٢٧ k = ٣

٠/٠١٣۶۶٢١٧ k = ۴

٠/٠٠١٠٠٩٠٨٢ k = ۵,

متغیر ILR خاصیت بنابراین نیست. DLR و ILR خاصیت های از هیچیک دارای Y نتیجه در است.

نمی کند. پیدا انتقال Y متغیر به α > ١ برای ،X تصادفی

احتمال جرم تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :٩ مثال

P (X = k) =


٠/٣۶ k = ١

٠/٢۶ k = ٢

٠/٢١ k = ٣

٠/١٧ k = ۴,

α = ١٩ و λ = ٢ برای است. DLR خاصیت دارای خانواده این که داد نشان می توان سادگی به باشد.

صورت به Y احتمال جرم تابع

P (Y = k) =


٠/٠٧٠۵١۴٠۵ k = ١

٠/١۶٧٢٠۵۴ k = ٢

٠/۴٠١٠٧٨ k = ٣

٠/٣۶١٢٠٢۵ k = ۴,

متغیر DLR خاصیت بنابراین نیست. DLR و ILR خاصیت های از هیچیک دارای Y نتیجه در است.

نمی کند. پیدا انتقال Y متغیر به α > ١ برای ،X تصادفی
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احتمال جرم تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :١٠ مثال

P (X = k) =


٠/٢۶ k = ١

٠/١٨ k = ٢

٠/٢۴ k = ٣

٠/٣٢ k = ۴,

α = ٠/١ و λ = ٢ برای است. DLR خاصیت دارای خانواده این که داد نشان می توان سادگی به باشد.

صورت به Y احتمال جرم تابع

P (Y = k) =


٠/٨٩٢٠٢۶٢ k = ١

٠/٠۶۴٢٨٢٣٣ k = ٢

٠/٠٣٢۴١١٩۶ k = ٣

٠/٠١١٢٧٩۵٢ k = ۴,

خاصیت بنابراین نیست. DLR و ILR خاصیت های از هیچیک دارای Y تصادفی متغیر نتیجه در است.

نمی شود. حفظ Y متغیر برای α < ١ ازای به ،X تصادفی متغیر DLR

تصادفی مقایسه های ۴

برای روش ساده ترین می رسد. نظر به ضروری تصادفی متغیر دو مقایسه  آماری، مسائل از بسیاری در

نهایت در شاخص ها این اما است. پراکندگی و مرکزی شاخص های از استفاده تصادفی، متغیر دو مقایسه 

محققان این رو از نمی کنند. منتقل تصادفی، متغیر توزیع مورد در را زیادی اطلاعات و هستند عدد یک

مسائل و روش ها این آورده اند. روی باشند توزیع   ها از بیشتری اطلاعات کننده  منعکس که روش هایی به

می گنجند. تصادفی ترتیب های بحث در آنها به مربوط نظری

باشند. F̄٢(k) و F̄١(k) بقای توابع با ترتیب به مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض
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بقای توابع با ترتیب به تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١ کنید فرض همچنین

H̄١(k;λ١) =
αF̄ λ١

١ (k)

١ − ᾱF̄ λ١
١ (k)

, H̄٢(k;λ٢) =
βF̄ λ٢

٢ (k)

١ − β̄F̄ λ٢
٢ (k)

,

معمولی، تصادفی ترتیب لحاظ از ها Yi و ها Xi بین تصادفی مقایسه شدن حفظ بخش، این در باشند.

می گیرد. قرار مطالعه مورد درستنمایی، نسبت ترتیب و خطر نرخ ترتیب

باشند. F̄٢(k) و F̄١(k) بقای توابع با ترتیب به مستقل تصادفی متغیر X٢دو X١و کنید فرض :٣ قضیه

H̄٢(k;λ٢) و H̄١(k;λ١) بقای توابع با دیگر مستقل تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١ کنید فرض همچنین

آنگاه ،λ١ ≤ λ٢ و α ≥ β اگر باشند.

X١ ≥st X٢ =⇒ Y١ ≥st Y٢.

است کافی است. برقرار F̄١(k) ≥ F̄٢(k) نابرابری صورت این در .X١ ≥st X٢ کنید فرض برهان:

معادل: طور به یا .H̄١(k;λ١) ≥ H̄٢(k;λ٢) که شود داده نشان

αF̄ λ١
١ (k)

١ − ᾱF̄ λ١
١ (k)

/
βF̄ λ٢

٢ (k)

١ − β̄F̄ λ٢
٢ (k)

≥ ١. (١٢)

می شود نتیجه (١٢) رابطه چپ سمت کردن ساده با

αF̄ λ١
١ (k) (١ − (١ − β)F̄ λ٢

٢ (k))

βF̄ λ٢
٢ (k) (١ − (١ − α)F̄ λ١

١ (k))
=
αF̄ λ١

١ (k)− αF̄ λ١
١ (k) F̄ λ٢

٢ (k) + αβF̄ λ١
١ (k) F̄ λ١

٢ (k)

βF̄ λ٢
٢ (k)− β F̄ λ١

١ (k) F̄ λ٢
٢ (k) + αβF̄ λ١

١ (k) F̄ λ٢
٢ (k)

=
αF̄ λ١

١ (k)(١ − F̄ λ٢
٢ (k)) + αβF̄ λ١

١ (k) F̄ λ٢
٢ (k)

βF̄ λ٢
٢ (k)(١ − F̄ λ١

١ (k)) + αβF̄ λ١
١ (k) F̄ λ٢

٢ (k)
.

رابطه که است برقرار صورتی در (١٢) رابطه بنابراین

αF̄ λ
١ (k)(١ − F̄ λ

٢ (k)) ≥ βF̄ λ
٢ (k)(١ − F̄ λ

١ (k)), (١٣)

می آید. دست به F̄١(k) ≥ F̄٢(k) رابطه ،λ١ ≤ λ٢ و α ≥ β فرض با این رو از که باشد، برقرار
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،F̄٢(k) و F̄١(k) بقای توابع با ترتیب به مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض :۴ قضیه

α ≥ اگر باشند. H̄٢(k;λ) و H̄١(k;λ) بقای توابع با مستقل تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١ همچنین

آنگاه ،β ≥ ١

X١ ≥hr X٢ =⇒ Y١ ≥hr Y٢.

صورت به ترتیب به Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای خطر نرخ توابع برهان:

rY١(k) =
F̄ λ

١ (k − ١)− F̄ λ
١ (k)

F̄ λ
١ (k − ١)(١ − ᾱF̄ λ

١ (k))
, rY٢(k) =

F̄ λ
٢ (k − ١)− F̄ λ

٢ (k)

F̄ λ
٢ (k − ١)(١ − β̄F̄ λ

٢ (k))
,

خطر، نرخ ترتیب چون باشد. برقرار rY١(k) ≤ rY٢(k) نابرابری ،k ∈ N ازای به که است کافی هستند.

،k ∈ N هر ازای به که می شود نتیجه X١ ≥hr X٢ از بنابراین می دهد، نتیجه را معمولی تصادفی ترتیب

نابرابری می توان ،α ≥ β ≥ ١ به توجه با که است برقرار F̄١(k) ≥ F̄٢(k) رابطه

١
١ − ᾱF̄ λ

١ (k)
≤ ١

١ − β̄F̄ λ
٢ (k)

, (١۴)

است، k از صعودی تابعی F̄١(k)/F̄٢(k) نسبت ،X١ ≥hr X٢ چون دیگر، طرف از گرفت. نتیجه را

یعنی

F̄ λ
١ (k)

F̄ λ
١ (k − ١)

≥ F̄ λ
٢ (k)

F̄ λ
٢ (k − ١)

. (١۵)

رابطه یک، با آن کردن جمع و منفی علامت یک در (١۵) رابطه طرفین کردن ضرب با

F̄ λ
١ (k − ١)− F̄ λ

١ (k)

F̄ λ
١ (k − ١)

≤ F̄ λ
٢ (k − ١)− F̄ λ

٢ (k)

F̄ λ
٢ (k − ١)

, (١۶)

.rY١(k) ≤ rY٢(k) داریم (١۶) و (١۴) نامنفی روابط طرفین ضرب از اکنون می آید. دست به

متغیرهای توسط است ممکن ،X٢ X١و میان درستنمایی نسبت ترتیب که می دهند نشان زیر مثال دو

نشود. حفظ Y٢ و Y١ تصادفی
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زیر احتمال جرم توابع دارای X٢ و X١ تصادفی متغیرهای کنید فرض :١١ مثال

P (X١ = k) =



٠ k = ١

٠/٢ k = ٢

٠/٣ k = ٣

٠/٢ k = ۴

٠/٣ k = ۵,

و

P (X٢ = k) =



٠ k = ١

٠/٣ k = ٢

٠/۴ k = ٣

٠/٢ k = ۴

٠/١ k = ۵,

که داشت توجه باید اما است. برقرار X١ ≥lr X٢ تصادفی نابرابری داد نشان می توان سادگی به باشند.

نتایج ،λ = ٢ و α = ۵ برای

h(٢)١
h(٢)٢

= ٠/۵٨۶٩ ,
h(٣)١
h(٣)٢

= ٠/۵۵١٢ ,
h١(۴)
h٢(۴)

= ١/٠۴٠٠ ,
h١(۵)
h٢(۵)

= ۶/٨٨٧٠,

.Y١ ̸≥lr Y٢ بنابراین نزولی. نه و است صعودی نه h١(k)/h٢(k) نسبت نتیجه در می آید. دست به

احتمال جرم توابع دارای X٢ و X١ تصادفی متغیرهای کنید فرض :١٢ مثال

P (X١ = k) =



٠ k = ١

٠/٢ k = ٢

٠/٣ k = ٣

٠/٢۴ k = ۴

٠/٢۶ k = ۵,
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و

P (X٢ = k) =



٠ k = ١

٠/٣ k = ٢

٠/٣ k = ٣

٠/٢ k = ۴

٠/٢ k = ۵,

برای که داشت توجه باید است. برقرار X١ ≥lr X٢ تصادفی نابرابری داد نشان می توان سادگی به باشند.

نتایج ،λ = ٢ و α = ٠/٠١

h(٢)١
h(٢)٢

= ٠/٩٩٢٠ ,
h(٣)١
h(٣)٢

= ١/٨۵٧٧ ,
h١(۴)
h٢(۴)

= ١/٧۴٩٧ ,
h١(۵)
h٢(۵)

= ١/٧۴٢١.

.Y١ ̸≥lr Y٢ نزولی، نه و است صعودی نه h١(k)/h٢(k) نسبت چون بنابراین می آیند. دست به

نتیجه گیری و بحث

تحلیل و اعتماد قابلیت در انعطاف پذیر خانواده های از یکی عنوان به شده تعدیل متناسب خطر نرخ مدل

بالاکریشنان توسط توزیع ها، از خانواده این در n از (n− k+ ١) سیستم های تصادفی مقایسه های و بقا،

در مدل این در پایه بقای تابع برای گسسته حالت مقاله، این در است. شده معرفی (٢٠١٨) همکاران و

درستنمایی نسبت و خطر نرخ معمولی، تصادفی ترتیب شدن حفظ و سالخوردگی خواص و شد گرفته نظر

(٢٠١٨) ناندا و کوندو توسط آمده دست به نتایج شده، اثبات نتایج شد. بررسی توزیع ها از خانواده این در

می دهد. تعمیم را

تشکر و تقدیر

اصلاحات باعث که ارجمند ویراستار و محترم تحریریه هیئت گرامی، داوران ارزنده پیشنهادات از نویسندگان

دارند. را فراوان تشکر و قدردانی کمال شدند مقاله بهتر ارائه و سازنده
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