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بقاء مفصل تابع مبنای بر نادرستی معیار

احمدی جعفر و حسینی تکتم سیده

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

١٣٩٩/٠١/١۵ پذیرش: تاریخ ١٣٩٨/٠٢/٢١ دریافت: تاریخ

باقیمانده نادرستی معیارهای اطلاع، نظریه  در نادرستی اندازه  ایده  از استفاده با مقاله، این در چکیده:

فرض تحت است. شده تعریف مفصل و بقاء مفصل تابع مبنای بر ترتیب به متغیره دو حالت در گذشته و

دو این بین تساوی از استفاده با همچنین است. شده داده نشان معیار دو این برابری شعاعی، تقارن

برای متناسب خطر نرخ مدل  برقراری فرض تحت شده اند. مشخص سازی شعاعی متقارن مدل های معیار،

بین تناسب فرض با همچنین است. آمده دست به شده، معرفی معیار برای کران حاشیه ای، توزیع های

شده مشخص سازی متغیره دو حالت در متناسب خطر نرخ مدل متناظرش، آنتروپی و شده معرفی نادرستی

تشریح برای است. شده استفاده نابرابری هایی آوردن دست به برای بالا مربعی ترتیب  از بعلاوه، است.

است. شده ارائه شبیه سازی روش های همراه به مثال آمده، دست به نتایج بیش تر

نرخ مفصل، شعاعی، تقارن مربعی، ترتیب های نادرستی، اندازه  اطلاع، اندازه  آنتروپی، کلیدی: واژه های

متناسب. (معکوس) خطر

متن

متن

مقدمه ١

دو برای (١٩۶١) کریج توسط که می آید شمار به  اطلاع نظریه  در مهم معیارهای از یکی ١ نادرستی اندازه 

شمارای تکیه گاه  های ،p٢(·) و p١(·) احتمال جرم تابع های با ترتیب به   Y١ و X١ گسسته  تصادفی متغیر

hosseini_toktam@mail.um.ac.ir حسینی، تکتم سیده مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس
.94A17, 62B10, 60E15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

1Inaccuracy measure
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نات است. شده تعریف I(X١, Y١) = −
∑

x∈SX١∩SY١
p١(x) log p٢(x) به صورت SY١ و SX١

به صورت Y١ و X١ پیوسته  مطلقا تصادفی متغیر دو برای را معیار این (١٩۶٨)

I(X١, Y١) = −
∫
x∈SX١∩SY١

f١(x) log g١(x)dx, (١)

هستند. SY١ و SX١ تکیه گاه های با Y١ X١و چگالی تابع های به ترتیب g١(·) و f١(·) آن در که کرد، تعریف

توزیع از نادرست استفاده  اثر در پیشامدها رخداد احتمال برآورد در آزمایش گر که را خطایی نادرستی، معیار

نشان می شود، مرتکب مشاهدات در نادرست اطلاعات وجود اثر در همچنین و F١ درست توزیع جای G١به

طول تصادفی متغیر برای چندک تابع براساس را نادرستی اندازه  (١٣٩٧) خراشادی زاده و شکرانی می دهد.

با هم توزیع Y١ تصادفی متغیر (١) رابطه  در اگر آوردند. دست به مشخص سازی نتایج و مطالعه گذشته، عمر

متغیر برای شانون دیفرانسیلی آنتروپی همان I(X١, Y١) = I(X١, X١) = H(X١) آن گاه باشد، X١

رخداد احتمال برآورد در شده مرتکب خطای میزان می تواند معیار این .(١٩۴٨ ، (شانون X١است تصادفی

معیاری عنوان به می تواند همچنین دهد. نشان را مشاهدات در نادرست اطلاعات وجود اثر در پیشامد یک

.(٢٠٠۶ ، توماس و کاور ١٣٨٧؛ ، ارقامی و (زمان زاده شود استفاده مدل تشخیص و پراکندگی تعیین برای

احتمال چگالی توابع با ترتیب به پیوسته  تصادفی بردار Yدو = (Y١, Y٢) Xو = (X١, X٢) کنید فرض

SY = (ℓY١ , rY١)×(ℓY٢ , rY٢) و SX = (ℓX١ , rX١)×(ℓX٢ , rX٢) توأم تکیه گاه های و g و f توأم

معیار این صورت در .i = ١, ٢ برای −∞ ≤ ℓXi < rXi ≤ +∞ و SX = SY طوری که باشند

به صورت متغیره دو حالت در نادرستی

BI(X,Y ) = −
∫ rX١

ℓX١

∫ rX٢

ℓX٢

f(x, y) log g(x, y)dydx, (٢)

به صورت را دومتغیره تجمعی مانده  نادرستی (٢٠١٩) کاندو و جاش است.

BCRI(X,Y ) = −
∫ rX١

ℓX١

∫ rX٢

ℓX٢

F (x, y) logG(x, y)dydx, (٣)

در (٣) و (٢) معیارهای هستند. Y و X توأم بقاء تابع های ترتیب به G و F آن در که کردند، تعریف

تجمعی مانده  آنتروپی و متغیره دو آنتروپی به ترتیب به باشند یکسانی توزیع های دارای Y و X که حالتی

آوردن دست به برای اطلاع نظریه  در مفصل توابع از استفاده اخیر سال های در می شود. تبدیل متغیره دو
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موضوع در کاری نویسندگان اطلاعات براساس ولی است. گرفته قرار پژوهشگران توجه مورد جدید، نتایج

مفصل نظریه  مفاهیم از استفاده با مقاله این در است. نشده انجام مفصل نظریه  برمبنای نادرستی اندازه 

در منظور بدین می شود. داده گسترش اطلاع نظریه  در (٣) و (٢) متغیره دو حالت در نادرستی معیارهای

مفصل تابع براساس جدید نادرستی معیار یک بعد می شوند. یادآوری مفصل توابع پایه ای مفاهیم ٢ بخش

دو حالت در تقارن مفهوم ٣ بخش در می شود. معرفی ١ مفصلی تجمعی مانده  نادرستی عنوان تحت بقا ء

نادرستی باشند، ٢ شعاعی متقارن تصادفی بردارهای اگر که می شود داده نشان سپس می شود. بیان متغیره

بررسی شرایطی همچنین می شود. برابر ٣ مفصلی تجمعی گذشته  نادرستی معیار با مفصلی تجمعی مانده 

گرفت. نتیجه را شعاعی تقارن بتوان مفصلی تجمعی گذشته  و مانده نادرستی معیار دو برابری از که می شود

به دست مفصلی مانده نادرستی برای کران هایی متناسب، خطر نرخ مدل  برقراری فرض تحت ۴ بخش در

شده معرفی نادرستی معیار بین تناسب فرض با دومتغیره توزیع های از کلاسی در همچنین می شود. آورده

دو حالت در متناسب خطر نرخ مدل که می شود داده نشان متناظرش آنتروپی و بقاء مفصل تابع براساس

ارائه شده، معرفی معیار برای نابرابری ۴ بالا مربعی ترتیب از استفاده با ۵ بخش در می شود. برقرار متغیره

مثلث نامساوی تصادفی، بردارهای بین تصادفی ترتیب نوع این فرض با می شود داده نشان بعلاوه می شود.

در می شود، مطرح مقاله این در که نتایجی از برخی بیش تر بررسی منظور به است. برقرار معیار این برای

روش های از استفاده با نیز ۶ بخش در شد. خواهد داده نشان نیز RI تقارن عدم آنها در و بیان مثال هایی

نتایج پرداخته از تعدادی بررسی به (MSE) برآوردگر خطای دوم های توان میانگین معیار و شبیه سازی

می شود.

مقدماتی نتایج و مفصل تابع ٢

اگر می دهند. ربط آن ها کناری  توزیع های به را متغیره چند توزیع تابع های که هستند توابعی مفصل ها

با F تجمعی توزیع تابع (١٩۵٩) اسکلار قضیه  از استفاده با آن گاه باشد، دومتغیره مفصل تابع C(·, ·)

به صورت می تواند F٢ و F١ کناری توزیع توابع

F (x, y) = C(F١(x), F٢(y)), x, y ∈ R = [−∞,+∞], (۴)
1Copula cumulative residual inaccuracy
2Radially symmetric
3Copula cumulative past inaccuracy
4Upper orthant order
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به صورت مفصل تابع با که می شود داده نشان Ĉ(u, v) نماد با بقاء مفصل تابع شود. مرتبط

Ĉ(u, v) = −١ + u+ v + C(١ − u, ١ − v), (۵)

بقاء تابع های F ٢(·) و F ١(·) و باشد تصادفی بردار یک بقاء تابع F (·, ·) کنید فرض است. ارتباط در

برابری این صورت در باشند، کناری

F (x, y) = Ĉ(F ١(x), F ٢(y)), x, y ∈ R = [−∞,+∞], (۶)

می شود نتیجه (۶) رابطه  در v = F ٢(y) و u = F ١(x) متغیر تغییر با است. برقرار

Ĉ(u, v) = F (F
−١
١ (u), F

−١
٢ (v)). (٧)

شود. مراجعه (٢٠٠٧) نلسن به آن کاربردهای و مفصل نظریه  درباره  بیش تر جزئیات برای

به توجه با را داده ها با مناسب بقاء مفصل تابع یا مفصل تابع داده ها، توأم توزیع برآورد جای به  گاهی

است ممکن نادرست داده های یا و گمشده داده های وجود خاطر به می کنند. برآورد وابستگی شان ساختار

(١٣٩٧) احمدی و حسینی منظور همین به شود. اشتباه اصلی بقاء مفصل تابع یا مفصل تابع تشخیص در

به صورت را مفصلی تجمعی گذشته  نادرستی معیار

PI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
CX (u, v) logCY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu, (٨)

مفصل CX (·, ·) درست مفصل تابع از استفاده جای به که دارد کاربرد وقتی معیار این کردند. معرفی

کاربرد PI باشد، توجه مورد بقاء مفصل تابع مفصل، تابع جای به اگر حال می شود. گرفته کار به CY (·, ·)

کنید فرض می شود. معرفی مفصلی تجمعی مانده  نادرستی عنوان با جدید معیاری منظور به همین ندارد.

طوری که به باشد، داشته وجود ĈY و ĈX بقاء مفصل توابع

F (x, y) = ĈX (F ١(x), F ٢(y)) و G(x, y) = ĈY (G١(x), G٢(y)).
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به صورت مفصلی تجمعی مانده  نادرستی این حالت در

RI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
ĈX (u, v) log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu, (٩)

گذشته  نادرستی مانند (٩) معیار و ٠ ≤ Ĉ(·, ·) ≤ ١ پس است، مفصل تابع Ĉ چون می شود. تعریف

RI(X,Y ) = RI(X,X) آن گاه باشند، هم توزیع Y و X اگر است. نامنفی همواره مفصلی تجمعی

داده نشان RE(X) نماد با و است معروف مفصلی تجمعی مانده  آنتروپی به RI(X,X) آن در که

این صورت در هستند. هم توزیع X٢ و X١ با ترتیب به Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای کنید فرض می شود.

به (٩) معیار

RI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
ĈX (u, v) log ĈY (u, v)dvdu,

می شود. بیان آن برای نتایجی بعدی بخش های در که می شود، تبدیل

تقارن مفروضات تحت نتایجی ٣

است شعاعی متقارن (a, b) نقطه  پیرامون X = (X١, X٢) تصادفی بردار شعاعی). (تقارن ١ تعریف

یکسانی توأم توزیع تابع های (a−X١, b−X٢) و (X١−a,X٢−b) تصادفی بردارهای اگر تنها و اگر

.F (a+ x, b+ y) = F (a− x, b− y) ،(x, y) ∈ SX هر برای دیگر، عبارتی به باشند. داشته

شود. مراجعه (٢٠٠٢) جرارد و امبلارد به متغیره دو حالت در تقارن درباره  بیش تر اطلاعات برای

به صورت Y و X تصادفی بردارهای گاه تکیه کنید فرض .١ گزاره

S = (a− c, a+ c)× (b− d, b+ d), a, b ∈ R, c, d > ٠,

.RI(X,Y ) = PI(X,Y ) آن گاه باشند، شعاعی متقارن Y و X اگر باشد.

تصادفی، بردارهای شعاعی تقارن بنابر برهان:

F (٢a− x, ٢b− y) = F (x, y), G(٢a− x, ٢b− y) = G(x, y), (x, y) ∈ S.
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می شود نتیجه (٩) و (٧) رابطه های از بنابراین

RI(X,Y )=−
∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx

=−
∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f٢)١a− z)f٢)٢b− w)F (z, w) logG(z, w)dwdz. (١٠)

برابری می توان (۶) و (۴) به توجه با است شعاعی متقارن X تصادفی بردار چون دیگر، طرفی از

CX (F٢)١a− x), F٢)٢b− y)) = ĈX (F ١(x), F ٢(y)), (١١)

y = b−d برای بنابراین گرفت. نتیجه می توان مشابه طور به نیز Y تصادفی بردار برای آورد. دست به را

از .F٢)٢b − y) = F ٢(y) و F٢)١a − x) = F ١(x) که می شود نتیجه ترتیب به x = a − c و

می آید. دست به RI(X,Y ) = PI(X,Y ) برابری (٨) به توجه با (١٠)

متقارن توزیع های دارای ترتیب به Y Xو اگر که است متغیره یک حالت در نتایج تعمیم ١ گزاره  حقیقت در

تجمعی نادرستی و است باقیمانده آنتروپی برابر گذشته تجمعی آنتروپی آنگاه باشند، صفر حول G و F

با متغیره دو توزیع های کلاس ،١ گزاره  نتیجه  عکس برای است. باقیمانده تجمعی نادرستی برابر گذشته

به صورت S = (a− c, a+ c)× (b− d, b+ d) تکیه گاه

C١ = {H : H(a+ x, b+ y) ≤ یا ≥ H(a− x, b− y), }

.a, b ∈ R ،c, d > ٠ آن  در که بگیرید، درنظر را

S با برابر Y و X تصادفی بردارهای گاه تکیه و RI(X,Y ) = PI(X,Y ) کنید فرض .٢ گزاره

است. شعاعی متقارن نیز Y آن گاه G ∈ C١ و باشد شعاعی متقارن X اگر باشد.

داریم (٩) و (۶) از استفاده با برهان:

RI(X,Y ) = −
∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx. (١٢)
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داریم (٨) و (۴) از استفاده با همچنین

PI(X,Y ) = −
∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx. (١٣)

می شود نتیجه (١٣) و (١٢) روابط از RI(X,Y ) = PI(X,Y ) فرض به توجه با

∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx =∫ a+c

a−c

∫ b+d

b−d
f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx.

داریم است، شعاعی متقارن X چون

∫ c

−c

∫ d

−d
f١(a− z)f٢(b− w)F (a− z, b− w) log

G(a− z, b− w)

G(a+ z, b+ w)
dwdz = ٠. (١۴)

می شود. نتیجه G(a+ x, b+ y) = G(a− x, b− y) برابری (١۴) رابطه  از G ∈ C١ فرض طبق

متناسب خطرات نرخ مدل فرض تحت نتایجی ۴

حقیقی مقدار α آن در که باشد، برقرار F (·) = F
α
٠ (·) برابری F٠ و F احتمال توزیع تابع دو برای اگر

تابع با متناسب خطر نرخ مدل خانواده  به متعلق F گویند صورت این در است، یک مخالف و نامنفی

که دارد اعتماد قابلیت نظریه  و بقاء تحلیل مباحث در فراوانی کاربردهای مدل این است. F٠ پایه  توزیع

بر و لوماکس رایلی، پارامتری، یک وایبل نمایی، جمله، از معروف آماری توزیع های از زیادی تعداد شامل

و درستنمایی استنباط (١٣٩٢) ریاحی و فارسی پور سنجری .(٢٠٠٧ ، الکین و (مارشال است ١٢ نوع

رکوردی داده های براساس معکوس و متناسب خطر نرخ خانواده های در تنش-مقاومت پارامتر برای بیزی

دادند. انجام

باشیم داشته t > ٠ هر برای و باشند یک دیگر از مستقل Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای اگر .٣ گزاره
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آن گاه هستند، یک با مخالف و نامنفی حقیقی مقادیر β و α که G٢(t) = F
β
٢ (t) و G١(t) = F

α
١ (t)

٢
٣۶

(α+ β) ≤ RI(X,Y ) ≤ ٧
٣۶

(α+ β).

داریم (٩) رابطه  به توجه با برهان:

RI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
ĈX (u, v) log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu.

نتیجه max{u + v − ١, ٠} ≤ C(u, v) ≤ min{u, v} فرشه-هافدینگ١ نامساوی از استفاده با

می شود

RI(X,Y ) ≤ −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
min{u, v} log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu

= −
∫ ١

٠

∫ u

٠
v log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu

−
∫ ١

٠

∫ ١

u
u log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu.

داریم Y٢ و Y١ استقلال فرض از استفاده با

RI(X,Y ) ≤ −
∫ rX١

ℓX١

f١(x) logG١(x)

∫ rX٢

F−١
٢ (F١(x))

f٢(y)F ٢(y) logG٢(y)dydx

−
∫ rX١

ℓX١

f١(x)

∫ rX٢

F−١
٢ (F١(x))

f٢(y)F ٢(y) logG٢(y)dydx

−
∫ rX١

ℓX١

f١(x)F ١(x) logG١(x)

∫ F−١
٢ (F١(x))

ℓX٢

f٢(y)dydx

−
∫ rX١

ℓX١

f١(x)F ١(x)

∫ F−١
٢ (F١(x))

ℓX٢

f٢(y) logG٢(y)dydx.

1Frechet-Hoeffding inequality



٣٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج. احمدی، و ت. س. حسینی،

نابرابری جزء، به جزء روش با انتگرال حل و G٢(t) = F
β
٢ (t) و G١(t) = F

α
١ (t) دادن قرار با

RI(X,Y ) ≤ ٧
٣۶

(α+ β), (١۵)

از C(·, ·) مفصل تابع هر برای max{u + v − ١, ٠} ≤ C(u, v) نامساوی چون می آید. دست به

می شود نتیجه (٩) رابطه  از بنابراین است، برقرار ĈX (·, ·) بقاء مفصل جمله

RI(X,Y )≥−
∫ ١

٠

∫ ١

٠
max{u+ v − ١, ٠} log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu

=−
∫ ١

٠

∫ ١

١−u
(u+ v − ١) log ĈY (G١(F

−١
١ (u)), G٢(F

−١
٢ (v)))dvdu.

می شود. حاصل RI(X,Y ) ≥ ٢
٣۶

(α+ β) نابرابری (١۵) با مشابه طور به

باشد، Xi با هم توزیع Yi تصادفی متغیر و باشند هم از مستقل Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای اگر .١ فرع

آن گاه

۴
٣۶

≤ RI(X,Y ) ≤ ١۴
٣۶
.

خطر نرخ مدل در α ̸= ١ و α > ٠ با G(x, y) = F
α
(x, y) به صورت Y و X اگر .۴ گزاره

.RI(X,Y ) = αRE(X) آن گاه کنند، صدق متناسب

داریم (٩) و  (۶) از برهان:

RI(X,Y ) = −
∫ rX١

ℓX١

∫ rX٢

ℓX٢

f١(x)f٢(y)F (x, y) logG(x, y)dydx. (١۶)

می آید. دست به نتیجه (١۶) رابطه  در G(x, y) = F
α
(x, y) دادن قرار با

خانواده  به متعلق G و α ̸= ١ ،α > ٠ طوری که RI(X,Y ) = αRE(X) اگر .۵ گزاره

به صورت متناسب خطرات نرخ مدل در Y و X آن گاه باشد، {H;H(x, y) ≥ (≤)F
α
(x, y)}

می کنند. صدق G(x, y) = F
α
(x, y)

این که به توجه با و (١۶) رابطه  و RI(X,Y ) = αRE(X) فرض به بنا برهان:
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می شود نتیجه RE(X) = RI(X,X)

∫ rX١

ℓX١

∫ rX٢

ℓX٢

F (x, y)f١(x)f٢(y) log
G(x, y)

F
α
(x, y)

dydx = ٠. (١٧)

.G(x, y) = F
α
(x, y) می شود نتیجه (١٧) از ،G(x, y) ≥ (≤)F

α
(x, y) چون

RI برای بالا مربعی ترتیب براساس نتایجی ۵

بردار با مساوی یا کوچک تر بالا، مربعی ترتیب در را X تصادفی بردار بالا). مربعی (ترتیب ٢ تعریف

و باشد برقرار F (x, y) ≤ G(x, y) نابرابری (x, y) ∈ R٢
+ هر برای اگر تنها و اگر گویند Y تصادفی

می شود. داده نشان X ≤UO Y نماد با

شود. مراجعه (٢٠٠٧) شانتی کومار و شیکد به تصادفی ترتیب های درباره  اطلاعات کسب برای

.RI(Z,Y ) ≤ RI(Z,X) آن گاه X ≤UO Y اگر .۶ گزاره

از استفاده با می شود. نتیجه F (x, y) ≤ G(x, y) نابرابری X ≤UO Y فرض به توجه با برهان:

.RI(Z,Y ) ≤ RI(Z,X) که گرفت نتیجه می توان (٩) رابطه 

آن گاه باشند، X٢ و X١ با هم توزیع به ترتیب Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای و X ≤UO Y اگر .٧ گزاره

RI(X,Z) ≤ RI(Y ,Z).

است. ۶ گزاره  برهان مشابه اثبات برهان:

هم توزیع ترتیب به Z٢ و Z١ تصادفی متغیرهای کنید فرض Z و Y ،X تصادفی بردارهای برای .٨ گزاره

باشند. X٢ و X١ با

.RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ) ≤ RI(Z,Y ) آن گاه X ≤UO Z و Y ≤UO Z الف-اگر

.RI(X,Y ) ≤ min{RI(X,Z), RI(Z,Y )} آن گاه X ≤UO Z ≤UO Y ب-اگر

.RI(Z,Y ) ≤ RI(X,Y ) ≤ RI(X,Z) آ ن گاه Z ≤UO Y و Z ≤UO X ج-اگر



٣٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج. احمدی، و ت. س. حسینی،

می شود نتیجه ۶ گزاره  به توجه با Y ≤UO Z فرض از الف) برهان:

RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ). (١٨)

با X٢ و X١ با ترتیب به Z٢ و Z١ متغیرهای هم توزیعی و X ≤UO Z فرض های از دیگر، طرفی از

گرفت نتیجه می توان ٧ گزاره  به توجه

RI(X,Y ) ≤ RI(Z,Y ). (١٩)

.RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ) ≤ RI(Z,Y ) داریم (١٩) و (١٨) نامساوی های از

می شود. بیان الف قسمت مانند نیز پ و ب قسمت های برهان

آنگاه X ≤UO Y اگر .٩ گزاره

.RI(Z,Y ) ≤ RI(Z,X) +RI(X,Y ) الف-

آن گاه باشند، X٢ و X١ با هم توزیع به ترتیب Y٢ و Y١ اگر ب-

RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ) +RI(Y ,Z).

قسمت برهان است. بیان قابل RI(X,Y ) بودن نامنفی و ۶ گزاره  از استفاده با الف اثبات برهان:

است. بیان قابل سادگی به RI(X,Y ) بودن نامنفی و ٧ گزاره  از استفاده با نیز ب

به صورت ترتیب به AMH و FGM بقاء مفصل های دارای Y و X کنید فرض .١ مثال

ĈX (u, v) = uv(١ + θ(١ − u)(١ − v)) و ĈY (u, v) =
uv

١ − λ(١ − u)(١ − v)
,

همچنین .(٢٠٠٧ ، (نلسن هستند وابستگی ضرایب −١ ≤ λ ≤ ١ و −١ ≤ θ ≤ ١ آن در که باشند،

β و α پارامترهای با ترتیب به نمایی توزیع دارای Y٢ و Y١ و استاندارد نمایی توزیع دارای X٢ و X١
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داریم (٩) رابطه از استفاده با باشند.

RI(X,Y )= −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
uv(١ + θ(١ − u)(١ − v)) log

uαvβ

١ − λ(١ − uα)(١ − vβ)
dvdu,

قابل سادگی به تحلیلی به صورت پارامترها به نسبت بالا معیار رفتار است. وابسته λ و θ ،β ،α به که

θ وابستگی ضریب به نسبت RI(X,Y ) می شود ملاحظه ١ شکل در که طور همان نیست. بررسی

RI(X,Y ) مقدار α + β افزایش با همچنین است. نزولی λ وابستگی ضریب به نسبت و صعودی

AMH و FGM مفصل دو هر زمانی که θ به نسبت را RI(X,Y ) رفتار ٢ شکل می یابد. افزایش

برای RI(X,Y ) می شود مشاهده که همان طور می دهد. نشان هستند، θ برابر وابستگی ضریب دارای

می یابد. افزایش α+ β افزایش با و باشد یکنوا که ندارد لزومی θ به نسبت (α, β) هر

λ و θ وابستگی ضرایب برحسب RI(X,Y ) نمودار .١ شکل

G٢(y) = F
β
٢ (y) ،G١(x) = F

α
١ (x) و باشند هم از مستقل Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای اگر .٢ مثال



۴٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج. احمدی، و ت. س. حسینی،

θ = λ زمانی که θ وابستگی ضریب برحسب RI(X,Y ) نمودار .٢ شکل

،CY (u, v) = uv می شود نتیجه Y٢ و Y١ استقلال از باشد، FGM مفصل تابع دارای X بردار و

داریم (٩) و (۵) رابطه های به توجه با همچنین

RI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
{−١ + u+ v + (١ − u)(١ − v)(١ + θuv)} log uαvβdudv

= (
١
٨
+

۵θ
٢١۶

)(α+ β). (٢٠)

.
٢
٣۶

(α + β) ≤ (
١
٨
+

۵θ
٢١۶

)(α + β) ≤ ٧
٣۶

(α + β) داد نشان می توان −١ ≤ θ ≤ ١ چون

است. برقرار مثال این برای ٣ گزاره   بنابراین

داریم (٨) و (۵) از این صورت در باشند، متقارن نیز حاشیه ای توزیع های ٢ مثال در کنید فرض .٣ مثال

PI(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
{uv(١ + θ(١ − u)(١ − v))} log uαvβdudv

= (
١
٨
+

۵θ
٢١۶

)(α+ β). (٢١)

است. برقرار مثال این در ١ گزاره   بنابراین .RI(X,Y ) = PI(X,Y ) داریم (٢١) و (٢٠) به توجه با
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١ گزاره  شرایط که داد نشان می توان حاشیه ای، توزیع های تقارن فرض و (۶) و (۴) رابطه های به توجه با

CX (u, v) = uv{١+θ(١−u)(١−v)} مفصل توابع با به ترتیب Y و X تصادفی بردارهای برای

است. برقرار CY (u, v) = uv و

Yi ≤st و Xi ≤st Zi ،i = ١, ٢ برای و ĈZ(u, v) = min{u, v} کنید فرض .۴ مثال

۶ گزاره  به توجه با هستند. برقرار X ≤UO Z و Y ≤UO Z ترتیب های این صورت در ،Zi
نامساوی های و RI(Y ,Z) ≤ RI(Y ,X) ،RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ) می شود نتیجه

RI(Y ,Z) ≤ RI(Y ,X) + و RI(X,Z) ≤ RI(X,Y ) + RI(Y ,Z) مثلث

Y٢ و Y١ با هم توزیع به ترتیب Z٢ و Z١ تصادفی متغیرهای اگر حال هستند. برقرار RI(X,Z)

به صورت مثلث نامساوی مورد این در .RI(Y ,X) ≤ RI(Z,X) داریم ٧ گزاره  براساس باشند،

X١ با هم توزیع ترتیب به Z٢ و Z١ اگر می شود. برقرار RI(Y ,X) ≤ RI(Y ,Z) +RI(Z,X)

مثلث نامساوی مورد این در و RI(X,Y ) ≤ RI(Z,Y ) می شود نتیجه ٧ گزاره  از باشند، X٢ و

است. برقرار RI(X,Y ) ≤ RI(X,Z) +RI(Z,Y ) به صورت

شبیه سازی مطالعه ۶

این در باشد، F (x, y) توأم توزیع از تصادفی نمونه ای (X١,١, X١,٢), · · · , (Xn,١, Xn,٢) کنید فرض

به صورت توأم توزیع تجربی برآوردگر حالت

Fn(x, y) =
١
n

n∑
i=١

I(Xi,١ ≤ x,Xi,٢ ≤ y), (٢٢)

به صورت F (x, y) برای تجربی برآوردگر مشابه طور به است. نشانگر تابع IA آن در که است،

Fn(x, y) =
١
n

n∑
i=١

I(Xi,١ > x,Xi,٢ > y). (٢٣)

ترتیبی آماره های اگر بنابراین هستند. نمونه ترتیبی آماره های جامعه، چندک برآوردگرهای از یکی است.

آن گاه شود، داده نشان X١:n,١ ≤ X٢:n,١ ≤ · · · ≤ Xn:n,١ با X از زوجی نمونه اول مؤلفه



۴٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج. احمدی، و ت. س. حسینی،

هستند، F−١
١ (u) و ام) u مرتبه (چندک F−١

١ (u) برآوردگرهای ترتیب ١,Xn−[nu]:nبه ١,n:١+X[nu]و

F̂−١
١ (u) = X[nu]+١:n,١, F̂

−١

١ (u) = Xn−[nu]:n,١. (٢۴)

معلوم Y بردار حاشیه ای توزیع های و مفصل تابع که است این بر فرض (٩) و (٨) نادرستی معیار در

و فوق موارد به توجه با می شوند. مشخص داده طریق از X بردار حاشیه ای توزیع و مفصل تابع و هستند

به صورت PI برآوردگر (٢۴) و (٢٣) ،(٢٢) رابطه های

P̂ I(X,Y ) = −
∫ ١

٠

∫ ١

٠
Fn(F̂

−١
١ (u), F̂−١

٢ (v)) logCY (G١(F̂
−١
١ (u)), G٢(F̂

−١
٢ (v)))dvdu,

= −
∫ ١

٠

∫ ١

٠

١
n

n∑
i=١

I(Xi,١ ≤ X[nu]+١:n,١, Xi,٢ ≤ X[nv]+١:n,٢)

× logCY (G١(X[nu]+١:n,١), G٢(X[nv]+١:n,٢))dvdu.

[٠, ١) = ∪n−١
k=٠ [

k

n
,
k + ١
n

صورت( به 
١
n

طول به بازه nزیر به [٠, ١) افراز با حال می شود. آورده دست به

نوشت: می توان

P̂ I(X,Y )=−
n−١∑
k=٠

n−١∑
j=٠

∫ k + ١
n

k

n

∫ j + ١
n

j

n

١
n

n∑
i=١

I(Xi,١ ≤ Xk+١:n,١, Xi,٢ ≤ Xj+١:n,٢)

× logCY (G١(Xk+١:n,١), G٢(Xj+١:n,٢))dvdu

= − ١
n٣

n−١∑
k=٠

n−١∑
j=٠

n∑
i=١

I(Xi,١ ≤ Xk+١:n,١, Xi,٢ ≤ Xj+١:n,٢)

× logCY (G١(Xk+١:n,١), G٢(Xj+١:n,٢)). (٢۵)

داریم RI برای مشابه طور به

R̂I(X,Y ) = − ١
n٣

n−١∑
k=٠

n−١∑
j=٠

n∑
i=١

I(Xi,١ > Xn−k:n,١, Xi,٢ > Xn−j:n,٢)

× log ĈY (G١(Xn−k:n,١), G٢(Xn−j:n,٢)), (٢۶)
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حجم به نمونه ای در Xℓ تصادفی متغیر از تصادفی مؤلفه n بین در iام عضو (ℓ = ١, ٢)Xi,ℓ آن ها در که

آماره n بین در mام مرتب آماره (ℓ = ١, ٢) Xm:n,l و است X = (X١, X٢) تصادفی بردار از n

همچنین است. X = (X١, X٢) تصادفی بردار از n حجم به نمونه ای در Xℓ تصادفی متغیر از مرتب

ضریب که است ذکر به لازم است. متغیره دو حالت در نشان گر تابع I(X١ ≤ (>)x,X٢ ≤ (>)y)

با (٢۶) و (٢۵) برآوردگرهای در Y تصادفی بردار به مربوط بقاء مفصل و مفصل تابع های در وابستگی

می شود. برآورد (MLE) درستنمایی ماکسیمم روش

CX (u, v) = uv{١ + θ(١ − u)(١ − v)} کنید فرض :١ گزاره از حاصل نتیجه الف-

توزیع دارای i = ١, ٢ برای Yi و Xi تصادفی متغیرهای همچنین .CY (u, v) = min{u, v} و

نتیجه (٢۶) و (٢۵) در شده معرفی برآوردگرهای از استفاده با اینجا در باشند. (٠, ١) بازه روی یکنواخت

افزار نرم محیط در برنامه نویسی کدهای منظور این برای می کنیم. بررسی شبیه سازی قالب در را ١ گزاره

جدول این است. شده گزارش ١ جدول در تکرار بار ١٠٠٠ با آمده دست به نتایج است. شده نوشته R
وابستگی ضریب مختلف مقادیر ازاء به RI(X,Y ) − PI(X,Y ) برآوردگر برای را MSE مقادیر

نمونه، حجم افزایش با θ٠ مقدار هر برای می شود مشاهده که همان طور می دهد. نشان n نمونه حجم و θ

مقدار θ٠ افزایش با n مقدار هر ازاء به همچنین بود. همین نیز انتظار که می یابد کاهش MSE مقدار

در می شود. برآورد این در خطا افزایش باعث θ پارامتر افزایش می دهد نشان که می یابد افزایش MSE
ازاء به و θ٠ = ٠٫۵ برای آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ در شبیه سازی از استفاده با ١ گزاره برقراری ٣ شکل

حجم افزایش با می شود مشاهده که همان طور است. شده بررسی n = ۵, ١٠, ١۵, ٢٠ متفاوت مقدارهای

می شوند. نزدیک تر صفر به | R̂I − P̂ I | شده شبیه سازی مقدارهای نمونه

١ گزاره برای آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ در شبیه سازی نتایج .١ جدول

MSE θ٠ n MSE θ٠ n

٠٫٠٩۵٢٢ ٠٫١ ۵ ٠٫٠٩٧٨٩ ٠٫۵ ۵
٠٫٠٢۴١٠ ٠٫١ ١٠ ٠٫٠٢۶٩٠ ٠٫۵ ١٠
٠٫٠١٢٣٢ ٠٫١ ١۵ ٠٫٠١۴٩۵ ٠٫۵ ١۵
٠٫٠٠٧٧٠ ٠٫١ ٢٠ ٠٫٠١٠٢٩ ٠٫۵ ٢٠
٠٫٠٩١١۴ −٠٫١ ۵ ٠٫٠٨٣۶۵ −٠٫۵ ۵
٠٫٠٢٢٧۴ −٠٫١ ١٠ ٠٫٠٢٠١۴ −٠٫۵ ١٠
٠٫٠١١۵٣ −٠٫١ ١۵ ٠٫٠٠٩٩٨ −٠٫۵ ١۵
٠٫٠٠٧١۵ −٠٫١ ٢٠ ٠٫٠٠۶٠٨ −٠٫۵ ٢٠
٠٫٠٩٣٢۵ ٠ ۵ ٠٫٠١١٩٣ ٠ ١۵
٠٫٠٢٣۴٣ ٠ ١٠ ٠٫٠٠٧۴٢ ٠ ٢٠

٢ جدول .G٢(y) = e−βy و G١(x) = e−αx کنید فرض :٣ گزاره از حاصل نتیجه ب-



۴٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج. احمدی، و ت. س. حسینی،

١ گزاره برای آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ در | R̂I − P̂ I | شده شبیه سازی مقادیر .٣ شکل

نشان n و θ ،β ،α متفاوت مقدارهای برای را R نرم افزار با آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ شبیه سازی نتایج

با می یابد. کاهش MSE مقدار انتظار مطابق n نمونه حجم افزایش با (θ٠, α٠, β٠) هر برای می دهد.

θ٠ > ٠ به نسبت θ٠ < ٠ درحالت RI برای (٢۶) برآوردگر ،θ٠ < ٠ و θ٠ > ٠ برای MSE مقایسه

از هریک افزایش با همچنین می یابد. افزایش MSE مقدار θ٠ افزایش با (α٠, β٠) هر برای است. بهتر

می شود نتیجه MSE مقدارهای به توجه با می یابد. افزایش MSE مقدار β٠ و α٠ خطر نرخ پارامترهای

برای آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ در ٣ گزاره برقراری ۴ شکل در است. مناسب RI برای شده معرفی برآوردگر

است. شده بررسی n = ۵, ١٠, ١۵, ٢٠ متفاوت مقدارهای ازاء به و (θ٠, α٠, β٠) = (٠٫۵, ٠٫۵, ٠٫۵)

ترتیب به و محاسبه n = ۵, ١٠, ١۵, ٢٠ مقدارهای برای [
٢
٣۶
,

٧
٣۶

] بازه در گرفته قرار نقاط تعداد درصد

تعداد نمونه حجم افزایش با می شود ملاحظه است. شده حاصل .٪٩٨/٧ ،٪٩٧ ،٪٩٢/۶ ،٪۶٩/۵ مقادیر

می گیرند. قرار [
٢
٣۶
,

٧
٣۶

] بازه در R̂I شده شبیه سازی مقادیر از بیش تری



بقاء مفصل تابع مبنای بر نادبرستی معیار . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٠۶

٣ گزاره برای آزمایش تکرار بار ١٠٠٠ در شبیه سازی نتایج .٢ جدول
MSE β٠ α٠ θ٠ MSE β٠ α٠ θ٠ MSE β٠ α٠ θ٠ n
٠٫٠٠٣۵٢ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠٠۴١۶ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠٠۴۶۶ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫۵ ۵
٠٫٠٠١٧٣ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠٠١٩٠ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠٠١٩٣ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫۵ ١٠
٠٫٠٠٠٩۶ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠٠١١٨ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠٠١٢٩ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫۵ ١۵
٠٫٠٢٣٣٨ ٢ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠٢۶٧۶ ٢ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠٣٠۶٧ ٢ ٠٫۵ ٠٫۵ ۵
٠٫٠١١۵٣ ٢ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠١٣٧٧ ٢ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠١۴۵٠ ٢ ٠٫۵ ٠٫۵ ١٠
٠٫٠٠٧٩٢ ٢ ٠٫۵ −٠٫٣ ٠٫٠٠٨۴۵ ٢ ٠٫۵ ٠٫١ ٠٫٠٠٩٧٣ ٢ ٠٫۵ ٠٫۵ ١۵
٠٫٠٢۵٨٢ ٠٫۵ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠٢٨٠۶ ٠٫۵ ٢ ٠٫١ ٠٫٠٣٠۶٠ ٠٫۵ ٢ ٠٫۵ ۵
٠٫٠١١۶۴ ٠٫۵ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠١٣٨٢ ٠٫۵ ٢ ٠٫١ ٠٫٠١۵١٠ ٠٫۵ ٢ ٠٫۵ ١٠
٠٫٠٠٧۵٩ ٠٫۵ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠٠٨۵٩ ٠٫۵ ٢ ٠٫١ ٠٫٠٠٩۶۴ ٠٫۵ ٢ ٠٫۵ ١۵
٠٫٠۵۵١٠ ٢ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠۶۴٨۶ ٢ ٢ ٠٫١ ٠٫٠۶٩٧٨ ٢ ٢ ٠٫۵ ۵
٠٫٠٢۴٣٨ ٢ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠٢٩۵٣ ٢ ٢ ٠٫١ ٠٫٠٣٣۴٢ ٢ ٢ ٠٫۵ ١٠
٠٫٠١۵٣٢ ٢ ٢ −٠٫٣ ٠٫٠١٨۴٣ ٢ ٢ ٠٫١ ٠٫٠٢٢۴٣ ٢ ٢ ٠٫۵ ١۵
٠٫٠٠٣٠٨ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠٠٣٧۶ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠٠۴۴٠ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫٣ ۵
٠٫٠٠١۶٠ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠٠١٧٨ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠٠١٩٠ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫٣ ١٠
٠٫٠٠٠٩١ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠٠١١٢ ٠٫۵ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠٠١٢۵ ٠٫۵ ٠٫۵ ٠٫٣ ١۵
٠٫٠٢٢۵٠ ٢ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠٢۵۵٩ ٢ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠٢٧٨٨ ٢ ٠٫۵ ٠٫٣ ۵
٠٫٠١٠٣۴ ٢ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠١٣٣٢ ٢ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠١۴٠٩ ٢ ٠٫۵ ٠٫٣ ١٠
٠٫٠٠٧۴٨ ٢ ٠٫۵ −٠٫۵ ٠٫٠٠٨۴١ ٢ ٠٫۵ −٠٫١ ٠٫٠٠٩٠١ ٢ ٠٫۵ ٠٫٣ ١۵
٠٫٠٢٣۶۵ ٠٫۵ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠٢۶۶۵ ٠٫۵ ٢ −٠٫١ ٠٫٠٢٨۵٠ ٠٫۵ ٢ ٠٫٣ ۵
٠٫٠١٠٨٧ ٠٫۵ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠١٢٢۶ ٠٫۵ ٢ −٠٫١ ٠٫٠١٣٩۶ ٠٫۵ ٢ ٠٫٣ ١٠
٠٫٠٠۶٩۵ ٠٫۵ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠٠٨٢٧ ٠٫۵ ٢ −٠٫١ ٠٫٠٠٩٢٨ ٠٫۵ ٢ ٠٫٣ ١۵
٠٫٠۴٩۶۵ ٢ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠۶١٢۶ ٢ ٢ −٠٫١ ٠٫٠۶٧۴۴ ٢ ٢ ٠٫٣ ۵
٠٫٠٢١٩٨ ٢ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠٢٨٣۶ ٢ ٢ −٠٫١ ٠٫٠٣١٨١ ٢ ٢ ٠٫٣ ١٠
٠٫٠١۴۶٢ ٢ ٢ −٠٫۵ ٠٫٠١۶٩۵ ٢ ٢ −٠٫١ ٠٫٠٢١٢٩ ٢ ٢ ٠٫٣ ١۵

نتیجه گیری و بحث

زمینه های در اساسی و مهم موضوعات از یکی داده ها در اطلاعات اندازه گیری برای مختلف معیارهای بررسی

بنابراین و دارد وجود داده ها ثبت در اشتباه دادن رخ احتمال کار این در ولی است. مهندسی و علوم مختلف

مدل تشخیص در آزمایش گر دلیل همین به باشند. نادرست اطلاعات دارای داده ها مواقع گاهی دارد امکان

کریج نادرستی معیار جمله از مختلفی معیارهای می شود. اشتباه دچار می کنند، پیروی آن از داده ها که اصلی

نادرستی عنوان با جدید نادرستی معیار یک بقاء، مفصل تابع از استفاده با مقاله این در است. شده معرفی

شد. بررسی آن نظری ویژگی های از برخی و معرفی مفصلی تجمعی مانده 

تشکر و تقدیر

بهبود باعث که مجله ویراستار و تحریریه هیئت اعضای محترم، داوران پیشنهادات و زحمات از نویسندگان

می کنند. تشکر شدند، مقاله ارائه
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Abstract: In this paper, using the idea of inaccuracy measure in the infor-
mation theory, the residual and past inaccuracy measures in the bivariate
case are defined based on copula functions. Under the assumption of radial
symmetry, the equality of these two criteria is shown, also by the equality
between these two criteria, radially symmetrical models are characterized. A
useful bound is provided by establishing proportional (inverse) hazard rate
models for marginal distributions. Also, the proportional hazard rate model
in bivariate mode is characterized by assuming proportionality between the
introduced inaccuracy and its corresponding entropy. In addition, orthant
orders are used to obtain inequalities. To illustrate the results, some exam-
ples and simulations are presented.
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