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آمیخته اثرات با خطی-جزئی مدل های در همزمان متغیر انتخاب و برآورد مسئله مقاله، این در چکیده:

اسپلاین های با مدل در موجود ناپارامتری مولفه است. شده گرفته نظر در بالا بعد با طولی داده های برای

انتخاب و برآورد ، تاوان تابع بر مبتنی هدف تابع بهینه سازی طریق از سپس و شده زده تقریب رگرسیونی

داده های چارچوب در حاصل برآوردگرهای حدی رفتار ادامه، در می شود. انجام همزمان طور به متغیر

مطالعه مورد می یابد، افزایش نمونه حجم افزایش با متناسب پارامترها تعداد آن در که بالا بعد با طولی

انتخاب برای مناسب تکراری الگوریتم یک پیشنهادی، برآورد روش پیاده سازی منظور به می گیرد. قرار

مطالعه با پیشنهادی روش عملکرد نهایت، در است. گردیده ارائه صفر غیر ضرایب برآورد و مهم متغیرهای

است. گرفته قرار ارزیابی مورد واقعی داده مجموعه یک تحلیل و شبیه سازی
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مقدمه ١

یکی است. یافته گسترش متفاوتی روش های طولی مطالعات در پاسخ ها بین همبستگی گرفتن درنظر برای

توسط پاسخ ها بین ناهمگنی که است (١٩٨٢ ، ویر و (لرد آمیخته اثرات مدل روش ها متداول ترین از

فرضیات دلیل به تفسیر، و محاسبات در سادگی وجود با مدل این می گردد. بررسی تصادفی مولفه مدل بندی

از بسیاری مدل سازی در تبیینی، و پاسخ متغیرهای بین خطی رابطه اعمال جمله از کننده محدود پارامتری

اثرات تشخیص و شناسایی که یافت می توان را بسیاری مثال های و می شود مواجه شکست با پیچیده روابط

تحلیل راستای در آماردانان شرایطی، چنین در نیست. امکان پذیر بیان شده فرضیات اساس بر رگرسیون

نموده اند ایجاد را مدل ها از دیگری کلاس موجود، مدل های از ترکیبی خلق با طولی داده های بهتر چه هر

تعمیم مدل این نمود. اشاره آمیخته اثرات با خطی-جزئی١ مدل به می توان آن ها متداول ترین جمله از که

مبدأ از عرض با پارامتری نیمه مدل یک از خود داده های تحلیل برای که است (١٩٩۴) دیگل و زیگر مدل

کرده اند. استفاده تصادفی

اطلاعات، تحلیل و ثبت سرعت افزایش و مختلف زمینه های در علوم سریع گسترش و توسعه امروزه

ناممکن را موجود روش های بکارگیری که است نموده مواجه پیچیده اطلاعات از عظیمی حجم با را آماردانان

امر در سهولت منظور به است. ناپذیر اجتناب نیز طولی داده های در بالا٢ بعد مساله رخداد است. ساخته

متغیر مدل سازی برای متغیرها از کمی تعداد تنها شود فرض که است مفید و منطقی اغلب تحلیل، و تجزیه

آن از پس داد. گسترش را ٣ تاوانیده رگرسیون عنوان تحت نوینی رویکرد فرض، این هستند. مناسب پاسخ

و یافته تعمیم خطی مدل های در ترتیب به تاوانیده رگرسیون تعمیم به (٢٠٠۴) لی و فن و (٢٠٠٣) فو که

پیشرفت با طولی داده های زمینه در متغیر انتخاب مساله پرداختند، طولی داده های با خطی-جزئی مدل های

کوای و وانگ ،(٢٠٠۵) همکاران و کانتونی تحقیقات به می توان میان این در شد. روبرو چمشگیری

مدل در (٢٠١٠) همکاران و باندل یافته، تعمیم خطی مدل های در (٢٠١٠) همکاران و سوای و (٢٠٠٩)

با نمود. اشاره خطی-جزئی مدل های در (٢٠١٣) همکاران و ما و (٢٠١٠) همکاران و نی آمیخته، اثرات

جمله از شده تحمیل چالش های واسطه به بالا بعد با طولی داده های برای متغیر انتخاب مساله وجود، این

(٢٠١٣) همکاران و سو فعالیت های می توان تنها و نداشته چندانی پیشینه گروهی درون همبستگی وجود

خطی-جزئی مدل های در ،(١٣٩٧) همکاران و کاظمی اخیرا برد. نام را (٢٠١٢) همکاران و وانگ و

انتخاب درباره موجود تحقیق تنها حال، عین در است. کرده بررسی را متغیر انتخاب مساله بالا بعد با
1Partially linear model
2High dimension
3Penalized regression
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در آن با حاضر مقاله عمده تفاوت که است، (٢٠١٩) آرشی و تعاونی بالا، بعد با طولی داده های در متغیر

مرجع از ساده تر بسیار که بوده نرمال توزیع در پارامترها برآورد متفاوت روش نتیجه در و پایه ای فرضیات

رهیافت بر مبتنی آمیخته اثرات با خطی-جزئی مدل در متغیر انتخاب و برآورد مقاله این در است. اخیر

ناپارامتری مولفه و تصادفی اثرات توام وجود علت به پیشنهادی روش شد. گرفته نظر در تاوان، توابع

مدل متداول نمادگذاری معرفی به مقاله ٢ بخش است. متفاوت شده انجام تحقیقات با نسبتاً مدل، در

و شده زده تقریب رگرسیونی اسپلاین های با مدل در موجود ناپارامتری مولفه ابتدا اول مرحله در می پردازد.
تاوانیده١ درستنمایی ماکسیمم مانند تاوان تابع بر مبتنی هدف تابع بهینه سازی طریق از ٣ بخش در سپس

کوواریانس ماتریس با تعامل در شده معرفی برآوردگر که آنجایی از می گیرد. انجام متغیر انتخاب و برآورد

الگوریتم از تاوانیده، درستنمایی ماکسیمم برآوردگر کارآیی بهبود منظور به هستند، تصادفی اثرات و پاسخ ها

تابع پارامترهای انتخاب نحوه این، بر علاوه می شود. استفاده (EM) ٢ ماکسیمم سازی امیدگیری تکراری

داده های چارچوب در برآوردگرها مجانبی خواص مطالعه به ۴ بخش می گیرد. قرار بررسی مورد در تاوان

بررسی برای می پردازد. می یابد، افزایش نمونه حجم افزایش با متناسب پارامترها تعداد آن در که بالا بعد

بخش های در ترتیب به واقعی داده های تحلیل همچنین و شبیه سازی مطالعه ای شده، معرفی روش عملکرد

است. مقاله پایانی بخش گیری نتیجه و بحث است. آمده فراهم ۶ و ۵

آمیخته اثرات با خطی-جزئی مدل ٢

مشاهده ni دارای iام نمونه که طوری به باشد، داشته وجود آزمودنی n از تصادفی نمونه ای کنید فرض

کنید فرض همچنین، است. N =
∑n

i=١ ni با برابر مشاهدات کل تعداد لذا است. زمان طول در مکرر

خطی-جزئی مدل باشد. tij زمان در iام آزمودنی پاسخ ،(i = ١, . . . , n; j = ١, . . . , ni) ،yi(tij)

به صورت آمیخته اثرات با

yi(tij) = x⊤
i (tij)β + g(tij) + z⊤

i (tij)bi + εi(tij),

به وابسته رگرسیونی ثابت ضرایب از بعدی pn × ١ برداری β = (β١, . . . , βpn)
⊤ آن در که است،

bi = (bi١, . . . , biq)
⊤ دوم؛ مشتق دارای و هموار نامعلوم، تابعی g(·) xi(tij)؛ تبیینی متغیرهای

1Penalized maximum likelihood
2Expectation maximization (EM)
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ماتریس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای هم، از مستقل تصادفی، ضرایب از بعدی q × ١ برداری

با biها از مستقل و نرمال تصادفی خطای εi(·) zi(tij)؛ تبیینی متغیرهای به وابسته و Di کوواریانس

هستند. [٠, ١] بازه در tijها که کرد فرض می توان مساله کلیت از کاستن بدون هستند. E
{
εi(·)

}
= ٠

واریانس یعنی ،V ar
{
εi(tij)

}
= σ٢(tij) می شود فرض ،(٢٠٠٧) همکاران و فن مشابه

تابع می شود فرض دیگر طرف از هستند. زمان به نسبت هموار و ناپارامتری تابعی تصادفی خطاهای

Corr
{
εi(tij), εi(tik)

}
= ρ(tij , tik,θ) تابعی شکل دارای εi(tik) و εi(tij) بین همبستگی

است. همبستگی پارامترهای بردار θ و مثبت معین تابعی ρ(tij , tik,θ) که طوری به است،

g(ti) = ،Xi =
(
x⊤
i (ti١), . . . ,x

⊤
i (tini)

)⊤ ،yi =
(
yi(ti١), . . . , yi(tini)

)⊤ کنید فرض

،εi =
(
εi(ti١), . . . , εi(tini)

)⊤ ،Zi =
(
z⊤
i (ti١), . . . , z

⊤
i (tini)

)⊤ ،(g(ti١), . . . , g(tini))
⊤

ni × q ماتریس Zi ثابت، اثرات از بعدی ni × p ماتریس Xi بعدی، ni پاسخ بردار yi آن در که

مدل خطاهای از بعدی ni بردار εi و نامعلوم توابع از بعدی ni بردار g(ti) تصادفی، اثرات از بعدی

صورت به شده اند مشخص iام آزمودنی براساس آن عناصر که ماتریسی مدل است.

yi = Xiβ + g(ti) +Zibi + εi, (١)

بعدی ni × ni کوواریانس ماتریس V i = Z⊤
i DiZi + Σi کنید فرض می شود. داده نمایش

ماتریس Σi و biها به مربوط بعدی q × q کوواریانس ماتریس Di آن در که باشد yi پاسخ به مربوط

صورت به Σi ،(١٩٨۶) زیگر و لیانگ از تبعیت به است. εiها به مربوط بعدی ni × ni کوواریانس

یک Ai = diag
(
σ(ti١), . . . , σ(tini)

)
که طوری به می شود، گرفته نظر در Σi = AiRi(θ)Ai

و εi(tij) بین همبستگی ماتریس Ri(θ) و σ(tij) قطری عناصر با بعدی ni × ni قطری ماتریس

شود. می تعریف ρ(tij , tik,θ) صورت به آن ,j)ام k) عضو که است εi(tik)

به کرد، بازنویسی y = Xβ+g(t)+Zb+ε کلی ماتریسی مدل صورت به می توان را (١) مدل

،Z = diag
(
Z١, . . . ,Zn

)⊤ ،X =
(
X⊤

١ , . . . ,X
⊤
n

)⊤ ،y =
(
y⊤

١ , . . . ,y
⊤
n

)⊤ که طوری

V = diag
(
V ١, . . . ,V n

)
= همچنین .b =

(
b⊤١ , . . . , b

⊤
n

)⊤ و ε =
(
ε⊤١ , . . . , ε

⊤
n

)⊤
D = diag(D١, . . . ,Dn) آن در که بوده y به مربوط N×Nبعدی کوواریانس Z⊤DZ+Σماتریس

Σ = diag
(
Σ١, . . . ,Σn

)
و b تصادفی اثر بردار به مربوط بعدی nq × nq کوواریانس ماتریس

صورت به رگرسیونی اسپلاین های با g(t) سپس است. ε به مربوط بعدی N ×N کوواریانس ماتریس
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رگرسیونی، ضرایب بردار α = (α١, . . . , αhn)
⊤ آن در که می شود، تقریب g(t) = B(t)⊤α

B(t) =
(
١, t, . . . , td, (t− t١)

d
+, . . . , (t− tLn)

d
+

)⊤
,

تعداد با روش این است. B(t) در پایه توابع کل تعداد hn = Ln + d + ١ و a+ = max(٠, a)

عنوان به پایه توابع گرفتن درنظر با همچنین می کند، فراهم هموار تابع یک از را خوبی تقریب گره ها از کمی

به می توان را (١) مدل ترتیب این به می دهد. قرار اختیار در ناپارامتری مولفه های از خطی تابعی شبه متغیر

خطی رگرسیون مدل صورت

yi = Xiβ +Bi(ti)α+Zibi + εi

= X̃iθ +Zibi + εi, (٢)

است بعدی ni × hn ماتریس یک Bi(ti) =
(
B⊤(ti١), . . . ,B

⊤(tini)
)⊤ آن در که نمود، بیان

ثابت اثرات ماتریس از بعدی ni × (pn + hn) شده ادغام طرح ماتریس X̃i = (Xi,Bi(ti))
⊤ و

هستند. بعدی (pn + hn)× ١ شده ادغام پارامتر بردار θ = (β⊤,α⊤)⊤ و اسپلاین اثرات و

تاوانیده درستنمایی ماکسیمم برای EM الگوریتم ٣

عنوان به را bi تصادفی اثرات اگر است. مدل پارامترهای تمام مجموعه  Θ = (θ,D,Σ, ) کنید فرض

لگاریتم آنگاه شود، گرفته نظر در کامل داده های {(yi, bi), i = ١, . . . , n} مجموعه و گمشده مقادیر

صورت به ثابت جمله گرفتن نظر در بدون درستنمایی تابع

ℓc(Θ) =
n∑
i=١

١
٢

{
log |Σ−١

i |+ log |D−١
i | − [ε⊤i Σ

−١
i εi + b⊤i D

−١
i bi]

}
, (٣)

و y = {yi, i = ١, . . . , n} شده مشاهده داده های شرط به (٣) شرطی امید ارزیابی برای است.

در ٣ قضیه از نتیجه ای که می شود استفاده زیر لم از ،Θ̂
(r)

= (θ̂
(r)
, D̂

(r)
, Σ̂

(r)
) جاری برآوردهای

است. (٢٠١١) فن و وانگ
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داریم ،(١) مدل و بخش این مفروضات تحت .١ لم

yi
bi

 ∼ Nni+q

X̃iθ

0

 ,
 V i ZiDi

DiZ
⊤
i Di

 ,

bi|(yi) ∼ Nq
(
DiZ

⊤
i V

−١
i (yi − X̃iθ), (D

−١
i +Z⊤

i Σ
−١
i Zi)

−١).
می شود: انجام زیر شرح به EM الگوریتم اصلی مراحل

مجموع i = ١, . . . , n برای که ،Q(Θ|Θ̂
(r)

) = E
(
ℓc(Θ)|y, Θ̂

(r))
تابع محاسبه :E گام

و است Qi(Θ|Θ̂
(r)

) = E
(
ℓ
[i]
c (Θ)|yi, Θ̂

(r))
عبارت

Qi(Θ|Θ̂
(r)

) =
١
٢

{
log |Σ−١

i |+ log |D−١
i | − tr(D−١

i B̂
(r)

i )− tr(Σ−١
i Ψ̂

(r)

i (θ))
}
,

آن در که

B̂
(r)

i = E(bib
⊤
i |yi, Θ̂

(r)
) = b̂

(r)

i b̂
(r)⊤

i + V̂
(r)

bi
,

Ψ̂
(r)

i (β) = E(eie⊤i |yi, Θ̂
(r)

)

= (yi − X̃iθ −Zib̂
(r)

i )(yi − X̃iθ −Zib̂
(r)

i )⊤ +ZiV̂
(r)

bi
Z⊤
i ,

b̂
(r)

i = E(bi|yi, Θ̂
(r)

) = D̂
(r)

i Z⊤
i V̂

(r)−١

i (yi − X̃iθ̂
(r)

),

V̂
(r)

bi
= Cov(bi|yi, Θ̂

(r)
) =

(
D̂

(r)

i +Z⊤
i Σ̂

(r)−١

i Zi

)−١
.

.Θ̂
(r+١)

= max
Θ

Q(Θ|Θ̂
(r)

) توسط Θ̂
(r)

کردن هنگام به :M گام

صورت به (٣) درستنمایی تابع لگاریتم به آن ها، ضرایب برآورد و مهم متغیرهای انتخاب برای

ℓPenc (Θ) = ℓc(Θ)− n

p∑
k=١

pλn(|βk|). (۴)

Q تابع مشابه طور به می نامند. تاوان پارامتر را λn و تاوان تابع را pλn آن در که می شود، تاوانیده

نظر در QPen
i (Θ|Θ̂

(r)
) = Qi(Θ|Θ̂

(r)
) − n

∑pn
k=١ pλn(|βk|) صورت به E گام در تاوانیده
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سه هر دارای که کردند معرفی را اسکد١ نام به مقعر تاوان تابع یک (٢٠٠١) لی و فن می شود. گرفته

صورت به اول مرتبه مشتق دارای تاوان تابع این است. پیوستگی و نااریبی تنکی، مطلوب ویژگی

p
′
λn(|β|) = λn

{
I(|β| ≤ λn) +

(aλn − |β|)+
(a− ١)λn

I(|β| > λn)
}
; a > ٢.

استفاده (LQA) دوم٢ توان موضعی تقریب تکراری روش از ،M گام در بهینه سازی مسئله حل برای است.

،β٠,k اولیه مقدار یک داشتن و تیلور بسط از استفاده با روش این در . (٢٠٠١ ، لی و (فن می شود

صورت به تاوان تابع مشتق ،|β٠,k| > ٠

[pλn(|βk|)]
′
= qλn(|βk|)sign(βk) ≈

qλn(|β٠,k|)
|β٠,k|

βk,

qλn(|βk|) = p
′
λn
(|βk|) و sign(a) = I(a > ٠) − I(a < ٠) آن در که می شود، زده تقریب

برای و بررسی را LQA الگوریتم همگرایی خاصیت (٢٠٠۵) لی و هانتر است. pλn(·) اول مرتبه مشتق

شناساپذیری عدم کنترل برای الگوریتم این در دادند. پیشنهاد را MM الگوریتم تاوانیده، برآوردگر محاسبه

برآوردگر سپس دادند. بهبود را LQA تقریب ،ϵ میزان به انحراف اندکی قبول با ،٠ نقطه در برآوردگر

β̂ = argmax
β

{
Qi(Θ|Θ̂

(r)
) − صورت به بهینه سازی مسئله حل با LQA الگوریتم براساس را

شرط برای ϵ مناسب انتخاب كه كردند نشان خاطر آنها می آوردند. بدست ،n
∑p

k=١
qλn (|β٠,k|)
٢(ϵ+|β٠,k|)β

٢
k

}
الگوریتم که دادند نشان (٢٠٠١) لی و فن است. ضروری تقریب، همگرایی سرعت همچنین و برآوردگر تنکی

|βk| مؤلفه های از برخی اینکه محض به تکرار هر در می رسد. همگرایی به تکرار کمی تعداد از پس LQA

برای صفر مقدار و شناخته بی تاثیر متغیر عنوان به آن ها به مربوط متغیرهای شود، ϵ = ١٠−۶ از کوچکتر

می شود. گرفته نظر در آن ها

1SCAD
2Local quadratic approximation (LQA)
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صورت به که Q(Θ|Θ̂
(r)

) کردن ماکسیمم طریق از Σ̂
(r)

و D̂
(r)

،β̂
(r)

کردن هنگام به :M گام

θ̂
(r+١)

=
( n∑
i=١

X̃
⊤
i Σ̂

(r)−١

i X̃i + nEn(θ̂
(r))−١

n∑
i=١

X̃
⊤
i Σ̂

(r)−١

i (yi −Zib̂
(r)

i ),

D̂
(r+١)

= n−١
n∑
i=١

B̂
(r)

i , Σ̂
(r+١)

= n−١
n∑
i=١

Ψ̂
(r)

i (β),

و ϵ = ١٠−۶ ،En(θ̂
(r)

) = diag
{ qλn (|β١|)

ϵ+|β١| , . . . ,
qλn (|βp|)
ϵ+|βp| ,0hn

}
آن در که می شوند، حاصل

است. صفر عناصر با بعدی hn برداری 0hn
درستنمایی ماکسیمم برآوردگر تا می شود تکرار ثابت مقداری به همگرایی زمان تا M و E گام های

آید. بدست ، Θ̂ = (θ̂, D̂, Σ̂) پارامترهای برای تاوانیده

تاوان پارامترهای انتخاب ١. ٣

افزایش با گره ها تعداد که نکته این می شود. استفاده (d = ٣) مکعبی اسپلاین از مقاله، عددی مطالعات در

برآوردگرها واریانس است ممکن گره ها زیاد تعداد دیگر سوی از و داشته اهمیت یابند افزایش نمونه حجم

برآوردگرها واریانس و اریبی بین تا شود انتخاب درستی به باید گره ها تعداد بنابراین، دهد. افزایش را

صورت به گره ها تعداد و برابر فواصل با گره هایی معمولا محاسبات در سهولت برای گردد. ایجاد تعادل

و (٢٠٠٧) چو و چن ، (٢٠٠٢) همکاران و هی در استراتژی این می شود. انتخاب Ln ≈ n١/(٢r+١)

می گیرد نظر در را گره n تعداد r = ٠ زیرا r > ٠ که است واضح است. شده اجرا (٢٠١۵) ستار و سینها

،۵٠ حجم به نمونه هایی برای مثال طور به می گیرند؛ نظر در ١ برابر را r معمولا˗ نیست. درستی انتخاب که

گره ها تعداد و مکعبی اسپلاین اگر بنابراین بود. خواهد ۶ و ۵ ،۴ برابر ترتیب به گره ها تعداد ،٢٠٠ و ١٠٠

hn ≈ n١/(٢r+١) + ۴ صورت به پایه توابع تعداد شود، گرفته نظر در Ln ≈ n١/(٢r+١) صورت به

داشت. خواهد وجود پایه تابع ١٠ و ٩ ،٨ ترتیب به ٢٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ نمونه های حجم برای که است؛

مختلف مسائل برای مناسب مقدار یک عنوان به را a = ٣٫٧ مقدار بیزی دیدگاه از (٢٠٠١) لی و فن

یافته تعمیم متقابل سنجی اعتبار معیار از ،λn تنظیم پارامتر مناسب مقدار انتخاب برای و دادند پیشنهاد

صورت به

GCV (λn) =
RSS(λn)/n

(١ − tr
(
d(λn)

)
/n)٢
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و RSS(λn) = (y− X̃
⊤
θ̂−Z⊤b̂)⊤ V̂

−١
(y− X̃

⊤
θ̂−Z⊤b̂) آن در که کردند، استفاده

d(λn) = X(X⊤V̂
−١
X + λnI)

−١X⊤V̂
−١

+ ZD̂Z⊤(I −X[(X⊤V̂
−١
X + λI)−١X⊤V̂

−١
]).

می شود. برآورد λ̂n = argmin
λn∈ℜ+

GCV (λn) بهینه سازی مساله حل از λn مقدار

برآوردگرها مجانبی رفتار بررسی ۴

انتخاب حیطه در آماری متون اکثر در است. پرداخته ĝ و β̂n برآوردهای مجانبی توزیع بیان به بخش این

و βn٠ = (β⊤
n٠١,β

⊤
n٠٢)

⊤ صورت به βn٠ درست پارامترهای محاسبات، در سادگی منظور به متغیر

مساله کلیت از کاستن بدون می شوند. تفکیک Xi =
(
Xi(١),Xi(٢)

)
صورت به مدل طرح ماتریس

مقاله در باشد. صفر غیر است بعدی s∗n برداری که βn٠١ اعضای تمام و βn٠٢ = 0 شود می فرض

برداری αn٠ آن در که است، θn٠ = (β⊤
n٠١,β

⊤
n٠٢,α

⊤
n٠)

⊤ صورت به درست رگرسیونی ضرایب حاضر،

غیر و صفر فضای به پارامتر فضای جداسازی منظور به است. g٠ ناپارامتری تابع به وابسته و بعدی hn
یک θn٠١ = (β⊤

n٠١,α
⊤
n٠)

⊤ که طوری به کرده بازتفکیک (θ⊤
n٠١,θ

⊤
n٠٢)

⊤ صورت به را θn٠ صفر،

متعاقبا، .θn٠٢ = βn٠٢ = 0 و صفراند غیر آن اعضای تمام که است بعدی (sn = s∗n + hn) بردار

X̃i =
(
X̃

⊤
i(١), X̃

⊤
i(٢)

)⊤ و θ̂n = (θ̂
⊤
n١, θ̂

⊤
n٢)

⊤ صورت به ترتیب به طرح ماتریس و برآورد مقادیر

،X̃i(١) =
(
X⊤

i(١),Bi(ti)
⊤)⊤ ، θ̂n١ = (β̂

⊤
n١, α̂

⊤
n )

⊤ آن در که می شوند، بازتفکیک

و an = max١≤k≤pn{p
′
λn
|βn٠,k|, βn٠,k ̸= ٠} کنید فرض .X̃i(٢) = Xi(٢) و θ̂n٢ = β̂n٢

است. βn٠ kام مولفه βn٠,k که، طوری به bn = max١≤k≤pn{p
′′
λn
|βn٠,k|, βn٠,k ̸= ٠}

گرفته نظر در θ̂n سازگار برآوردگر از دنباله ای تنها باشد، داشته جواب چند EM الگوریتم در M گام اگر

بر علاوه .sup
t
|B⊤(t)α̂n − g٠(t)|

p→ ٠ و β̂n − βn٠ → 0 آنگاه n→ ∞ وقتی یعنی می شود.،

i = ١, . . . , n ،(yi,Xi, ti) تایی سه مجموعه باشد؛ ni = m <∞ ،i هر ازای به کنید فرض این،

برای شود. تعریف d(k)(·) صورت به d(·) مانند تابعی kام مشتق و باشند توزیع هم و مستقل متغیرهایی

بگیرید. نظر در را زیر نظم شرایط برآوردگرها، حدی رفتار مطالعه

است. کراندار g٠(ti) تابع kام مشتق ،k ≥ ٢ هر ازای به (١ .A)
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می کند. صدق ∥Σ̂i −Σi∥ = Op(n
−١/٢) شرط در Σ̂i شده برآورد کوواریانس ماتریس (٢ .A)

که ،b١ ≤ λmin(n
−١ ∑n

i=١ X̃
⊤
i Σ

−١
i X̃i) ≤ λmax(n

−١ ∑n
i=١ X̃

⊤
i Σ

−١
i X̃i) ≤ b٢ (٣ .A)

هستند. ویژه مقدار بزرگترین و کوچکترین λmax و λmin و مثبت و ثابت مقادیر b٢ و b١ آن در

،s٣
nn

−١ = o(١) ،λn → ٠ ،min١≤k≤sn |θn٠k|/λn → ∞ آنگاه ،n −→ ∞ وقتی (۴ .A)

pns
۴
n(log n)

۶ = o(n٢λ٢
n) ،log(pn) = o(nλ٢

n/(log n) ،s٢
n(log n)

۴ = o(nλ٢
n)

٢

.pns٣
n(log n)

٨ = o(n٢λ۴
n) و

،an = O(n−
١
٢ ) ،lim infn→∞ lim infθ→٠+ p

′
λn
(θ)/λn > ٠ شرایط در تاوان تابع (۵ .A)

هر ازای به که طوری به دارند وجود D و C ثابت مقادیر همچنین و می کند صدق ،bn → ∞

.|p′′λn(θ١)− p
′′
λn
(θ٢)| ≤ D|θ١ − θ٢| داشت خواهیم θ١, θ٢ > λnC

داشته وجود آن مشتقات کلیه یعنی است، هموار تابعی g(·) که می شود فرض اولیه مدل در .١ ملاحظه

(١٩٨۶) زیگر و لیانگ در شده استفاده شرط مشابه (٢ .A) شرط است. برقرار (١ .A) شرط لذا باشد،

توجه با می کند. صدق
√
n(θ̂ − θ٠) = Op(١) شرط در θ̂ همبستگی پارامتر می کند فرض که است

است. برقرار نیز شرط این می شود، گرفته نظر در EM الگوریتم در سازگار برآوردگرهای دنباله که این به

از (۵ .A) و (۴ .A) شرایط است. مستقل داده های برای رگرسیون در معمول شرایط از یکی (٣ .A) شرط

است. شده اثبات (٢٠٠١) لی و فن توسط که است متغیر انتخاب متون در معمول شرایط

یک θ̂n آنگاه ،n−١p٢
n = o(١) و n −→ ∞ وقتی ،(۵ .A)-(١ .A) شرایط گرفتن درنظر با .١ قضیه

که طوری به است، EM الگوریتم جواب

i. ∥θ̂n − θn٠∥ = Op
(√
pn(n

−١/٢ + an)
)
,

ii.
١
n

n∑
i=١

ni∑
j=١

(
ĝ(tij)− g٠(tij)

)٢
= Op(n

−٢m/(٢m+١)).

که طوری به ،∥U∥ = C و αn =
√
pn(n

−١/٢ + an) کنید فرض ،(i) قسمت اثبات برای برهان:

ثابت مقدار یک ξ > ٠ هر ازای به که می شود داده نشان است. بزرگ کافی اندازه به و ثابت مقدار یک C

دیگر عبارت به .P
{
inf∥U∥=C ℓ

Pen
c (θn٠ +αnU) ≥ ℓPenc (θn٠)

}
≥ ١− ξ که دارد وجود C

ℓPenc (θn٠) برای محلی جواب یک {θn٠+αnU : ∥U∥ ≤ C} مجموعه در ،١ به نزدیک احتمال با
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داریم: ،pλn(٠) = ٠ از استفاده با دارد. وجود

Dn(U)= ℓPenc (θn٠ + αnU)− ℓPenc (θn٠)

≥ ℓc(θn٠ + αnU)− ℓc(θn٠) + n

n∑
i=١

{pλn(|θn٠,k + αnUk|)− pλn(|θn٠,k|)}

≡ I + II

داریم جبری محاسبات انجام با

I =
nα٢

n

٢
U⊤Γ̂nU − αnU

⊤
n∑
i=١

X̃iΣ
−١
i (Y i − X̃iθ −Zibi) ≡ I١ − I٢,

و I١ عبارت های .Γ̂n = n−١ ∑n
i=١ X̃

⊤
i Σ̂

−١
i X̃i و Γn = n−١ ∑n

i=١ X̃
⊤
i Σ

−١
i X̃i آن در که

صورت به را I٢

I١ =
nα٢

n

٢
U⊤(Γn − Γ̂n + Γ̂n)U =

nα٢
n

٢
U⊤Γ̂nU +Op(n

−١/٢)nα٢
n∥U∥٢

I٢ = αnU
⊤

n∑
i=١

X̃iΣ
−١
i ϵi

داد نشان می توان (٣ .A) شرط از استفاده با داشت. خواهیم

|αnU⊤
n∑
i=١

X̃iΣ
−١
i ϵi| ≤ αn∥

n∑
i=١

X̃iΣ
−١
i εi∥∥U∥

= Op(αn
√
npn)∥U∥

= Op(α
٢
nn)∥U∥.

(٢٠٠١) لی و فن اثبات مشابه می آید. بدست I٢ = Op(α
٢
nn)∥U∥ صورت به I٢ عبارت بنابراین

داد نشان می توان

II = Op(
√
snnαnan)∥U∥+Op(nα

٢
nbn)∥U∥.
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II و I٢ عبارت های که دریافت می توان باشد، بزرگ کافی اندازه به ∥U∥ اینکه و (٣ .A) شرط از بنابراین

می شود. اثبات (i) قسمت بنابراین است. مثبت مقداری عبارت این که هستند I١ عبارت الشعاع تحت

وجود C ثابت مقدار (١ .A) شرط تحت ،(١٩٨١) اسچوماکر در ٧. ١٢ قضیه بنابر ،(ii) اثبات برای

داریم Ln ≈ n١/(٢m+١) از استفاده با بنابراین .supt∈[٠,١] |g٠(t)−B(t)α٠| ≤ CL−m
n که دارد

(
ĝ(t)− g٠(t)

)٢
=

(
B(t)α̂n − g٠(t)

)٢ ≃
(
B(t)αn٠ − g٠(t)

)٢

≤ |B(t)αn٠ − g٠(t)||B(t)αn٠ − g٠(t)|

≤ sup
t∈[٠,١]

|B(t)αn٠ − g٠(t)| sup
t∈[٠,١]

|B(t)αn٠ − g٠(t)|

≤ CL−m
n CL−m

n = C٢n−٢m/(٢m+١) = Op(n
−٢m/(٢m+١)).

n−١p٣
n = و Ln = Op(n

١/(٢m+١)) اگر ،n→ ∞ وقتی ،(۵ .A) تا (١ .A) شرایط تحت .٢ قضیه

آنگاه ،o(١)

i. P(β̂n٢ = 0) → ١,

ii. Θ̂
p→ Θ,

√
n(η̂ − η)

d→N(0, I−١
ηη), (β̂n١ − βn٠١)

d→Nsn(0, I
−١
βn٠١βn٠١

),

n−١Jηη → ،n−١Jβn٠١βn٠١
→ Iβn٠١βn٠١

،η = (vec(D)⊤, vec(Σ)⊤)⊤ آن در که

در همگرایی بیانگر ترتیب به d→ ، p→ و هستند فیشر اطلاع ماتریس های Jηη و Jβn٠١βn٠١
،Iηη

هستند. توزیع و احتمال

∥θn١ − θn٠١∥ = که ای θn١ هر ازای به که داد نشان باید (i) قسمت اثبات برای برهان:

است. تاوانیده درستنمایی ماکسیمم تابع بهینه جواب (θ⊤
n١,0)

⊤ ،C ثابت مقدار هر و Op(
√
pn/n)

دیگر عبارت به

ℓPenc (θ⊤
n١,0)

⊤} = max
∥θn٢∥≤C

√
pn/n

ℓPenc (θ⊤
n١,θ

⊤
n٢)

⊤}.
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عبارت شود داده نشان است کافی اثبات برای

∂ℓPenc (θn)

∂θn,k
=

 < ٠ −ξn < θn,k < ٠

> ٠ ٠ < θn,k < ξn

است واضح .ξn = C
√
pn/n آن در که است، برقرار k = sn+ ١, . . . , pn و θn,k ̸= ٠ هر ازای به

نشان می توان (٢٠٠١) لی و فن مشابه و ∂ℓPen
c (θn)
∂θn,k

= ∂ℓc(θn)
∂θn,k

+ np
′
λn
(|θn,k|)sgn(θn,k) که

بنابراین .∂ℓc(θn)
∂θn,k

= Op(
√
npn)

∂ℓPenc (θn)

∂θn,k
= nλn

{p′λn(|θn,k|)
λn

sgn(θn,k) +Op
(√pn/n

λn

)}
.

تعیین θn,k علامت ،lim infn→∞ lim infθ→٠+ p
′
λn
(θ)/λn > ٠ و

√
pn/n

λn
→ ٠ که آنجایی از

می شود. کامل اثبات بنابراین است. ∂ℓ
Pen
c {(θn)
∂θn,k

علامت کننده

قضیه بزرگ، اعداد ضعیف قانون طریق از مستقیما توزیع در همگرایی و احتمال در همگرایی بخش

می شود. اثبات اسلاتسکی قضیه و مرکزی حد

شبیه سازی مطالعه ۵

ارزیابی عددی صورت به متغیر انتخاب و مدل پارامترهای برآورد مدل، برازش فرایند بخش، این در

ماکسیمم برآوردگر یعنی مقاله پیشنهادی روش توسط شده شبیه سازی داده های از مجموعه ای ابتدا می شود.

سپس می گیرد. قرار تحلیل مورد (P-PLMM) آمیخته اثرات با خطی-جزئی مدل در تاوانیده درستنمایی

از حاصل نتایج همزمان، متغیر انتخاب و برآورد مسئله در P-PLMM روش عملکرد بررسی منظور به

با خطی-جزئی مدل در درستنمایی ماکسیمم برآوردگر روش یعنی تاوان تابع رهیافت بدون داده ها تحلیل

ناپارامتری جزء دارای ذاتاً داده ها اگر که باشید داشته نظر در می شود. گزارش نیز (PLMM) آمیخته اثرات

P-PLMM روش موضوع این دادن نشان برای می کند. عمل خطی مدل از بهتر خطی-جزئی مدل باشند،

می شود. مقایسه (P-LMM) آمیخته اثرات با خطی مدل در تاوانیده درستنمایی ماکسیمم برآوردگر روش با
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می شوند شبیه سازی زیر مدل از پاسخ متغیرهای

yi(tij) = x١,i(tij)β١ + x٢,i(tij)β٢ + g(tij) + bi + εi(tij),

،ni = ۵ ،j = ١, . . . , ni ،n = ۵٠, ١٠٠, ٢٠٠ ،i = ١, . . . , n صورت به مولفه ها آن در که

،X⊤
ij = (x

(١)
ij , . . . , x

(pn)
ij ) ،β⊤ = (٢, ٣, ١٫۵, ٢, ٠, . . . , ٠) ،σ٢

b = ٠٫٢۵ ،bi ∼ N(٠, σ٢
b)

مدل، پارامتری مولفه های تعداد انتخاب منظور به شده اند. تعیین tij ∼ U(٠, ١) و x(k)ij ∼ U(−١, ١)

داشته اند pn = [ n
b log(n) ] و pn = [۴٫۵n١/۴] ،pn = [n٢ ] جمله از متفاوتی پیشنهادهای نویسندگان

برای است. pn < n حالت برای شده بیان موارد است. a مقدار صحیح جزء [a] و b > ١ آن ها در که

.٠ < b < ١ آن در که است شده پیشنهاد log(pn) = op(n
b) مانند نرخ هایی نیز pn > n که زمانی

حالت این در که طوری به داشت، خواهد همراه به را چالش هایی n از بزرگتر بسیار pn مقادیر انتخاب

بیشتری بی تاثیر متغیرهای حال عین در می یابد افزایش مدل در موثر متغیرهای انتخاب احتمال چه اگر

خواهد منفی تاثیر متغیر انتخاب و برآورد روش های عملکرد بر موضوع این که شد خواهند وارد مدل در

برای (۵٠, ١١), (١٠٠, ١۴), (٢٠٠, ١۶) موارد پیشنهادی، نرخ های تمامی همپوشانی منظور به گذاشت.

گرفته نظر در pn > n حالت برای (٣٠, ١٠٠), (١٠٠, ۵٠٠), (٢٠٠, ٢٠٠٠) موارد و pn < n حالت

است. شده

از تکرار ١٠٠ براساس (MSE) خطاها دوم توان  میانگین توسط روش ها از یک هر برآورد دقت

تعریف MSE =
∑١٠٠

s=١ ∥β̂
s

n − βn١٠٠/∥٠ صورت به که گرفت قرار سنجش مورد شبیه سازی،

در روش ها عملکرد ارزیابی است. شده تولید داده مجموعه s-امین در βn٠ برآوردگر β̂
s

n آن در که می شود

که صفر ضرایب میانگین C که طوری به می شود سنجیده (C, I) معیار های توسط متغیر انتخاب مساله

برای شده اند. صفر اشتباه به که است صفر غیر ضرایب میانگین I و شده اند زده تخمین صفر درستی به

است. شده استفاده نیز دیگری معیارهای از روش ها متغیر انتخاب مساله عملکرد از جامع تر توصیف ارائه

بیانگر CF است، گرفته درنظر صفر اشتباه به را گذار تاثیر ضرایب که است تکرارهایی نسبت بیانگر UF

مهم، متغیرهای بر علاوه که تکرارهایی نسبت و کرده اند تعیین درستی به را مدل که است تکرارهایی نسبت

است. شده داده نشان OF با کرده اند وارد مدل در نیز را بی تاثیر متغیرهای

انتخاب و برآورد در PLMM و P-LMM P-PLMM، روش های عملکرد به مربوط نتایج ،١ جدول

به نسبت بیشتری MSE PLMM، روش برآورد دقت نظر از است. (n, pn) مختلف مقادیر برای مدل

با می کنند. عمل هم به نزدیک بسیار P-PLMM و P-LMM روش دو حالیکه در دارد، دیگر روش دو
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P-PLMM :٣ و P-LMM :٢ PLMM، :١ روش های مقایسه .١ جدول
pn > n حالت pn < n حالت

(n, p) = (۵٠, ١٠٠) (n, p) = (۵٠, ١١)

OF CF UF I(٠) C(٧) MSE OF CF UF I(٠) C(٧) MSE روش
١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫١٠ ٨٫٠۵ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫۴٠ ١
٠٫٧٧ ٠٫٢٣ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٩۴٫١٩ ٠٫۴۶ ٠٫۵٠ ٠٫۵٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ۶٫٢٨ ٠٫١٨ ٢
٠٫٧٣ ٠٫٢٧ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٩۴٫۶۵ ٠٫٣٩ ٠٫۴۶ ٠٫۵۴ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ۶٫۴٨ ٠٫١٩ ٣

(n, p) = (١٠٠, ۵٠٠) (n, p) = (١٠٠, ١۴)

١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٣ ٠٫٠٣ ۴٧٫٠٢ ١۴٩٩٫١۴ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٢ ٠٫٢٧ ١
٠٫٧٠ ٠٫٣٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ۴٩۵٫٧٢ ٠٫٠۶ ٠٫٣٨ ٠٫۶٢ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٩٫۴٧ ٠٫٠٩ ٢
٠٫۴۶ ٠٫۵۴ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ۴٩۶٫٢۵ ٠٫٠۴ ٠٫٣١ ٠٫۶٩ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٩٫۵۶ ٠٫٠٩ ٣

(n, p) = (٢٠٠, ٢٠٠٠) (n, p) = (٢٠٠, ١۶)

١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١١٣٧٫۶٢ ١٢۵٫۴١ ١٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ٠٫٠٩ ٠٫١۴ ١
٠٫١١ ٠٫٨٩ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٩٩۶٫٨٩ ٠٫٠٢ ٠٫٠٧ ٠٫٩٣ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١١٫٩٣ ٠٫٠۴ ٢
٠٫٠٨ ٠٫٩٢ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١٩٩۶٫٩٣ ٠٫٠١٨ ٠٫٠۴ ٠٫٩۶ ٠٫٠٠ ٠٫٠٠ ١١٫٩۶ ٠٫٠۴ ٣

.pn > n و pn < n حالت های در P-PLMM برآوردهای .٢ جدول
pn > n حالت pn < n حالت

β۴ β٣ β٢ β١ (n, pn) β۴ β٣ β٢ β١ معیار (n, pn)

٠٫٠۶ ٠٫٠۵ ٠٫١١ ٠٫٠٨ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ٠٫٠١ ٠٫٠۴ Bias
٠٫٠٨ ٠٫٠٨ ٠٫٠٩ ٠٫٠٩ (۵٠, ١٠٠) ٠٫١٠ ٠٫١١ ٠٫١١ ٠٫١٠ SD١ (۵٠, ١١)
٠٫٠٧ ٠٫٠٧ ٠٫٠٨ ٠٫٠٩ ٠٫٠٨ ٠٫٠٨ ٠٫٠٨ ٠٫٠٧ SD٢
٠٫٩٣ ٠٫٩٩ ٠٫٩۶ ٠٫٩۶ ٠٫٩١ ٠٫٩۵ ٠٫٩٧ ٠٫٩۵ CP

٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ Bias
٠٫٠٨ ٠٫٠٧ ٠٫٠٨ ٠٫٠٧ (١٠٠, ۵٠٠) ٠٫٠٨ ٠٫٠٧ ٠٫٠٨ ٠٫٠٧ SD١ (١٠٠, ١۴)
٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ SD٢
٠٫٩۴ ٠٫٩۵ ٠٫٩٣ ٠٫٩٣ ٠٫٩۴ ٠٫٩۵ ٠٫٩۴ ٠٫٩١ CP

٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫٠٠ ٠٫٠۴ Bias
٠٫٠٨ ٠٫٠٧ ٠٫٠٨ ٠٫٠٨ (٢٠٠, ٢٠٠٠) ٠٫٠۶ ٠٫٠۶ ٠٫٠۶ ٠٫٠۶ SD١ (٢٠٠, ١۶)
٠٫٠۶ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ ٠٫٠۴ SD٢
٠٫٩۴ ٠٫٩٢ ٠٫٩۶ ٠٫٩٣ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۵ ٠٫٩۶ CP

می شود مشاهده مدل انتخاب نظر از است. P-LMM از کمتر همواره پیشنهادی روش MSE وجود این

را مهم متغیرهای تمامی P-LMM و P-LMM روش های اما نمی دهد انجام مدل انتخاب PLMM که

در بالا مقادیر داشتن دلیل به پیشنهادی روش همچنین است. صفر آن ها I معیار زیرا است کرده انتخاب

داشته بهتری عملکرد P-LMM یعنی خود رقیب به نسبت ،OF در کمتر مقادیر و CF و C نرخ های

در روش ها pn < n حالت به نسبت pn > n که هنگامی ،OF و CF معیار های به توجه با است.

با اما شوند، گنجانده مدل در که دارند بیشتری تمایل صفر ضرایب و دارند پایینی عملکرد مدل انتخاب
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مربوط نتایج پیشنهادی، روش عملکرد بیشتر بررسی برای می یابند. بهبود معیار دو هر نمونه حجم افزایش

اطمینان بازه برای نمونه ای پوشش احتمال و نمونه ای استاندارد خطای مجانبی، استاندارد خطای اریبی، به

نزدیک مجانبی و نمونه ای استاندارد خطاهای که می دهد نشان نتایج است. شده گزارش ٢ جدول در ٩۵٪

خوب عملکرد بیانگر اینها که است ٩۵٪ به نزدیک موارد اغلب در پوشش احتمال و شده اند برآورد هم به

قضایای نتایج با امر این که داده اند نشان را خوبی مجانبی رفتار برآوردگرها دیگر عبارت به است. روش

این است. شده بررسی نمودارهایی رسم طریق از g(t) تابع رفتار همچنین دارد. مطابقت شده بیان حدی

٢ و ١ شکل های هستند. پوشش احتمال و استاندارد انحراف اریبی، ،ĝ(t) منحنی های شامل نمودار ها

pn < n حالت های برای نتایج تصویر دو هر در هستند. ١٠٠ و ۵٠ نمونه حجم به مربوط نتایج ترتیب به

شده برآورد منحنی های که می شود ملاحظه شده اند. رسم نقطه چین) (منحنی pn > n و خط چین) (منحنی

منحنی است. مشهودتر ٢ شکل یعنی بیشتر نمونه حجم در امر این و هستند سینوسی تابع دارای تقریبا

نمونه حجم از کمتر اریبی میزان ١٠٠ نمونه حجم برای و هستند نوسان در صفر خط حول برآوردگرها اریبی

در حالی که در است pn > n از کمتر pn < n حالت اریبی میزان ۵٠ نمونه حجم برای همچنین است. ۵٠

انحراف مقادیر شکل دو هر در می دهد. نشان را یکسانی رفتار حالت دو در اریبی میزان بالا نمونه حجم در

حول شکل دو هر در پوشش احتمال منحنی همچنین . است pn > n از کمتر pn < n حالت استاندارد

است. نوسان در ٩۵٪ خط

HIV داده های تحلیل ۶

مطالعه پیشنهادی برآوردگرهای رفتار ایدز، بیماری آزمایشات به مربوط داده های از استفاده با قسمت دراین

پاسخ، متغیر مثال، این در می دهد. قرار بررسی مورد را، HIV به مبتلا مرد ٣۶٩ تعداد داده ها این می شود.

تعداد ،(DRUG) مخدر مواد از استفاده عدم یا استفاده شامل تبیینی متغیرهای و CD۴ سلول های تعداد

افسردگی میزان ،(SMOKE) روز در استفاده مورد سیگار بسته های تعداد ،(SEXP ) جنسی شرکای

نرمال توزیع به داده ها، توزیع اینکه منظور به است. (Y EAR) سال و (AGE) سن ،(CESD)

که دریافتند (١٩٩۴) دیگل و زیگر است. شده گرفته درنظر پاسخ متغیر دوم ریشه تبدیل باشد، نزدیک

ρ = ٠٫۵٠٩ همبستگی پارامتر با پذیر تبادل همبستگی ساختار نوع از درونی همبستگی دارای داده ها این

ناپارامتری جزء عنوان به Y EAR متغیر خطی-جزئی مدل های بالای انعطاف از بهره مندی برای هستند.

مدل در است ممکن نیز متقابل اثرات که آنجایی از شده اند. مدل وارد خطی صورت به متغیرها سایر و

برای پیشنهادی روش از و شده وارد مدل در نیز متغیرها متقابل اثرات تمامی باشند، داشته اهمیت
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(د) (ج)

قرمز)، (نقطه چین p = ١٠٠ برای و آبی) (خط چین p = ١١ برای پر)، (خط واقعی منحنی های ،n = ۵٠ ازای به .١ شکل
پوشش. احتمال د: و استاندارد انحراف ج: اریبی، ب: ،g(t) برآورد الف:

دیگر روش دو با P-PLMM روش عملکرد مقایسه منظور به می شود. استفاده مهم متغیرهای انتخاب

خطای دوم های توان کمترین و (SD) مجانبی استاندارد انحراف معیار از PLMM و P-LMM یعنی

مجانبی واریانس جذر مجانبی، استاندارد خطای اینجا در گردید. استفاده پارامترها (MSE) تجربی

دوم های توان میانگین و بوده ٢ قضیه در I−١
βn٠١βn٠١

ماتریس اصلی قطر عناصر جذر یعنی پارامترها

به که بوت استرپ نمونه گیری یک از خطا دوم های توان گرفتن میانگین طریق از (MSE) تجربی خطای

شده برآورد مقدار β̂k آن در که می شود حاصل است، MSE(β̂k) =
١
S

∑S
s=١(β̂k − β̂

(s)
k )٢ صورت

برای همچنین است. sام بوت استرپ نمونه از پارامتر شده برآورد مقدار β̂(s)k و نمونه کل از kام پارامتر

،(SSR) رگرسیون دوم های توان مجموع شاخص های داده ها، توسط شده پشتیبانی مدل بهترین شناسایی

پیشگویی خطای دوم های توان میانگین و (R٢) تعیین ضریب ،(SSE) خطا دوم های توان مجموع
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(د) (ج)

قرمز)، (نقطه چین p = ۵٠٠ برای و آبی) (خط چین p = ١۴ برای پر)، (خط واقعی منحنی های ،n = ١٠٠ ازای به .٢ شکل
پوشش. احتمال د: و استاندارد انحراف ج: اریبی، ب: ،g(t) برآورد الف:

دو با مقایسه در P-PLMM برآوردگر که می دهد نشان ٣ جدول در نتایج شدند. محاسبه (MSPE)

این با نیست، چشمگیر زیاد تفاوت این اما هستند. کمتری MSE و SD مقادیر دارای دیگر روش

SSE شاخص های و بوده مقدار بیشترین دارای R٢ و SSR شاخص های P-PLMM، روش در وجود

می شود مشاهده همچنین می کنند. تایید را روش این بهتر عملکرد که دارند را مقدار کمترین MSPE و

تمام CESD متغیر از غیر به P-LMM روش در و نمی دهد انجام متغیر انتخاب PLMM روش که

اثر و CESD ،SEXP ،SMOKE متغیرهای P-PLMM، مدل تحت شده اند. مدل وارد متغیرها

شده اند. شناسایی مهم متغیرهای عنوان به SMOKE ∗ SEXP متقابل
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ایدز. بیماری داده های برای مدل سه برازش تحت MSE و SD همراه به پارامترها برآورد .٣ جدول

P-PLMM P-LMM PLMM
β̂(SD،MSE) β̂(SD،MSE) β̂(SD،MSE) متغیرها

٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −٠٫۶۶١ (٠٫٠٠۵, ٠٫٠٠١) ٠٫٠٨۴ (٠٫٠٠۴, ٠٫٠٠١) AGE
٠٫۴٠٫٠١)١٧۴, ٠٫٠٠١) ٢٫۴٩٨ (٠٫٠٣٠, ٠٫٠٠١) ٠٫٧٣٠ (٠٫٠٢۴, ٠٫١۶٣) SMOKE

٠)٠, ٠٫٠٠١) ۶٫۶٠٨ (٠٫٠٣٨, ٠٫٠٠۴) ٠٫٨١١ (٠٫٠۴٧, ٣٫٣٣٠) DRUG
٠٫٠٨۴(٠٫٠٠۶, ٠٫٠٠) ١٫١۴۵ (٠٫٠٠٨, ٠٫٠٠١) ٠٫١٧٠ (٠٫٠٠٩, ٠٫٠٧۴) SEXP
−٠٫٠۵۴(٠٫٠٠٣, ٠٫٠٠) ٠ (٠, ٠٫٠٠۴) −٠٫٠۶٩ (٠٫٠٠۴, ٠٫٠٠١) CESD

٠)٠, ٠٫٠٠١) ٠٫٠١۶ (٠٫٠٠١, ٠٫٠٠٢) ٠٫٠١٢ (٠٫٠٠١, ٠٫٠٠) AGE ∗ SMOKE
٠)٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٧٠ (٠٫٠٠۵, ٠٫٠٠) −٠٫٠٢٠ (٠٫٠٠۴, ٠٫٠٠١) AGE ∗DRUG

٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −٠٫٠١٢ (٠٫٠٠١, ٠٫٠٠١) AGE ∗ SEXP
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −٠٫٠٠۵ (٠٫٠٠٢, ٠٫٠٠) AGE ∗ CESD
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −١٫١۶۶ (٠٫٠٣١, ٠٫٠٠١) −٠٫٢٧٨ (٠٫٠٢٢, ٠٫٢٩۴) SMOKE ∗DRUG

٠٫٠۴٠٫٠٠٣)٢, ٠٫٠٠١) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٣٨ (٠٫٠٠٣, ٠٫٠٠٢) SMOKE ∗ SEXP
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −٠٫٠٠۵ (٠٫٠٠١, ٠٫٠٠) SMOKE ∗ CESD
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) −٠٫۵۵٨ (٠٫٠١٠, ٠٫٠٠١) −٠٫٠٧٩ (٠٫٠٠٩, ٠٫٠٧۴) DRUG ∗ SEXP
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٢٠ (٠٫٠٠٣, ٠٫٠٠١) DRUG ∗ CESD
٠٫٠٠)٠٫٠٠, ٠٫٠٠) ٠٫٠٠ (٠٫٠٠, ٠٫٠٠١) −٠٫٠٠١ (٠٫٠٠٣, ٠٫٠٠) SEXP ∗ CESD

۶٧۵٧١٫٨٩٠ ٧٣٢۵٣٫٢١٠ ۶۶۵۶١٫۶٨٠ SSR
٣٩١٢٧٫٧۶٠ ۵۴٣۶٨٫٨٨٠ ٣٩٢٨٧٫١٠٠ SSE

٠٫۶٣٣ ٠٫۵٧۴ ٠٫۶٢٨ R٢

۴٠٫٧۵٩ ٧٧٫٠٢۴ ۴٧٫٠١٣ MSPE

نتیجه گیری و بحث

با طولی داده های برای آمیخته اثرات با پارامتری نیمه مدل های در همزمان متغیر انتخاب و برآورد مسئله

زده تقریب رگرسیونی اسپلاین های با مدل در موجود ناپارامتری مولفه است. شده گرفته نظر در بالا بعد

انجام همزمان طور به متغیر انتخاب و برآورد تاوان تابع بر مبتنی هدف تابع بهینه سازی طریق از و شده

تعداد آن در که بالا بعد با طولی داده های چارچوب در حاصل برآوردگرهای حدی رفتار ادامه، در می شود.

پیاده سازی منظور به گرفت. قرار مطالعه مورد می یابد، افزایش نمونه حجم افزایش با متناسب پارامترها

غیر ضرایب برآورد و مهم متغیرهای انتخاب برای مناسب تکراری الگوریتم یک پیشنهادی، برآورد روش

داده مجموعه یک تحلیل و شبیه سازی مطالعه با پیشنهادی روش عملکرد نهایت، در است. گردیده ارائه صفر

مدل های سایر با مقایسه در پیشنهادی مدل که می دهند نشان نتایج است. گرفته قرار ارزیابی مورد واقعی

دارای داده ها وقتی دیگر عبارت به دارد. بهتری عملکرد مدل انتخاب و صفر غیر ضرایب برآورد در رقیب،

هستند. کارآمدتر خطی مدل های به نسبت خطی-جزئی های مدل هستند، خطی غیر روند
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Abstract: This paper considers the problem of simultaneous variable selec-
tion and estimation in a semiparametric mixed-effects model for longitudinal
data with normal errors. We approximate the nonparametric function by re-
gression spline and simultaneously estimate and select the variables under the
optimization of the penalized objective function. Under some regularity con-
ditions, the asymptotic behaviour of the resulting estimators is established
in a high-dimensional framework where the number of parametric covari-
ates increases as the sample size increases. For practical implementation, we
use an EM algorithm to selects the significant variables and estimates the
nonzero coefficient functions. Simulation studies are carried out to assess
the performance of our proposed method, and a real data set is analyzed to
illustrate the proposed procedure.
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