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پژوهشی مقاله

طول-اریب داده های در گذشته آنتروپی برآورد

فکور٢ وحید و ایرانمنش١ انیس اولیاءزاده١، فرزانه

اسلامی آزاد دانشگاه مشهد، واحد آمار، و ریاضی ١گروه

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، ٢گروه

١۴٠٠/٠۶/٣٠ انتشار: و پذیرش تاریخ ١٣٩٩/٠٧/٢٢ دریافت: تاریخ

معرفی طول-اریب داده های اساس بر گذشته آنتروپی برای ناپارامتری برآوردگر دو مقاله این در چکیده:

انجام شبیه سازی مطالعه آن ها عملکرد مقایسه به منظور است. شده اثبات برآوردگرها این قوی سازگاری و

توزیع تکیه گاه از مختلفی نواحی در کدام هر که می شود داده نشان آمده، به دست نتایج اساس بر و شده

می کند. عمل دیگری از بهتر طول-اریب، تصادفی متغیر احتمال

قوی. سازگاری طول-اریب، داده های چگالی، تابع هسته ای برآوردگر گذشته، آنتروپی کلیدی: واژه های

متن

متن

مقدمه ١

گذشته به تصادفی پدیده یک مورد در قطعیت عدم که است ممکن واقعی موقعیت های از بسیاری در

از بازرسی معین زمان در فقط آن وضعیت که بگیرید درنظر را سیستمی مثال به عنوان باشد. مربوط

و گیرد قرار بازرسی مورد بار اولین برای سیستم ،t زمان در اگر می شود. مشاهده شده، تعیین پیش

از t لحظه در سیستم که یعنی است، متکی گذشته به قطعیت عدم پس است، خراب که شود مشخص

براساس کرد. تعریف نیز گذشته زمان برای را قطعیت عدم مفهوم می توان بنابراین است. افتاده کار

را آن و کردند تعریف (٠, t) بازه روی را گذشته١ آنتروپی (٢٠٠٢) لانگوباردی و کرنسنزو دی ایده این

iranmanesh0030@mshdiau.ac.ir ایرانمنش، انیس مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس
. .94A17 �62B10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

1Past entropy
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علوم در H̄(t) از آوردند. به دست مانده١ آنتروپی با را H̄(t) ارتباط آن ها همچنین نامیدند. H̄(t)

ناندا و گوپتا می شود. استفاده است، مهم انسان) فوت زمان (مثلا˹ شکست دقیق زمان آن در که پزشکی

و ویژگی ها از بعضی (٢٠٠۶) پال و ناندا آوردند. به دست را گذشته آنتروپی βام مرتبه تعمیم (٢٠٠٢)

می تواند H̄(t) معینی شرایط تحت کرد ثابت (٢٠٠٩) گوپتا کردند. بررسی را گذشته آنتروپی کاربردهای

در را گذشته آنتروپی از کاربردهایی (٢٠١۴) پاپینو و ساچلاس کند. مشخص را توزیع یک یکتا به طور

به دست وابسته داده های در را گذشته آنتروپی برای ای هسته برآوردگر (٢٠١٣) مایا کردند. ارائه بقا تحلیل

سانسور داده های در یافته، تعمیم گذشته آنتروپی برای ناپارامتری برآورد (٢٠١۴) همکاران و مایا آورد.

آنتروپی کاربرد (٢٠٢٠) همکاران و کرنسنزو دی و (٢٠١٠) اسدی و توانگر آوردند. به دست را شده

(١٣٩۵) احمدی و حوتی در آن کلی مفهوم به آنتروپی همچنین و مانده آنتروپی کردند. ارائه را گذشته

گذشته آنتروپی برآورد زمینه در که مطالعاتی تاکنون است. شده مطرح (١٣٩٨) همکاران و پورکاظمی و

برای H̄(t) برآورد بار اولین برای مقاله این در است. بوده شده سانسور و کامل داده های برای شده انجام

خاصیت همراه به داده ها، این اساس بر گذشته آنتروپی برای برآوردگر دو و شده مطرح طول-اریب داده های

می شود. ارائه آن ها سازگاری

برای ابتدا ،٣ بخش در شد. خواهد ارائه اختصار به طول-اریبی و گذشته آنتروپی مفاهیم ،٢ بخش در

در شد. خواهد داده شرح آن ها ساختن نحوه و ارائه، -اریب طول داده های براساس برآوردگر دو H̄(t)

خواهد اثبات قضیه دو رابطه این در و گرفته قرار بررسی مورد H̄(t) برآوردگر دو قوی سازگاری ،۴ بخش

است. شده انجام ۵ بخش در شبیه سازی مطالعات شده، معرفی برآوردگرهای عملکرد ارزیابی به منظور شد.

و بحث خاتمه در است. شده رسم نیز نمودارهایی برآوردگر، دو های MSE و ها اریبی بهتر مقایسه برای

می گردد. ارائه ۶ بخش در گیری نتیجه

گذشته آنتروپی و طول-اریبی مفهوم ٢

مشاهده هنگام وی شد. مطرح آناتومی در (١٩٢۶) ویکسل توسط بار نخستین طول-اریب داده های

حد از آن ها، بزرگی اندازه که هستند مشاهده قابل گلبول هایی فقط که شد متوجه میکروسکوپ در گلبول ها

توسط موضوع این بعدها نمی باشند. میکروسکوپ در دیدن قابل کوچکتر گلبول های و باشد بیشتر معینی

شد متوجه کاکس شد. مطالعه آماری صورت به پارچه الیاف طول توزیع برآورد زمینه در (١٩۶٩) کاکس

نتایج به را اریبی نوعی موضوع این و می شوند نمونه وارد بیشتری احتمال با بلندتر، طول با الیاف که
1Residual entropy
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است. کاکس بسیار تلاش های حاصل طول-اریب داده های نظریه در اساسی و بنیادی نتایج می کرد. تحمیل

است. شده ارائه (٢٠١٧) کین توسط طول-اریب خصوص به اریب، داده های زمینه در بیشتر اطلاعات

f(·) چگالی تابع و F (·) پیوسته مطلقا توزیع تابع با نامنفی، تکیه گاه Xبا تصادفی متغیر کنید فرض

به صورت y > ٠ هر برای Y توزیع هرگاه است G(·) طول-اریب توزیع دارای Y تصادفی متغیر باشد.

صورت به Y چگالی تابع .µ =
∫∞

٠ xf(x)dx آن در که باشد، G(y) = ١
µ

∫ y
٠ xf(x)dx

g(y) =
yf(y)

µ
, y ≥ ٠, (١)

که است واضح می نامند. F (·) توزیع طول-اریب نسخه را G(·) توزیع است.

F (y) = µ

∫ y

٠
x−١g(x)dx, f(y) =

µg(y)

y
, y ≥ ٠. (٢)

باشد، F (·) توزیع تابع و f(·) چگالی تابع با سیستم) (یا مؤلفه یک عمر طول نشان دهنده X اگر

است t زمان تا مؤلفه آن عمر پایان از شده سپری زمان مدت ،X(t)
d
= (t−X|X ≤ t) تصادفی متغیر

تابع و گویند فعال غیر عمر طول تصادفی متغیر این به کند. عمر t زمان تا حداکثر مؤلفه که آن به شرط

صورت به به ترتیب ثابت t هر برای آن چگالی تابع و احتمال توزیع

Ft(x) = ١ − F (t− x)

F (t)
, ft(x) =

f(t− x)

F (t)
, x ∈ (٠, t).

روی بیماری، نوع یک به ابتلا بررسی برای آزمایش یک t زمان در کنید فرض مثال به عنوان هستند.

آنگاه بگیریم، درنظر بیماری به ابتلا زمان را X اگر باشد. مثبت آزمایش نتیجه و شود انجام خاصی فرد

مبتلا بیماری به بیمار، که است زمانی مدت چه که می شود مطرح سوال این حال است. X < t مطمئناً

آزمایش تحت مهندسی توسط t = ٠ زمان در سیستم یک که کنید فرض دیگر مثال به عنوان است. شده

قرار بررسی مورد مداوم و پیوسته به طور آزمون تحت سیستم های عمر، طول آزمون در معمولا˗ بگیرد. قرار

کار از آن ها از بعضی می کند، بررسی را سیستم ها مهندس که t زمان در شود فرض اگر حال نمی گیرند.

چنانچه است. افتاده کار از دستگاه که است زمانی مدت چه که بداند می خواهد مهندس آنگاه باشند، افتاده

می نامند. X تصادفی متغیر گذشته آنتروپی را آن شود، تعریف X(t) تصادفی متغیر برای شانون آنتروپی
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صورت به و داده نشان H̄(t) با t زمان در X تصادفی متغیر برای گذشته آنتروپی

H̄(t) = −
∫ t

٠
log ft(x)dFt(x) = ١ − ١

F (t)

∫ t

٠
f(x) log

f(x)

F (t)
dx, (٣)

شود. برآورد داده ها از استفاده با باید و است نامعلوم نیز H̄(t) باشد، نامعلوم f(·) اگر می شود. تعریف

اساس بر ٣ بخش در و است دسترس در طول-اریب جامعه از تصادفی نمونه می شود فرض منظور بدین

می شود. اثبات آن ها سازگاری و ارائه H̄(t) برای برآوردگر دو طول-اریب داده های

برآوردگرها معرفی ٣

از تصادفی نمونه ای Yn،…،Y١ کنید فرض می کنیم. معرفی مانده آنتروپی برای برآوردگر دو بخش این در

Gn(t) =
١
n

∑n
i=١ I(Yi ≤ t) به صورت t > ٠ برای که (·)Gnباشد تجربی توزیع تابع (·)Gبا توزیع

(١٩۶٩) کاکس تصادفی، نمونه این براساس Aاست. پیشامد نشانگر تابع I(A) آن در که می شود، تعریف

به صورت است، شده تعریف (٢) رابطه در که را، F (·) توزیع تابع برآوردگر

Fn(t) = µn

∫ t

٠
y−١dGn(y), (۴)

آن در که داد، ارائه

µ−١
n =

∫ ∞

٠
y−١dGn(y). (۵)

است. شده اثبات (١٩٨۵) هوروات در F (·) به Fn(·) برآوردگر قوی سازگاری

.limn→∞ sup٠<t<∞ |Fn(t)− F (t)| a.s.= ٠ آنگاه ،٠ < µ <∞ اگر (١٩٨۵ (هوروات، .١ لم

جایگذاری با که است، H̄n(t)
١ جایگزین برآوردگر می شود ارائه H̄(t) برای که برآوردگری اولین

1Plug-in
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به صورت (٣) در F (·) و f(·) جای به Fn(·) و fn(·)

H̄n(t) = −
∫ t

٠

fn(x)

Fn(t)
log

fn(x)

Fn(t)
dx = ١ − ١

Fn(t)

∫ t

٠
fn(x) log

fn(x)

Fn(t)
dx.

طول-اریب داده های با چگالی تابع برآوردگر fn(·) و تعریف (۴) رابطه در Fn(·) آن در که می شود، حاصل

به صورت (١٩٩١) جونز توسط که است

fn(x) =
µn
nhn

n∑
i=١

١
Yi
K
(x− Yi

hn

)
. (۶)

می کند، صدق
∫∞
−∞K(x)dx = ١ شرط در که گویند هسته تابع را K(·) دراینجا است. شده معرفی

است. شده تعریف (۵) رابطه در µn و می کند میل صفر به n→ ∞ وقتی که است نوار پهنای دنباله hn
نشان Ĥn(t) با را آن و می شود ارائه (٢٠٠١) همکاران و بلزونس از گرفتن ایده با که برآوردگر دومین

از کاکس تجربی برآوردگر ،(٣) رابطه در Ft(·) به جای می آید. به دست (٣) رابطه از استفاده با می دهیم،

برآوردگر و می دهیم قرار آن در آورده، به دست t از کمتر Yi مشاهدات گرفتن نظر در با فقط را، (۴) رابطه

Î(t) =

∫ t

٠
f(x)dFn(x) =

µn
n

n∑
i=١

١
Yi

log f(Yi)I(Yi ≤ t),

برآوردگر همان که می شود داده قرار آن به جای fn(·) آن برآوردگر است نامعلوم f(·) چون می آید. به دست

می شود ساخته t از کمتر Yi مشاهدات اساس بر و است (۶) جونز

Ĥn(t) =
µn
n

n∑
i=١

١
Yi

log fn(Yi)I(Yi ≤ t). (٧)

یک Ĥn(t) که است شده ثابت طول-اریب غیر و کامل داده های برای (١٩٩٣) مورتون و هال در :١ نکته

است. اریب برآوردگر این نیز طول-اریب داده ها برای که است بدیهی پس است، H̄(t) برای اریب برآوردگر

به شبیه سازی در ،Ĥn(t) برآوردگر اریبی کاهش به منظور دارد، وابستگی Yiها به fn(·) اینکه به توجه با
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برآوردگر از عملی طور

H̃n(t) =
١

hn
∑

j ̸=i Y
−١
j (t)

∑
j=١
j ̸=i

Y −١
j (t) log fn,i

(
Yi(t)

)
. (٨)

همان fn,i(·) و Yi(t) = Yi · I
(
Yi ≤ t

)
آن در و است (٧) برآوردگر تعدیل شده که می شود استفاده

است. شده تشکیل iام مشاهده بدون و مشاهده n− ١ با که است (۶) در چگالی تابع برآوردگر

سازگاری ۴

می گیرد. قرار مطالعه مورد فرض هایی تحت برآوردگر دو هر قوی سازگاری بخش این در

و باشد (−١, ١) انتگرال گیری حدود و کراندار تغییرات با متقارن، هسته تابع یک K کنید فرض A١

باشیم داشته

∫ ١

−١
K(x)dx = ١,

∫ ١

−١
xK(x)dx = ٠,

∫ ١

−١
x٢K(x)dx <∞.

.f(t) = O(t) آنگاه t→ ٠ وقتی A٢

.ν(r) =
∫∞

٠ u−٢G١/r(u)du <∞ , r > ٢ برای A٣

. inf٠<x<τ f(x) > ٠ A۴

. logn

n
١
٢ +λhn

= o(١) باشیم داشته n→ ∞ وقتی ٠ < λ < ١
٢ − ١

λ و r > ٢ یک برای H

A٣ ، A٢ فرض های است. هسته روش به چگالی تابع برآورد برای متعارفی فرض A١ فرض :٢ نکته

(٢٠١٣) همکاران و عجمی از فرض ها این که است رفته کار به fn(·) برآورد سازگاری اثبات در H و

برای می توان H فرض از است. نیاز A۴ فرض به دوم برآوردگر سازگاری اثبات برای ٢ قضیه در است.

که باشد n−β مرتبه از می تواند hn شده بیان ١ نکته در که همان طور کرد. استفاده نیز نوار پهنای انتخاب

است. ٠ < β < ١
٢ + λ
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فرض های برقراری با ،ε > ٠ هر برای .τ = sup {x, F (x) < ١} < ∞ کنید فرض .١ قضیه

.limn→∞ supε≤t<τ |H̄n(t)− H̄(t)| a.s.= ٠ داریم H و A١ −A٣

داریم ابتدا برهان:

H̄n(t)− H̄(t) =
(
logFn(t)− logF (t)

)
−
(Hn(t)

Fn(t)
− H(t)

F (t)

)
= J١n(t)− J٢n(t)

آن در که

Hn(t) =

∫ t

٠
fn(x) log fn(x)dx, H(t) =

∫ t

٠
f(x) log f(x)dx,

J١n(t) =
(
logFn(t)− logF (t)

)
, J٢n(t) =

(Hn(t)

Fn(t)
− H(t)

F (t)

)
.

آن در که داریم، را logFn(t)− logF (t) = Fn(t)−F (t)
F ∗
n(t)

رابطه تیلور، بسط از استفاده با

min{Fn(t), F (t)} < F ∗
n(t) < max{Fn(t), F (t)}, ε < t ≤ τ.

می شود نتیجه n→ ∞ وقتی ١ لم بنابر

sup
ε≤t<τ

| logFn(t)− logF (t)| ≤ F−١(ε) sup
ε≤t<τ

|Fn(t)− F (t)| a.s.= o(١),

داریم t ≥ ٠ هر برای ،J٢n جمله بررسی برای

Hn(t)

Fn(t)
− H(t)

F (t)
=

Hn(t)−H(t)

F (t)
− Hn(t)(Fn(t)− F (t))

F ٢(t)

+
Hn(t)(Fn(t)− F (t))٢

Fn(t)F ٢(t)
. (٩)

داریم (٩) رابطه راست سمت در اول جمله برای می دهیم نشان ابتدا

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)−H(t)

F (t)

∣∣ a.s.= o(١), n→ ∞. (١٠)



طول-اریب داده های در گذشته آنتروپی برآورد . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٧٠

نوشت می توان مثلث نامساوی طبق بنابراین

∣∣Hn(t)−H(t)
∣∣ ≤

∣∣ ∫ t

٠
[fn(x) log fn(x)− fn(x) log f(x)]dx

∣∣
+

∣∣ ∫ t

٠
[f(x) log f(x)− fn(x) log f(x)]dx

∣∣
≤

∫ t

٠
f(x)

∣∣fn(x)
f(x)

log
fn(x)

f(x)

∣∣dx
+ ∥fn − f∥

∫ t

٠
| log f(x)|dx

= I١n(t) + I٢n(t).

و I٢n(t) = ∥fn − f∥
∫ t

٠ | log f(x)|dx ، I١n(t) =
∫ t

٠ f(x)
∣∣fn(x)
f(x) log fn(x)

f(x)

∣∣dx آن در که

چون می گیریم. درنظر را I١n(t) ابتدا می شود. تعریف ∥f∥ = sup{|f(x)|x > ٠} به صورت ∥ · ∥

نوشت می توان |z log z| ≤ |z − ١)|١ + z) داریم، z ≥ ٠ برای

∣∣fn(x)
f(x)

log
fn(x)

f(x)

∣∣ ≤ ∣∣fn(x)
f(x)

− ١
∣∣(١ +

fn(x)

f(x)

)
می شود نتیجه پس

I١n(t) ≤
∫ t

٠
f(x)

∣∣fn(x)
f(x)

− ١
∣∣.∣∣١ +

fn(x)

f(x)

∣∣dx
≤ ∥fn − f∥

∫ t

٠

∣∣١ +
fn(x) + f(x)− f(x)

f(x)

∣∣dx
≤ ∥fn − f∥

(
٢t+

∫ t

٠

∣∣fn(x)− f(x)

f(x)

∣∣dx)
≤ τ∥fn − f∥

(
٢ +

∥fn − f∥
inf٠<t≤τ f(t)

) a.s.→ ٠.

(٢٠١٣) همکاران و عجمی در ٢ قضیه و H و A١ − A٣ فرض های از استفاده با I٢n(t) جمله برای

بنابراین .I٢n(t) ≤ C∥fn − f∥ a.s.→ ٠ داریم

sup
٠≤t<τ

∣∣Hn(t)−H(t)
∣∣ a.s.= o(١) n→ ∞. (١١)
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داریم به ترتیب (٩) رابطه سوم و دوم قسمت های برای ، ١ لم و Hn(·) یکنواخت همگرایی از استفاده با

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)(Fn(t)− F (t))

F ٢(t)

∣∣ ≤ ١
F ٢(ε)

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)
∣∣∥Fn − F∥ a.s.

= o(١), (١٢)

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)(Fn(t)− F (t))٢

Fn(t)F ٢(t)

∣∣ ≤ ١
F ٢(ε)

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)
∣∣∥Fn − F∥٢ a.s.= o(١), (١٣)

گرفت نتیجه می توان (١٣) و (١٢) ،(١٠) ،(٩) رابطه های از بنابراین

sup
ε≤t<τ

∣∣Hn(t)

Fn(t)
− H(t)

F (t)

∣∣ a.s.= o(١) n→ ∞. (١۴)

دست به supε≤t<τ |H̄n(t)− H̄(t)| a.s.→ ٠ نتیجه (١۴) و (١٣) ، (١١) رابطه های از استفاده با و

می شود. کامل اثبات بنابراین می آید،

یعنی است. یکنواخت قوی سازگار Ĥn(·) برآوردگر H و A١ −A۴ فرض های تحت .٢ قضیه

lim
n→∞

sup
٠≤t≤τ

∣∣Ĥn(t)− H̄(t)
∣∣ a.s.= ٠, (١۵)

(٧) رابطه طبق طرفی از .dFn(t) = µn
t dGn(t) داریم t به نسبت (۴) رابطه مشتق از برهان:

نوشت می توان

Ĥn(t) =
µn
n

n∑
i=١

١
Yi

log fn(Yi)I(Yi ≤ t)

= µn

∫ t

٠

١
y
log fn(y)dGn(y) =

∫ t

٠
log fn(y)dFn(y).

بنابراین

Ĥn(t)− H̄(t) =

∫ t

٠

(
log fn(x)− log f(x)

)
dFn(x)

+

∫ t

٠
log f(x)dFn(x)−

∫ t

٠
log f(x)dF (x)

= S١n(t) + S٢n(t) (١۶)
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همکاران و عجمی در ٢ قضیه کاربرد و H و A١−A٣ فرض های و log f تابع تیلور بسط از استفاده با

دنباله چون داریم. را limn→∞ sup٠≤x≤τ
∣∣ log fn(x) − log f(x)

∣∣ a.s.= ٠ رابطه (٢٠١٣)

رابطه است، F (·) به یکنواخت همگرای دنباله ای Fn(·)

sup٠<t<τ | S١n(t) |≤ sup٠<t<τ

∣∣ log fn(t)− log f(t)
∣∣ sup٠<t<τ | Fn(t) |−→ ٠

صعودی دنباله ای {Fn(x)} که این و F (·) به Fn(·) یکنواخت همگرایی به توجه با می آید. به دست

داریم t هر برای (١٩٨٠ ، (سرفلینگ هلی١ گسترش قضیه از استفاده با است،

∫ t±

٠
log f(x)dFn(x) −→

∫ t±

٠
log f(x)dF (x)

می توان (١٩٨٨) تیچر و چو در ٨. ٢. ٣ لم از استفاده با است. t± = limδt→٠(t ± δt) از منظور که

می شود. حاصل (١۵) رابطه (١۶) بنابر اکنون .sup٠<t<τ | S٢n(t) |
a.s.→ ٠ گرفت نتیجه

شبیه سازی مطالعه ۵

این در (Ĥn(t) شده تعدیل (نسخه H̃n(t) و H̄n(t) شده معرفی برآوردگرهای عملکرد ارزیابی برای

توزیع الف- گروه سه برای و n = ۵٠, ١٠٠, ٢٠٠ برای است. شده انجام شبیه سازی مطالعه یک بخش

،LN(٠, ١) ،LN(٠, ٢) لگ-نرمال توزیع ب- ،.Beta(٢, ٢) ،Beta(٠٫۵, ٠٫۵) ،Beta(١, ١) بتا

در است. شده انجام شبیه سازی .W (٠٫۵, ١) ،W (١, ١) ،W (٢, ١) وایبل توزیع ج- و .LN(٠, ٠٫۵)

وایبل توزیع در و ٢ و ١٫۵ ، ٠٫۵ مقادیر لگ-نرمال توزیع در ٠٫٧۵ و ٠٫۵ ، ٠٫٢۵ مقادیر t برای بتا توزیع

دو لگ-نرمال و وایبل توزیع که است آن توزیع ها این انتخاب دلیل گرفته ایم. درنظر را ٧ و ۵ ، ٣ مقادیر

توزیع یک عنوان به نیز بتا توزیع هستند. عمر طول مبحث در پرکاربرد و متداول مثبت، مقادیر با توزیع

بتا توزیع های پارامتر دو هر است ذکر به لازم می گیرد. قرار استفاده مورد مقالات بیشتر در محدود دامنه با

هستند. متقارن همگی توزیع ها این نتیجه در شده اند، گرفته نظر در برابر شده برده کار به شبیه سازی در که

بنابر است، متقارن حالت مشابه نتایج که شده انجام شبیه سازی نیز است، نامتقارن بتا توزیع که حالاتی در

t مقدار که داشت توجه باید ضمنا است. نشده آورده بخش این در نامتقارن حالت در شبیه سازی نتایج این

بزرگ t یا صفر به نزدیک t مقادیر انتخاب واقع در دارد. فرق باهم مختلف توزیع های برای صفر به نزدیک

متقارن توزیع یک که Beta(١, ١) توزیع در مثلا دارد. بستگی توزیع ماهیت به مختلف توزیع های برای
1Helly’s theorem
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مقادیر این Beta(٢, ٢) توزیع در یا است. ٠٫٧۵, ٠٫۵, ٠٫٢۵ برابر ترتیب به سوم و دوم اول، چارک است،

مرتبه چارک است عمر طول مناسب توزیع یک که وایبل توزیع در یا است. ٠٫۶٧, ٠٫۵, ٠٫٣٣ برابر ترتیب به

برابر W (٠٫۵, ١) توزیع برای و ٠٫۴٧ برابر ، W (٢, ١) توزیع برای ،٠٫٧٨ برابر W (١, ١) توزیع برای اول

استفاده با نیست. عمر طول برای خوبی رخداد شود واقع صفر نزدیکی در شکست اگر واقع در است. ٠٫۶

آورد. به دست زیر به صورت را وایبل و لگ-نرمال بتا، طول-اریب توزیع های می توان (١) رابطه از

است. Beta(α+ ١, β) آن -اریب طول توزیع آنگاه ، X ∼ Beta(α, β) اگر الف)

از است عبارت آن -اریب طول توزیع آنگاه ، X ∼ LN(٠, σ) اگر ب)

g(y) =
١√

٢πσ٢
exp

[
− ١

٢

( ln y
σ

)٢]
exp(−σ

٢

٢
), y > ٠.

به صورت آن -اریب طول توزیع آنگاه ،X ∼W (α, β) اگر ج)

g(y) =
αβ

Γ(١ + ١
α)

(βy)α exp [−(βy)α], y > ٠, α > ٠, β > ٠.

.(١٩٩٩ ، ولفسون و کورا (آندرس است Y ∼ GGa(١ + ١
α , β, α) تعمیم یافته گامای توزیع که است،

برآوردگر دو و H̄(t) واقعی مقدار و شده شبیه سازی طول-اریب داده های توزیع،  گروه سه هر در

توزیع به مربوط نتایج و شده محاسبه MSE و اریبی مقادیر شده اند. محاسبه آن برای H̃n(t) و H̄n(t)

شکل توزیع هر برای برآوردگر، دو MSE و اریبی بهتر مقایسه برای است. شده ارائه ٣ تا ،١ جداول در بتا

در است. H̃n(t) به مربوط قرمز ورنگ H̄n(t) به مربوط آبی رنگ ها شکل این در است. شده رسم

یک گفت نمی توان است، بتا توزیع برای طول-اریب داده های در گذشته آنتروپی برآورد به مربوط که ١ جدول

دارای H̃n(t) گاهی و کمتر MSE و اریبی دارای H̄n(t) گاهی بلکه دارد، ارجحیت دیگری بر برآوردگر

عمل H̄n(t) از بهتر H̃n(t) برآورد ،t = ٠٫٢۵, ٠٫۵ به ازای مثال به طور است. کمتری MSE و اریبی

دیده وضوح به ١ شکل در نتایج این است. بهتر H̃n(t) از H̄n(t) همه جا t = ٠٫٧۵ به ازای ولی است کرده

است لگ-نرمال توزیع به مربوط طول-اریب داده های در گذشته آنتروپی برآورد که ٢ جدول در می شود.

گاهی است. بهتر برآوردگر کدام گفت قطعی به طور نمی توان هم باز که است شده اختیار t = ٠٫۵, ١٫۵, ٢

برای واقع در است. کمتری MSE و اریبی دارای H̃n(t) گاهی و کمتر MSE و اریبی دارای H̄n(t)
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(ج) (ث) (ت)

Beta(١, ١) (ث) و (ب) ، Beta(٢, ٢) (ت) و (الف) بتا توزیع در برآوردگر دو (بالا) MSE و (پایین) اریبی نمودار .١ شکل
.Beta(٠٫۵, ٠٫۵) (ج) و (پ) ،

t = ١٫۵, ٢ مقادیر برای و دارد کمتری MSE و اریبی H̃n(t) برآوردگر است صفر نزدیک که t = ٠٫۵

برآوردگر، دو MSE و اریبی مقایسه نتایج دارد. بهتری نتایج H̄n(t) برآوردگر هستند دورتر صفر از که

انتخاب t = ٣, ۵, ٧ وایبل توزیع برای ٣ جدول کرد. مشاهده ٢ شکل در می توان را لگ-نرمال توزیع در

برآوردگر از بهتر H̄n(t) برآوردگر همه جا تقریباً که می دهد نشان نتایج هستند. دور صفر از همه که شده

٣ شکل در می توان را وایبل توزیع در برآوردگر، دو MSE و اریبی مقایسه نتایج می کند. عمل H̃n(t)

از H̄n(t) برآوردگر دیگر جای همه در ، W (٢, ١) توزیع در مورد یک جز به شکل این طبق کرد. مشاهده

برآوردگر صفر به نزدیک t مقادیر برای که می شود ملاحظه شبیه سازی نتایج به توجه با است. بهتر H̃n(t)

مطالب شبیه سازی، نتایج دیگر عبارت به می کند. عمل بهتر H̄n(t) صفر از دورتر مقادیر برای و H̃n(t)

می کند. تایید را ٢ و ١ قضیه دو در شده اثبات
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(ج) (ث) (ت)

(ث) و (ب) ، LN(٠, ١) (ت) و (الف) لگ-نرمال توزیع در برآوردگر دو (بالا) MSE و (پایین) اریبی نمودار .٢ شکل
.LN(٠, ٠٫۵) (ج) و (پ) ، LN(٠, ٢)

نتیجه گیری و بحث ۶

انگیزه همچنین شدند، معرفی طول-اریب داده های با گذشته آنتروپی برای Ĥn(t) و H̄n(t) برآوردگر دو

اثبات قضیه دو در فرض هایی تحت برآوردگر دو هر قوی سازگاری گردید. بیان نیز آن ها ساختن چگونگی و

از دورتر t مقادیر برای H̄n(t) که داشتیم انتظار و بود ε < t < τ دربازه t مقادیر ١ قضیه در گردید.

دربازه t مقادیر ٢ قضیه در گردید. تایید مطلب این شبیه سازی نتایج به توجه با که کند، عمل بهتر صفر

در t مقادیر برای Ĥn(t) برآوردگر که داریم انتظار قضیه این به توجه با شد. گرفته درنظر ٠ < t < τ

برآوردگر، دو عملکرد ارزیابی برای شد. تایید سازی شبیه در نیز مطلب این که کند، عمل بهتر صفر نزدیکی

شکل از Ĥn(t) اریبی کاهش برای (١٩٩٣) مورتون و هال بحث به توجه با و انجام شبیه سازی مطالعه

و لگ-نرمال بتا، مختلف توزیع سه منظور بدین شد. استفاده شبیه سازی در ، H̃n(t) یعنی آن شده اصلاح

مقدار شد. تولید تصادفی نمونه های آن ها طول-اریب نسخه از و گرفته درنظر مختلف پارامترهای با وایبل

دو هر MSE و اریبی مقادیر و محاسبه نمونه هر در t مختلف مقادیر ازای به آن برآورد دو و H̄(t)

شکل هایی شبیه سازی، نتایج بهتر مقایسه برای گردید. ارائه جداگانه جدول سه در نتایج و محاسبه برآوردگر
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.W (٠٫۵, ١) (ج) و (پ) ،

داده های در گذشته آنتروپی برآورد در که است آن تحقیق این خلاصه شد. رسم MSE و اریبی برای نیز

است بهتر ،t صفر از دور مقادیر برای و Ĥn(t) از است بهتر صفر به نزدیک t مقادیر ازای به طول-اریب،

شود. استفاده H̄n(t) از

قدردانی و تشکر

مقاله این در سازنده اصلاحات باعث که مجله محترم سردبیر و داوران ارزندۀ پیشنهادهای از نویسندگان
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Beta(٢, ٢) Beta(٠٫۵, ٠٫۵) Beta(١, ١) n Es. t
MSE Bias MSE Bias MSE Bias
٢٫٠٨١ −١٫٣٨۵ ٠٫٣٣۶ −٠٫۴٣٩ ١٫٢٣٧ −١٫٠۵٨ ۵٠

Ĥn

٠٫٢۵
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H̃n٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ١٠٠

٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٠ ٠٫٠٠٠ ٢٠٠

٠٫۶۵۵ −٠٫٨٠١ ٠٫٠٢٢ −٠٫٠٢٠ ٠٫٢٠۵ −٠٫۴٣١ ۵٠
Ĥn

٠٫۵

٠٫۶٣٠ −٠٫٧٨٩ ٠٫٠١٢ −٠٫٠٢٣ ٠٫١٨٧ −٠٫۴١٩ ١٠٠
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H̃n٠٫٠٠٩ ٠٫٠۴٩ ٠٫٠٣٨ ٠٫١۵٣ ٠٫۴٣۵ ٠٫۶١٣ ١٠٠

٠٫٠٠۵ ٠٫٠٣٢ ٠٫٠١٩ ٠٫١٠٧ ٠٫٢۶٨ ٠٫۴٢۵ ٢٠٠

٠٫٠٠۵ ٠٫٠١۵ ٠٫٠١۶ ٠٫٠٢٨ ٠٫٠٨۶ ٠٫٠٣١ ۵٠
Ĥn
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Abstract In this article, we propose two non-parametric estimators for the
past entropy based on length-biased data and the strong consistency of the
proposed estimators is proved. In addition, some simulations are conducted
to evaluate the performance of the proposed estimators. Based on the re-
sults, we show that they have better performance in a different region of the
probability distribution for length biased random variables.
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