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پژوهشی مقاله

صفر در بریده منفی دوجمله ای توزیع با ترکیبی تعمیم یافته وایبل توزیع های خانواده

پور٣ فارسی سنجری ناهید آوجی٢، محسن طارمی١، بهرام

شیراز دانشگاه علوم، دانشکده آمار، ١بخش

تبریز دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده کاربردی، ریاضی ٢گروه

الزهرا دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، ٣گروه

١٣٩٩/٠٨/٣٠ انتشار: و پذیرش تاریخ ١٣٩٩/٠٢/٢۶ دریافت: تاریخ

وایبل، یافته تعمیم مارشال-اولکین-ناداراجه توزیع های خانواده از استفاده با مقاله این در چکیده:

رآن ها مخاطره تابع و چگالی تابع بقا، تابع آورده بدست را گمپرتز و شده اصلاح وایبل نمایی، توزیع های

تحت نیز نمایی حالت  برای است. گردیده ارائه توزیع ها از شبیه سازی برای الگویی سپس است. شده تعیین

روش به پارامترها شده اصلاح لاینکس و لگاریتمی خطای دوم توان آنتروپی، خطا، دوم توان زیان های تابع

است. شده برازانده واقعی داده های به شده ارائه توزیع های انتها در شده اند. برآورد بیزی

تابع مخاطره، تابع بقاء، تابع بیزی، آمار تعمیم یافته، وایبل مارشال-اولکین، توزیع کلیدی: واژه های

چگالی.

متن

متن

مخاطره. تابع بقاء، تابع بیزی، آمار تعمیم یافته، وایبل مارشال-اولکین، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

توزیع های خانواده به و کردند ترکیب صفر در بریده هندسی توزیع با را عمر طول توزیع های (١٩٩٧) مارشال
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صورت به را توزیع ها از جدیدی خانواده بقاء) (تابع F (x) از استفاده با آن ها یافتند. دست اولکین مارشال

G(x; a) =
aF (x)

F (x) + aF (x)
, x ∈ R, a > ٠, (١)

با هندسی توزیع Nدارای تصادفی متغیر اگر که است این توزیع این جالب خاصیت یک کردند. معرفی

احتمال جرم تابع و α پارامتر

P(N = n) = α(١ − α)n−١, n = ١, ٢, . . . , α ∈ (٠, ١)

اگر و بود خواهد (١) بقاء تابع دارای Un = min(X١, . . . , XN ) آنگاه

P(N = n) = α−١)١ − α−١)n−١, n = ١, ٢, . . . , α > ١

(٢٠١٢) همکارانش و ناداراجه است. (١) بقاء تابع دارای VN = max(X١, . . . , XN ) آنگاه باشد،

صورت به بقاء توابع از جدید خانواده  یک صفر، در بریده منفی دوجمله ای توزیع از استفاده با

G(x; a, b) =
ab

١ − ab
[
(
F (x) + aF (x)

)−b − ١], x ∈ R, a, b > ٠

a → ١ اگر که شود توجه کردند. اضافه اولکین مارشال توزیع به پارامتر یک بدینوسیله و کردند معرفی

می کند. میل مارشال-اولکین بقاء تابع به G(x; a, b) آنگاه b→ ١ اگر و G(x; a, b) → F (x) آنگاه

صورت به ترتیب به توزیع این مخاطره تابع و احتمال چگالی تابع توزیع، تابع

G(x; a, b) =
[١ − F (x)a]b − ab

[١ − F (x)a]b(١ − ab)
,

g(x; a, b) =
ababf(x)

[١ − F (x)a]b+١)١ − ab)
,

rG(x; a, b) =
abF (x)rF (x)

[١ − F (x)a][١ − (F (x) + aF (x))b]
,
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بررسی با است. X مخاطره تابع rF (x) و F (x) = ١ − F (x) ،a = ١ − a آن در که هستند،

می کند. نزول تابع این آنگاه باشد، ٠ < a < ١ هرگاه که است واضح ،rG(x; a, b)/rF (x) شکل

و می کند صعود تابع این a > ١ ازای به دیگر، طرف از .١ ≤ rG(x;a,b)
rF (x) ≤ ba

a(١−ab)
همچنین

که است توضیح به لازم . ba
a(١−ab)

≤ rG(x;a,b)
rF (x) ≤ ١

lim
x→−∞

rG(x; a, b) =
ba

a(١ − ab)
lim

x→−∞
rF (x),

lim
x→∞

rG(x; a, b) = lim
x→∞

rF (x).

مولد توابع گشتاورها، مانند پارامترهایی مارشال-اولکین توزیع برای (٢٠١۴) همکارانش و سانتوز-نتو

آوردند بدست را زندگی زمان متوسط و انحراف ها میانگین تصادفی، اعداد مولد تابع چندکی، تابع گشتاور،

توسط که تعمیم یافته وایبل کلاس کردند. ارائه واگرایی فاصله و اطلاع نظریه اندازه های مورد در مطالبی و

صورت به (١٩٩٧) همکارانش و گورویچ

F (x;α, ξ) = ١ − exp[−αH(x; ξ)], x ∈ D ⊆ R+, α > ٠, (٢)

خاص حالت  برای (٢) رابطه است. گرفته قرار استفاده مورد بقاء و زتدگی مدل های در شد، معرفی

H(x; ξ) = log(xk ) برای ریلی، توزیع به H(x; ξ) = x٢ برای نمایی، توزیع به H(x; ξ) = x

٢ بخش در می شود. تبدیل گمپرتز توزیع به H(x; ξ) = β−١[exp(βx) − ١] برای و پارتو توزیع به

در ٣ بخش می شود. است، پرداخته شده معرفی همکارانش و گورویچ توسط که تعمیم یافته وایبل خانواده

برآوردیابی به ۴ بخش در می کند. بحث وایبل تعمیم یافته مارشال-اولکین-ناداراجه توزیع های خانواده مورد

آمار شبیه سازی، و نمایی مارشال-اولکین-ناداراجه توزیع های خانواده ۵ بخش در می پردازیم. پارامترها

اصلاح شده وایبل توزیع های خانواده به ترتیب ٧به و ۶ بخش های است. گرفته قرار مطالعه مورد آن بیزی

و بحث ٩ بخش در و شده پرداخته واقعی داده های به ٨ بخش می پردازند.در گمپرتز توزیع های خانواده و

است. شده ارائه نتیجه گیری
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تعمیم یافته وایبل خانواده ٢

موقعیتی است شده معرفی (١٩٩٧) همکارانش و گورویچ توسط که تعمیم یافته وایبل توزیع های کلاس

که است (٢) صورت به مدل ها این تجمعی توزیع تابع آورده اند. بدست زندگی طول مدل های در شاخص

و چگالی تابع دارد. بستگی ξ پارامتری بردار به که است منفی غیر صعودی تابع یک H(x; ξ) آن، در

صورت به ترتیب به آن بقاء تابع

f(x;α, ξ) = αh(x; ξ) exp[−αH(x; ξ)],

F̄ (x;α, ξ) = exp[−αH(x; ξ)]

ترکیب توسط توزیع ها از جدیدی خانواده  مقاله این در است. H(x; ξ) مشتق h(x; ξ) آن در که هستند،

مارشال- توزیع های خانواده  می شود. بدست آوره نمایی وایبل کلاس و مارشال-اولکین-ناداراجه کلاس

در که می شوند خاصی مدل های شامل (مانتیو) وایبل تعمیم یافته اولکین-ناداراجه

شده اند. آورده h(·; ·) و H(·; ·) توابع با (٢٠١۴) همکارانش و سانتوز-نتو

مانتیو توزیع های خانواده ٣

صورت به خانواده این توزیع تابع

G(x; a, b, α, ξ) =
[١ − ā exp[−αH(x; ξ)]]b − ab

(١ − ab)[١ − ā exp[−αH(x; ξ)]]b
, (٣)
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به مخاطره تابع و چگالی تابع بقاء، تابع .x ∈ D ⊆ R+, a, b, α > ٠ آن در که می شود، مشخص

صورت به ترتیب

G(x; a, b, α, ξ) =
ab − ab[١ − a exp[−αH(x; ξ)]]b

(١ − ab)[١ − a exp[−αH(x; ξ)]]b
, (۴)

g(x; a, b, α, ξ) =
abbāαh(x; ξ) exp[−αH(x; ξ)]

(١ − ab)[١ − ā exp[−αH(x; ξ)]]b+١ , (۵)

rG(x; a, b, α, ξ) =
baαh(x; ξ) exp[−αH(x; ξ)]

(١ − a exp[−αH(x; ξ)])(١ − [١ − a exp[−αH(x; ξ)]]b)
, (۶)

صورت به تعمیم یافته دوجمله ای بسط ،|z| < ١ و r مثبت و حقیقی عدد برای می شوند. تعیین

(١ − z)−r =

∞∑
k=٠

(r)k
k!

zk, (٧)

بنابراین هستند. گاما تابع Γ(·) و (r)k = Γ(r+k)
Γ(r) = r(r + ١) · · · (r + k − ١) آن در که است،

صورت به ٠ < a < ١ برای ،(۵) چگالی تابع تعمیم یافته دوجمله ای بسط

g(x; a, b, α, ξ) =

∞∑
j=٠

ηjf(x, (j + ١)α, ξ) (٨)

پارامترهای با تعمیم یافته وایبل چگالی تابع f(x, (j+١)α, ξ) و ηj =
(b+١)j
(j+١)! a

bbaj+١ آن در که است،

داریم a > ١ برای حال است. ξ و (j + ١)α

g(x; a, b, α, ξ) =
abbāαh(x; ξ) exp[−αH(x; ξ)]

(١ − ab)ab+١)١ − (١ − ١
a){١ − exp[−αH(x; ξ)]})b+١ . (٩)
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در (٧) از استفاده بار دو با .(١ − ١
a)(١ − exp[−αH(x; ξ)]) < ١ داد نشان می توان حالت این در

داریم (٩) معادله

g(x; a, b, α, ξ) =
∞∑
j=٠

νjf(x, (j + ١)α, ξ) (١٠)

(٨) معادلات می شود، ملاحظه که همان طور .νj = (−١)jba
(j+١)!(١−ab)a

∑∞
k=j

(b+١)k
(k−j)! (١−

١
a)

k آن در که

g(x; a, b, α, ξ) = تابع رابطهف دو این ترکیب با دارند. یکسانی فرم ،νj و ηj ضرایب در بجز (١٠) و

آن در که می آید، دست به
∑∞

j=٠ wjf(x, (j + ١)α, ξ)

wj =

ηj , ٠ < a < ١

νj , a > ١

چگالی های تابع بی نهایت خطی ترکیب بصورت می تواند مانیتو توزیع های چگالی تابع که معناست بدین این

صورت به (٣) معادله  کردن معکوس با X چندکی تابع q-اُمین مقدار شود. نوشته تعمیم یافته وایبل

Q(u) = H−١( ١
α
log

a[١ − u(١ − ab)]

[١ − u(١ − ab)]
١
b − a

)
بنابراین کردند. ارائه H−١(x; ξ) برای خاص تابع چند (٢٠١۴) همکارانش و سانتوز-نتو می آید. بدست

است. استفاده قابل زیر الگوریتم ،X توزیع از تصادفی عدد تولید برای

مانیتوپپ توزیع های برای تصادفی اعداد تولید .١ الگوریتم

شود. تولید U(٠, ١) توزیع از U تصادفی عدد :١ گام

شود. محاسبه Q(u) = H−١
( ١
α log a[١−u(١−ab)]

[١−u(١−ab)]
١
b−a

)
مقدار :٢ گام

شود. تعیین x مقدار ،x = Q(u) معادله  از استفاده با :٣ گام
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مانتیو توزیع های پارامترهای برآورد ۴

بصورت θ = (a, b, α, ξT )T درستنمایی تابع باشد، توزیع این از تصادفی نمونه ای X١, . . . , Xn اگر

L(a, b, α, ξ) =
anbbnanαn

∏n
i=١ h(xi; ξ) exp[−α

∑n
i=١ H(xi; ξ)]

(١ − ab)n
∏n

i=١]١ − ā exp[−αH(xi; ξ)]]b+١

بصورت نیز آن لگاریتم و

ℓ(a, b, α, ξ) = nb log a+ n log b+ n log ā+ n logα+

n∑
i=١

log h(xi; ξ)

− α
n∑

i=١

H(xi; ξ)− n log(١ − ab)−
n∑

i=١

(b+ ١) log[١ − ā exp[−αH(xi; ξ)]]

از عبارتند توزیع پارامترهای به نسبت درستنمایی لگاریتم جزئی مشتق های هستند.

∂ℓ

∂a
=
nb

a
− n

a
+
nbab−١

١ − a
−

n∑
i=١

(b+ ١)
exp[−αH(xi; ξ)]

١ − a exp[−αH(xi; ξ)]

∂ℓ

∂b
=n log a+

n

b
+
nab log a

١ − ab
−

n∑
i=١

log[١ − a exp[−αH(xi; ξ)]]

∂ℓ

∂α
=
n

α
−

n∑
i=١

H(xi; ξ)−
n∑

i=١

(b+ ١)
aH(xi, ξ) exp[−αH(xi; ξ)]

١ − a exp[−αH(xi; ξ)]

∂ℓ

∂ξk
=

n∑
i=١

∂h(xi;ξ)
∂ξk

h(xi; ξ)
− α

n∑
i=١

∂H(xi; ξ)

∂ξk
−

n∑
i=١

(b+ ١)
aα∂H(xi;ξ)

∂ξk
exp[−αH(xi; ξ)]

[١ − a exp[−αH(xi; ξ)]]
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صورت به مانتیو توزیع  های خانواده برای شده افراز اطلاعات ماتریس دوم، مرتبه مشتق های اساس بر

I(θ) =



∂٢ℓ

∂a٢
∂٢ℓ

∂a∂b

∂٢ℓ

∂a∂α
(
∂٢ℓ

∂a∂ξ
)T

∂٢ℓ

∂b∂a

∂٢ℓ

∂b٢
∂٢ℓ

∂b∂α
(
∂٢ℓ

∂b∂ξ
)T

∂٢ℓ

∂α∂a

∂٢ℓ

∂α∂b

∂٢ℓ

∂α٢ (
∂٢ℓ

∂α∂ξ
)T

∂٢ℓ

ξ∂a

∂٢ℓ

∂ξ∂b

∂٢ℓ

∂ξ∂α

∂٢ℓ

∂ξ∂ξ


√
n([â, b̂, α̂, ξ̂]T − کردند ثابت (١٩۶٢) کاکس باشند برقرار منظم شرایط اگر می شود. حاصل

در که است، همگرا NP+٣(0,K[â, b̂, α̂, ξ̂]−١) متغیره چند نرمال به توزیع، در [a, b, α, ξ]T )

حدی رابطه آن برای که است اطلاعات ماتریس ریاضی امید K[â, b̂, α̂, ξ̂] و ξ بردار بعد p آن

ناحیه می توان حاصل نتیجه اساس بر است. برقرار limn→∞ In[a, b, α, ξ] = K[â, b̂, α̂, ξ̂]

آورد. بدست مانتیو توزیع  های پارامترهای برای را اطمینان

(مانن) نمایی ناداراجه - اولکین - مارشال توزیع  های خانواده ۵

و (۵) ،(۴) ،(٣) روابط براساس است. h(x; ξ) = ١ و H(x; ξ) = x توزیع  ها، از خانواده این در

از عبارتند ترتیب به x ∈ D ⊆ R+ برای مخاطره تابع و چگالی تابع بقا، تابع توزیع، تابع (۶)

G(x; a, b, α) =
[١ − a exp[−αx]]b − ab

(١ − ab)[١ − a exp[−αx]]b
,

G(x; a, b, α) =
ab − ab[١ − a exp[−αx]]b

(١ − ab)[١ − a exp[−αx]]b
,

g(x; a, b, α) =
abbaα exp[−αx]

(١ − ab)[١ − a exp[−αx]]b+١ ,

rG(x; a, b, α) =
baα exp[−αx]

[١ − a exp[−αx]]{١ − [١ − a exp[−αx]]b}
.
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a = ١
٣ , b = حالت دو برای مخاطره تابع و چگالی تابع بقا، تابع توزیع، تابع نمودارهای ،١ شکل در

ذکر قابل است. شده آورده سبز) (نمودارهای a = ٣, b = ٢, α = ١ و سیاه) (نمودارهای ٢, α = ١

ترتیبی، آماره های گشتاورها، مخاطره، تابع چگالی، تابع شکل ،(٢٠١٢) همکارانش و ناداراجه که است

شبیه سازی به اینجا در آوردند. بدست را داده ها کاربرد و درستنمایی ماکسیمم برآورد وشانون، رنیی آنتروپی

١ الگوریتم از شبیه سازی برای می شود. پرداخته مختلف زیان توابع تحت بیزی برآورد و مانن داده های

(ب) (الف)

(د) (ج)

نمایی مارشال-اولکین-ناداراجه توزیع  های خانواده مخاطره تابع د- و چگالی تابع ج- توزیع، تابع ب- بقا، تابع الف- .١ شکل
چین) خط (نمودارهای a = ٣, b = ٢, α = ١ و سیاه) (نمودارهای a = ١

٣ , b = ٢, α = ١ حالت دو برای

بنابراین است. H−١(x) = x اینجا در می شود. استفاده

X =
١
α
log

a[١ − U(١ − ab)]

[١ − U(١ − ab)]
١
b − a

دوم توان زیان توابع تحت بیزی برآورد اینجا در است. (٠, ١) بازه روی یکنواخت توزیع دارای U آن در که

طبیعی انتخاب یک است. گردیده ارائه شده اصلاح لاینکس و لگاریتمی خطای دوم توان آنتروپی، خطا،

پارامتر سه این پیشین توزیع اینجا در باشد. مستقل گامای توزیع سه می تواند λ و b ،a پیشین توزیع برای

تابع بنابراین می شود. داده قرار Gamma(η, ε) و Gamma(θ, γ) ،Gamma(α, β) ترتیب به را
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(ب) (الف)

b = ٢ ،α = ١ ازای به مانن توزیع های ب- و ،a = ١
٣ و b = ٢ ،α = ١ ازای به مانن توزیع های الف- شبیه سازی .٢ شکل

.a = ٣ و

صورت به λ و b ،a پارامترهای پیشین توام احتمال چگالی

fα,β,θ,γ,η,ε(a, b, λ) ∝ aα−١bθ−١λη−١e−aβ−bγ−λε, α, β, θ, γ, η, ε, a, b, λ ≥ ٠

صورت به λ و b ،a پسین چگالی تابع بنابراین است.

f(a, b, λ|x) = kaα−١bθ−١λη−١e−aβ−bγ−λεa
nbbnānλne−λ

∑n
i=١ xi

(١ − ab)n

×
n∏

i=١

[١ − e−λxi ā]−(b+١)

آن در که است،

k−١ =

∫
a

∫
b

∫
λ
aα−١bθ−١λη−١e−aβ−bγ−λεa

nbbnānλne−λ
∑n

i=١ xi

(١ − ab)n

×
n∏

i=١

[١ − e−λxi ā]−(b+١)dλdbda.

بنابراین نیست. حل قابل راحتی به که است کسر مخرج در انتگرال یک دارای پسین چگالی تابع

انتگرال این تقریب برای لیندلی روش از اینجا در نیستند. صریح فرم دارای بیز آماره های پارامترهای
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تقریب طوری می توان را
∫
w(θ)eL(θ)dθ∫
ν(θ)eL(θ)dθ

انتگرال دو نسبت داد نشان (١٩٨٠) لیندلی می شود. استفاده

o(n−١) می شود، استفاده تقریب برای که اصلی قسمت و o(n−٢) مرتبه از شده حذف قسمت که زد

صورت به درستنمایی تابع لگاریتم L(θ) و پارامتر θ = (θ١, . . . , θm) انتگرالی نسبت این در باشد.

در است. p(·|θ) چگالی از تصادفی نمونه یک x١, . . . , xn و است L(θ) =
∑

log p(xi|θ)

نسبت مخرج بنابراین است. θ پیشین چگالی تابع π(θ) که شود داده قرار ν(θ) = π(θ) باید کاربرد

انتگرالی نسبت بطوریکه است w(θ) = u(θ)π(θ) و است بیز نظریه در کننده نرمال ثابت انتگرالی،

بصورت انتگرالی نسبت ρ(θ) = log π(θ) دادن قرار با می شود. E(u(θ)|x١, . . . , xn) برابر

û + ١
٢

∑
(ûij + بصورت لیندلی توسط جدید انتگرالی نسبت می شود. تبدیل

∫
u(θ)eL(θ)+ρ(θ)dθ∫

eL(θ)+ρ(θ)dθ

o(n−١) جملات بقیه ،o(١) اول جمله آن در که شد، زده تقریب ٢ûiρ̂i)σ̂ij + ١
٢

∑
L̂ijkûlσ̂ij σ̂kl

و هستند

û = u
(
θ̂
)

ĝi = gi
(
θ̂
)
=
∂g

∂θi
|θ=θ̂,

ĝij = gij
(
θ̂
)
=

∂٢g

∂θi∂θj
|θ=θ̂ ĝijk = gijk

(
θ̂
)
=

∂٣g

∂θi∂θj∂θk
|θ=θ̂,

ما مساله در است. σ̂ij = (−L̂ij)
−١ و θ درستنمایی ماکسیمم برآورد θ̂ =

(
θ̂١, . . . , θ̂m

)
آن در که

بنابراین است. θ٣ = λ و θ٢ = b ،θ١ = a ،m = ٣

I(x) = E(u(a, b, λ)|X = x) =
∫
u(a, b, λ)eL(a,b,λ)+ρ(a,b,λ)dadbdλ∫

eL(a,b,λ)+ρ(a,b,λ)dadbdλ

می توان را تقریب این .σ̂ab = σ̂aλ = σ̂bλ = ٠ پس مستقل  اند، λ و b ،a مسئله این در که آنجا از

لیندلی تقریب بنابر حال داد. تقلیل û+ ١
٢

∑
(ûii + ٢ûiρ̂i)σ̂ii + ١

٢

∑
L̂iikûkσ̂iiσ̂kk صورت به
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داریم

I(x) =u
(
â, b̂, λ̂

)
+

١
٢
[(ûaa + ٢ûaρ̂a)σ̂aa + (ûbb + ٢ûbρ̂b)σ̂bb(ûλλ + ٢ûλρ̂λ)σ̂λλ]

+
١
٢
[ûa(L̂aaaσ̂aaσ̂aa + L̂bbaσ̂bbσ̂aa + L̂λλaσ̂λλσ̂aa).

+ ûb(L̂aabσ̂aaσ̂bb + L̂bbbσ̂bbσ̂bb + L̂λλbσ̂λλσ̂bb)

+ .ûλ(L̂aaλσ̂aaσ̂λλ + L̂bbλσ̂bbσ̂λλ + L̂λλλσ̂λλσ̂λλ)]

،θ̂s = E(θ|x) پسین میانگین برابر Ls = k(θ̂ − θ)٢ خطا دوم توان زیان تابع تحت θ بیزی برآورد

دوم توان زیان تابع تحت ،θ̂E = ١
E( ١

θ
|x) صورت به LE = θ̂

θ − ln θ̂
θ − ١ آنتروپی زیان تابع تحت

لاینکس زیان تابع تحت و ،θ̂Sl = eE(ln θ|x) صورت به LSl = (ln θ̂ − ln θ)٢ لگاریتمی خطای

بدست E( ١
θe

θ̂mL
θ

∣∣x) = expE( ١
θ

∣∣x) صورت به LmL = e(
θ̂
θ
−١) −

(
θ̂
θ − ١

)
− ١ شده اصلاح

به اخیر معادله از بیزی برآورد نیست، محاسبه قابل صریحی فرم زیان این تحت اینکه به توجه با آید. می

برای زیرند.پپ به شرح خطا دوم توان تحت λ و b ،a بیزی برآورد بنابراین .(١ (جدول آید می دست

داریم u(a, b, λ) = a

E(a|x) = â+ ρ̂aσ̂aa +
١
٢
[σ̂aa(L̂aaaσ̂aa + L̂bbaσ̂bb + L̂λλaσ̂λλ)],

E(b|x) = b̂+ ρ̂bσ̂bb +
١
٢
[σ̂bb(L̂bbbσ̂bb + L̂aabσ̂aa + L̂λλbσ̂λλ)],

E(λ|x) = λ̂+ ρ̂λσ̂λλ +
١
٢
[σ̂λλ(L̂λλλσ̂λλ + L̂aaλσ̂aa + L̂bbλσ̂bb)].

جدول در لگاریتمی خطای دوم توان و آنتروپی زیان های تابع تحت λ و b ،a بیزی برآورد ترتیب همین به

ρ(a, b, λ) = (α − ١) log a + (θ − ١) log b + (η − ١) log λ − به توجه با شده اند. ارائه ١

داریم: aβ − bγ − λε

ρa =
∂ρ

∂a
=
α− ١
a

− β, ρb =
∂ρ

∂b
=
θ − ١
b

− γ, ρλ =
∂ρ

∂λ
=
η − ١
λ

− ε.
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مختلف زیان های تابع تحت پارامترها بیزی برآورد .١ جدول

برآورد پارامتر زیان تابع

â+ ρ̂aσ̂aa +
١
٢ [σ̂aa(L̂aaaσ̂aa + L̂bbaσ̂bb + L̂λλaσ̂λλ)] a

b̂+ ρ̂bσ̂bb +
١
٢ [σ̂bb(L̂bbbσ̂bb + L̂aabσ̂aa + L̂λλbσ̂λλ)] b خطا دوم توان

λ̂+ ρ̂λσ̂λλ + ١
٢ [σ̂λλ(L̂λλλσ̂λλ + L̂aaλσ̂aa + L̂bbλσ̂bb)] λ

â[١ + ( ١
â٢ − ١

â ρ̂a)σ̂aa −
١

٢â σ̂aa(L̂aaaσ̂aa + L̂bbaσ̂bb + L̂λλaσ̂λλ)]
−١ a

b̂[١ + ( ١
b̂٢ −

١
b̂
ρ̂b)σ̂bb − ١

٢b̂
σ̂bb(L̂bbbσ̂bb + L̂aabσ̂aa + L̂λλbσ̂λλ)]

−١ b آنتروپی

λ̂[[١ + ( ١
λ̂٢ −

١
λ̂
ρ̂λ)σ̂λλ − ١

٢λ̂
σ̂λλ(L̂λλλσ̂λλ + L̂aaλσ̂aa + L̂bbλσ̂bb)]

−١ λ

âe
١

٢â [(−
١
â
+٢ρ̂a)σ̂aa+σ̂aa(L̂aaaσ̂aa+L̂bbaσ̂bb+L̂λλaσ̂λλ)] a

b̂e
١

٢b̂
[(− ١

b̂
+٢ρ̂b)σ̂bb+σ̂bb(L̂bbbσ̂bb+L̂aabσ̂aa+L̂λλbσ̂λλ)] b لگاریتمی خطای دوم توان

λ̂e
١

٢λ̂
[(− ١

λ̂
+٢ρ̂λ)σ̂λλ+σ̂λλ(L̂λλλσ̂λλ+L̂aaλσ̂aa+L̂bbλσ̂bb)] λ

exp( ١
â [١ + ١

â(
١
â − ρ̂a)σ̂aa − ١

٢â σ̂aa(L̂aaaσ̂aa + L̂bbaσ̂bb + L̂λλaσ̂λλ)]) a

exp( ١
b̂
[١ + ١

b̂
( ١
b̂
− ρ̂b)σ̂bb − ١

٢b̂
σ̂bb(L̂bbbσ̂bb + L̂aabσ̂aa + L̂λλbσ̂λλ)]) b شده اصلاح لاینکس

exp( ١
λ̂
[١ + ١

λ̂
( ١
λ̂
− ρ̂λ)σ̂λλ − ١

٢λ̂
σ̂λλ(L̂λλλσ̂λλ + L̂aaλσ̂aa + L̂bbλσ̂bb)]) λ

صورت به درستنمایی تابع لگاریتم طرفی از هستند. σ̂ii = − ١
Lii
, i = a, b, λ همچنین

L(x|a, b, λ) =nb log a+ n log b+ n log ā+ n log λ− λ

n∑
i=١

xi

− n log(١ − ab)− (b+ ١)
n∑

i=١

log[١ − e−λxi ā]
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بنابراین است.

L̂aaa =
(nb(b− ١)(b− ٢)ab−٣ + nb(b− ١)(b+ ۴)a٢b−٣ + ٢nba٣b−٣)

(١ − ab)٣ +
٢nb
a٣

− ٢n
ā٣ − (b+ ١)

n∑
i=١

٢e−٣λxi

(١ − e−λxi ā)٣ ,

L̂bbb =
٢n
b٣ +

nab(log a)١)٣ + ab)

(١ − ab)٣ ,

L̂λλλ =
٢n
λ٣ − (b+ ١)

n∑
i=١

āx٣
ie

−λxi(١ + e−λxi ā)

(١ − e−λxi ā)٣ ,

L̂bba =
nbab−١(log a)١)٢ + a) + ٢nab−١(log a)(١ − a)

(١ − ab)٣ ,

L̂λλb =

n∑
i=١

āx٢
ie

−λxi

(١ − e−λxi ā)٢ ,

L̂bbλ =٠,

L̂aaλ =− (b+ ١)
n∑

i=١

٢xie−٢λxi

(١ − e−λxi ā)٣ ,

L̂λλa =− (b+ ١)
n∑

i=١

x٢
ie

−λxi(١ + e−λxi ā)

(١ − e−λxi ā)٣ ,

L̂aab =
n(٢b− ١)ab−٢ + nb(b− ١)ab−٢(log a)− ٢n(b− ١)a٢b−٢

(١ − ab)٣

+
nb(b+ ١)a٢b−٢(log a) + na٣b−٢

(١ − ab)٣ − n

a٢ +
n∑

i=١

e−٢λxi

(١ − e−λxi ā)٢ .

ارائه ٢ جدول در و محاسبه R افزار نرم از استفاده با بیزی اطمینان بازه تشکیل برای پارامترها بیزی برآورد

شداند. گرفته نظر در λ = ١ و b = ١، a = ٢، n = ١٠٠٠ اینجا در است. شده
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بیزی اطمینان بازه تشکیل برای پارامترها .٢ جدول
SSE برآورد پارامتر زیان تابع
١/۶٣ ٢/۴٨ a خطا دوم توان
۴/۶٢ ٢/١٢ b
٠٫٠٠١ ١/٠١ λ

١/۴۴ ٢/۴٠ a آنتروپی
۴/٠۴ ١/٩٧ b
٠/٠٠١ ١/٠١ λ

١/۴۵ ٢/۴١ a لگاریتمی خطای دوم توان
۴/٠۵ ١/٩٨ b
٠/٠٠١ ١/٠١ λ

٠/١٧ ١/٧۴ a شده اصلاح لاینکس
٠/٠٠١ ١/٠٠٢ b
٠/٠٣ ٢/٧٠ λ

شده اصلاح وایبل توزیع های خانواده ۶

توزیع ها، از خانواده این در می گیرد. قرار مطالعه مورد شده اصلاح وایبل توزیع های خانواده از مهم توزیع سه

هستند. h(x;λ, γ) = xγ−١ exp(λx)(γ + λx) و H(x;λ, γ) = xγ exp(λx)

از عبارتند ترتیب به مخاطره تابع و چگالی تابع توزیع، تابع گورویچ: شده اصلاح وایبل توزیع الف-

G(x;α, λ, γ) = ١ − exp[−αxγ exp(λx)], α, λ, γ > ٠,

g(x;α, λ, γ) = αxγ−١(γ + λx) exp[λx− αxγ exp(λx)],

r(x;α, λ, γ) =
αxγ−١(γ + λx) exp[λx− αxγ exp(λx)]

exp[−αxγ exp(λx)]
= αxγ−١(γ + λx) exp[λx].
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(ج) (ب) (الف)

α = ازای به گورویچ شده اصلاح وایبل توزیع  های خانواده مخاطره تابع ج- و توزیع تابع ب- چگالی تابع الف- .٣ شکل
٠/١, λ = ٢, γ = ١

از عبارتند مخاطره تابع و چگالی تابع توزیع، تابع مارشال-اولکین: شده اصلاح وایبل توزیع ب-

G(x; a, α, λ, γ) =
١ − exp[−αxγ exp(λx)]

١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]
, a, α, λ, γ > ٠,

g(x; a, α, λ, γ) =
aαxγ−١(γ + λx) exp[λx− αxγ exp(λx)]

(١ − ā exp[−αxγ exp(λx)])٢ ,

r(x; a, α, λ, γ) =
αxγ−١ exp(λx)(γ + λx)

١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]
.

مخاطره نرخ تابع و توزیع تابع چگالی، تابع مارشال-اولکین-ناداراجه: شده اصلاح وایبل توزیع ج-

(ج) (ب) (الف)

ازای به مارشال-اولکین شده اصلاح وایبل توزیع   مخاطره تابع ج- و توزیع تابع ب- چگالی، تابع الف- .۴ شکل
.a = ٢, α = ٠/١, λ = ٢, γ = ١
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از عبارتند ترتیب به توزیع این

g(x; a, b, α, λ, γ) =
abbāαxγ−١(γ + λx) exp[λx− αxγ exp(λx)]

(١ − ab)[١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]]b+١ , λ, γ > ٠,

G(x; a, b, α, λ, γ) =
١

١ − ab
− ab

١ − ab
[١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]]−b,

r(x; a, b, α, λ, γ) =
bāαxγ−١ exp(λx)(γ + λx) exp[−αxγ exp(λx)]

[١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]]{١ − [١ − ā exp[−αxγ exp(λx)]]b}

صورت به مدل این گشتاور امین r می شود. داده نمایش TPMOMW(a, b, α, λ, γ) نماد به توزیع این

آن در که است E(Xr) =
∑∞

j=٠ wjµr(j)

wj =

ηj , ٠ < a < ١

νj , a > ١

µr(j) =

∫ ∞

٠
xrf(x; (j + ١)α, λ, γ)dx

=

∫ ∞

٠
xr(j + ١)αxγ−١ exp(λx)(γ + λx) exp[−α(j + ١)xγ exp(λx)]dx,

ηj =
(b+ ١)j
(j + ١)!

abbāj+١, νj =
(−١)j

(j + ١)!
bā

(١ − ab)a

∞∑
k=j

(b+ ١)k
(k − j)!

(
١ − ١

a

)k
.

نامتناهی سری صورت به را µr(j) از نمایش یک (٢٠٠٨) همکارانش و کارراسکو

µr(j) =

∞∑
i١,...,ir=١

Ai١,...,irp(
sr
γ + ١)

[(j + ١)α]
sr
γ

ai = (−١)i+١ii−٢

(i−١)! (λγ )
i−١ و sr = i١, . . . , ir ،Ai١,...,ir = ai١ · · · air آن در که دادند، ارائه

TPMOMW(a, b, α, λ, γ) توزیع از تصادفی نمونه یک ،X١, . . . , Xn کنید فرض حال هستند.
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صورت به θ = (a, b, α, λ, γ) پارامترهای بردار برای درستنمایی تابع لگاریتم باشند.

ℓ(θ) =nb log a+ n log b+ n log ā+ n logα− n log(١ − ab)

+ (γ − ١)
n∑

i=١

log xi + λ
n∑

i=١

xi +
n∑

i=١

log(γ + λxi)

− α

n∑
i=١

xγi exp(λxi)− b log[١ − ā exp[−αxγi exp(λxi)]]

دو ازای به مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع مخاطره تابع و چگالی تابع نمودارهای است.

حالت

داده نشان ۵ شکل در TPMOMW(٠/۵, ١/۵, ١/٢, ٢, ١) و TPMOMW(٢, ٠/۵, ٣, ٣, ١/۵)

H(x) = xγ exp(λx) چون می شود. استفاده ١ الگوریتم از توزیع این داده های شبیه سازی برای است. شده

(ج) (ب) (الف)

مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع  های خانواده مخاطره تابع ج- و چگالی تابع ب- توزیع، تابع الف- .۵ شکل
λ = ٢ ،α = ١/٢ ،b = ١/۵ ،a = ٠/۵ و سیاه) (نمودارهای γ = ١/۵ و λ = ٣ ،α = ٣ ،b = ٠/۵ ،a = ٢ ازای به

چین) خط (نمودارهای γ = ١ و

عددی روش های از می بایست H−١ یافتن برای نیستند، محاسبه قابل تحلیلی بطور H وارون تابع و

برای مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع شده شبیه سازی داده های ۶ شکل در گرفت. کمک

است. شده داده نشان TPMOMW(٠/۵, ١/۵, ١/٢, ٢, ١) و TPMOMW(٢, ٠/۵, ٣, ٣, ١/۵)
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(ب) (الف)

و TPMOMW(٠/۵, ١/۵, ١/٢, ٢, ١) الف- برای مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع شبیه سازی .۶ شکل
TPMOMW(٢, ٠/۵, ٣, ٣, ١/۵) ب-

گمپرتز توزیع های خانواده ٧

خانواده این در می گیرد. قرار مطالعه مورد گمپرتز توزیع های خانواده مهم توزیع سه نیز بخش این در

توزیع، تابع گورویچ گمپرتز :الف- است. H(x;β) = β−١[exp(βx) − ١], x ∈ R, β > ٠

از عبارتند بترتیب توزیع، این مخاطره تابع و چگالی تابع

G(x;α, β) = ١ − exp[−αβ−١[exp(βx)− ١]],

g(x;α, β) = α exp(βx) exp[−αβ−١[exp(βx)− ١]],

r(x;α, β) = α exp(βx).

شده. داده نشان ٧ شکل در α = ٢, β = ٣ ازای به توزیع این مخاطره و توزیع تابع چگالی، تابع نمودار

از عبارتند توزیع، این مخاطره تابع و چگالی تابع توزیع، تابع مارشال-اولکین: گمپرتز توزیع ب-
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(ج) (ب) (الف)

.α = ٢, β = ٣ ازای به گورویچ گمپرتز توزیع مخاطره تابع ج- و توزیع تابع ب- چگالی، الف-تابع .٧ شکل

G(x; a, α, β) =
١ − exp[−α

β [exp(βx)− ١]]

١ − ā exp[−α
β [exp(βx)− ١]]

,

g(x; a, α, β) =
aα exp[βx− α

β [exp(βx)− ١]]

١ − ā exp[−α
β [exp(βx)− ٢[[١

,

r(x; a, α, β) =
α exp(βx)

١ − ā exp[−α
β [exp(βx)− ١]]

.

نشان ٨ شکل در a = ٢, α = ٣, β = ۴ ازای به توزیع این مخاطره و توزیع تابع چگالی، تابع نمودار

صورت به توزیع این چگالی تابع مارشال-اولکین-ناداراجه: گمپرتز توزیع ج- شده. داده

(ج) (ب) (الف)

و α = ٣ ،a = ٢ ازای به مارشال-اولکین گمپرتز توزیع مخاطره تابع ج- و توزیع تابع ب- چگالی، تابع الف- .٨ شکل
.β = ۴
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g(x; a, b, α, β) =
abbāα exp(βx) exp[−αβ−١[exp(βx)− ١]]
(١ − ab)[١ − ā exp[αβ−١[exp(βx)− ١]]]b+١ , β ∈ R \ {٠}, x ∈ R+,

و توزیع تابع می شود. داده نمایش TPMOGO نماد با را مارشال-اولکین-ناداراجه گمپرتز توزیع است.

از عبارتند ترتیب به مدل این مخاطره نرخ تابع

G(x; a, b, α, β) =
١

١ − ab
− ab

١ − ab
[١ − āR]−b,

r(x; a, b, α, β) =
bαā exp(βx)R

(١ − āR])(١ − [١ − āR]b)

تصادفی نمونه یک X١, . . . , Xn کنید فرض حال .R = exp[−αβ−١[exp(βx) − ١]] آنها در که

صورت به θ = (a, b, α, β) درستنمایی تابع لگاریتم باشند. توزیع این از

ℓ(θ) =nb log a+ log b+ log ā+ logα+ β
n∑

i=١

xi − αβ−١
n∑

i=١

exp(βxi)

+ αβ−١n− log(١ − ab)−
n∑

i=١

log[١ − ā exp[−αβ−١[exp(βxi)− ١]]].

و a = ٢, b = ٠/۵, α = ۵, β = ٣ ازای به مخاطره و توزیع تابع چگالی، تابع نمودار است.

است. شده داده نشان ٩ شکل در a = ٠/۵, b = ٠/۵, α = ١/٢, β = ٣ مقادیر ازای به همچنین

و H(x) = β−١[exp(βx)− ١] و ١ الگوریتم از استفاده با توزیع این از شده شبیه سازی مقادیر نمودار

(ج) (ب) (الف)

،a = ٢ حالت دو برای مارشال-اولکین-ناداراجه گمپرتز توزیع مخاطره تابع ج- و توزیع تابع ب- چگالی، تابع الف- .٩ شکل
چین) خط (نمودارهای β = ٣ ،α = ١/٢ ،b = ٠/۵ ،a = ٠/۵ و سیاه) (نمودارهای β = ٣ ،α = ۵ ،b = ٠/۵
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است. شده داده نشان ١٠ شکل در مذکور حالت دو برای H−١(x) = β−١ log(βx+ ١)
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(ب) (الف)

،β = ٣ ب- و α = ۵ ،b = ٠٫۵ ،a = ٢ الف- ازای به مارشال-اولکین-ناداراجه گمپرتز توزیع داده های شبیه سازی .١٠ شکل
.β = ٣ و α = ١٫٢ ،b = ٠٫۵ ،a = ٠٫۵

سوزی آتش بیمه داده های تحلیل ٨

با آنها پارامترهای و شده داده برازش دانمارک سوزی آتش بیمه  داده های به شده معرفی توزیع های بخش این در

شده اند. آورده به دست nlminb تابع و R برنامه نویسی زبان از استفاده با و عددی سازی ماکسیمم روش های

و ١٩٨٠ سال های بین که است آتش سوزی بیمه  اعاده  مورد ٢١۶٧ شامل دانمارکی بیمه  داده های مجموعه

،(٢٠٠۵) آناندا و کورای ،(١٩٩٧) ام سی نیل توسط بار چندین داده ها مجموعه  این است، رخداده ١٩٩٠

شاخص های است. گرفته قرار استفاده مورد (٢٠١٢) همکارانش و آه˴ن و (٢٠١٢) همکارانش و برناردی

این می شود ملاحظه که همان طور است. شده گزارش ٣ جدول در داده ها این لگاریتم برای توصیفی آمار

است. مشخص ١١ شکل نگار بافت نمودار در که هستند پرت داده های و کشیدگی چولگی، دارای داده ها

دو بر مبتنی و ۴ جدول در شده اصلاح وایبل توزیع های خانواده  پارامترهای برآورد و برازش نتایج اساس بر

نسبت مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع درستنمایی، تابع لگاریتم و کائیکه آ نیکویی معیار

شکل ١٢ به توجه با همچنین است. آتش سوزی بیمه  داده های لگاریتم برای بهتری مدل دیگر توزیع دو به

است. گورویچ شده  اصلاح وایبل توزیع به نسبت مناسب تری مدل مارشال-اولکین شده  اصلاح وایبل توزیع

بهتر خیلی مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل توزیع که می شود مشخص نمودارها این به دقت با

روی بر تقریبا یک عدد از بعد توزیع این چگالی منحنی همچنین دهد. پوشش را داده ها کشیدگی توانسته
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دانمارک. آتش سوزی بیمه داده های مجموعه لگاریتم توصیفی آمار .٣ جدول

مقدار شاخص
٠٫٧٩ میانگین
٠٫٧٢ استاندارد انحرف
١٫٧۶ چولگی
۴٫١٨ کشیدگی
٠٫٠٠ مینیمم
٠٫٢٨ اول چارک
٠٫۵۶ میانه
١٫٠٩ سوم چارک
۵٫۵٧ ماکسیمم
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دانمارک. آتش سوزی بیمه  داده های لگاریتم بافت نگار .١١ شکل

با است. داده ها این برای مناسبی مدل توزیع این که می دهد نشان موضوع این و است نشسته مستطیل ها

اصلاح وایبل از بهتر که است توانسته نیز مارشال–اولکین شده اصلاح وایبل توزیع شده بیان موارد به توجه

نبوده حساس پرت داده های به نسبت توزیع ها از خانواده این که است این مهم نکته کند. عمل گورویچ شده

خود از پرت داده های و چولگی کشیدگی ، برابر در استواری نوعی و دهند پوشش نیز را آن ها توانسته و

داده اند. نشان

و جدول این به توجه با می دهد. نشان را گمپرتز توزیعهای خانواده پارامترهای براورد نیز ۵ جدول

بهتر مدلی گمپرتزمارشال-اولکین-ناداراجه توزیع می شود مشخص برازش نیکویی معیارهای از استفاده با
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شده. اصلاح وایبل توزیع های خانواده  پارامترهای درستنمایی ماکسیمم براورد .۴ جدول
AIC −loglik b a γ λ α توزیع

٢٧٨١٨٫٧١ ٢١٧٧٧٫٨٣ − − ١٫٨۴۵٧ ٠٫٩٣۵١ ٠٫۵٣۴٢ گورویچ شده اصلاح وایبل

٢٧۴۴١٫۶۵ ١٣٧١۶٫٨٢ − ٠٫٨٢۶۵ ٠٫٩۴۵٩ ١٫١٢۵١ ٠٫٩۵٣۴ مارشال-اولکین شده اصلاح وایبل

٢۴٢٠٩٫١٨ ١٢٫٩٩۵٩ ۵٫٣۴٢٣ ٠٫۴۶۴٩ ١٫٢٧٨۴ ٠٫٨٩٢۵ ٠٫٩٧۶۵ مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح وایبل
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(ج) (ب) (الف)

شده اصلاح وایبل الف- دانمارک. آتش سوزی بیمه  داده های لگاریتم به شده اصلاح وایبل توزیع های خانواده  برازش .١٢ شکل
مارشال-اولکین-ناداراجه. شده اصلاح وایبل ج- مارشال-اولکین، شده اصلاح وایبل ب- گورویچ،

وایبل توزیع همانند می شود مشخص ۵ شکل نمودارهای به توجه با و است خانواده این دیگر توزیع دو از

دهد. پوشش را داده ها این می تواند بهتر مارشال-اولکین-ناداراجه شده اصلاح

گمپرتز. توزیعهای خانواده پارامترهای درستنمایی براوردماکسیمم .۵ جدول
AIC −loglik b a β α توزیع

٢۵۵٣۵٫٣٩ ١٢٧۶۵٫٧ − − ١٫٢۴٢٣ ١٫٩۶٧١ گمپرتزگورویچ

٢۵۴٩٨٫٠۶ ١٢٧۴۶٫٠٣ − ٠٫۵٣۵۴ ١٫٢۵۶٢ ٠٫٩٠٧٠ گمپرتزمارشال-اولکین

٢۴٧٣٨٫٣۴ ١٢٣۶۵٫١٧ ٢٫۵٧١٢ ٠٫٣۶٧۴ ٠٫٩٣۵٢ ٠٫٨۵٣۶ گمپرتزمارشال-اولکین-ناداراجه

نتیجه گیری و بحث ٩

چگالی، تابع بسط و گرفته قرار مطالعه مورد (مانیتو) وایبل یافته تعمیم مارشال-اولکین توزیع های خانواده

لازم شرایط و پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد شد. محاسبه آن برای تصادفی اعداد مولد و چندکی تابع

مارشال- توزیع های خانواده برای شد. ارائه مانیتو توزیع پارامترهای اطمینان ناحیه آوردن دست به برای
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گمپرتز ب- گورویچ، گمپرتز الف- دانمارک. آتش سوزی بیمه  داده های لگاریتم به گمپرتز توزیعهای خانواده برازش .١٣ شکل
مارشال-اولکین-ناداراجه. ج-گمپرتز مارشال-اولکین،

بیان توزیع این از شبیه سازی نجوه و معرفی مخاطره و چگالی بقاء، توابع (مانن) نمایی اولکین-ناداراجه

لگاریتمی خطای دوم آنتروپی،توان خطا، دوم توان زیان  توابع برای و شده ارائه خانواده این بیزی آمار شدند.

توزیع های خانواده در شد. آورده بدست R افزار نرم از استفاده با پارامترها بیزی برآورد شده اصلاح لاینکس و

توزیع و مارشال-اولکین شده اصلاح وایبل توزیع گورویچ، شده اصلاح وایبل توزیع سه شده اصلاح وایبل

و بقاء چگالی، توابع  یک هر برای گرفت. قرار مطالعه مورد مارشال-اولکین-نادارجه شده اصلاح وایبل

بحث مورد نیز گمپرتز توزیع های خانواده است. گرفته صورت شبیه سازی سوم حالت برای و ارائه مخاطره

گمپرتز-مارشال-اولکین-ناداراجه و گمپرتز-مارشال-اولکین گمپرتز-گورویچ، توزیع های برای و شدند واقع

بیمه داده های است. شده انجام شبیه سازی سوم حالت برای و تعیین مخاطره و بقاء چگالی، توابع ارائه،

شده اند. داده برازش آن ها به بحث مورد توزیع های و گرفته قرار مطالعه مورد دانمارک سوزی آتش

تشکر و تقدیر

بهتر ارائه و ارتقا سبب خود ارزشمند توصیه های با که مجله محترم ویراستار و داوران تحریریه، هیئت از

داریم. را تشکر کمال شدند مقاله این
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