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پژوهشی مقاله

چندین با مقیاس مولفه های از متشکل سری و موازی سیستم های تصادفی مقایسه های
دورافتاده

٢ برمال زن قباد و امینی سرشت١ ابراهیم

همدان سینا بوعلی دانشگاه آمار، گروه ١

زابل دانشگاه آمار، گروه ٢

١۴٠٠/٠١/٠۶ انتشار: و پذیرش تاریخ ١٣٩٩/٠٧/١۴ دریافت: تاریخ

با مقیاس مولفه های از متشکل سری و موازی سیستم های تصادفی مقایسه های  به مقاله، این در چکیده:

پایه وارون خطر نرخ پایه، خطر نرخ توابع روی مشخصی شرایط تحت می شود. پرداخته دورافتاده چندین

میان عمر، باقیمانده میانگین ترتیب و پراکندگی ترتیب درستنمایی، نسبت ترتیب مقیاس، پارامترهای و

از خانواده دو برای نتایج که است شده داده نشان همچنین است. شده اثبات سری و موازی سیستم های

است. برقرار نیز دورافتاده چندین با پاراتو و گاما توزیع های

مقیاس مدل موازی، سیستم سری، سیستم درستنمایی، نسبت ترتیب پراکندگی، ترتیب کلیدی: واژه های

دورافتاده. چندین با

متن

متن

مقدمه ١

غیره و پاراتو گاما، وایبل، رایلی، نمایی، مانند معروفی توزیع های شامل که توزیع ها از کلی خانواده یک

چگالی تابع با پیوسته مطلقاً توزیع تابع یک F (·) کنید فرض است. مقیاس توزیع های خانواده می شود

مقیاس توزیع های خانواده به متعلق X١, . . . , Xn مستقل تصادفی متغیرهای آنگاه باشد. f(·) احتمال
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F (·) مشترک توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای λ١X١, . . . , λnXn هرگاه هستند

هستند مقیاس توزیع های خانواده به متعلق X١, . . . , Xn دیگر عبارت به .λi > ٠ آن در که باشند،

ها λi و پایه توزیع تابع F (·) حالت، این در باشد. Xiبرقرار ∼ F (λix) ،i = ١, . . . , n ازای به هرگاه

توزیع ها از خانواده این از متشکل مرتب آماره های تصادفی مقایسه های می شوند. نامیده مقیاس پارامترهای

،(١٩٩۵) هو جمله از دیگری نویسندگان توسط بعد، به زمان آن از و (١٩٧١) وپروشان پلدگر توسط ابتدا

قرار بررسی مورد (٢٠١٣) ژائو و بالاکریشنان و ،(٢٠١١) همکاران و خالدی ،(٢٠٠۶) پالتانه و بن

نظریه مزایده١، نظریه اعتماد، قابلیت در زیادی کاربردهای X١:n, . . . , Xn:n مرتب آماره های گرفت.

متناظر Xn−k+١:n قابلیتی، کاربردهای در مثال، عنوان به دارد. غیره و ریسک مدیریت بیم سنجی، صف،

سالم سیستم از مولفه k حداقل که می کند کار زمانی تا سیستم این است. n از k سیستم یک عمر طول با

است موازی و سری سیستم های عمر طول بیانگر ترتیب به k = ١ و k = n ویژه، به کند. کار و باشد

مقایسه های با رابطه در زیادی مطالعات هستند. مرتب های آماره بزرگترین و کوچکترین با متناطر که

شده انجام مختلف توزیع های از ناهمگن مستقل مولفه های از متشکل موازی و سری سیستم های تصادفی

،(٢٠١٧) همکاران و برمال زن ،(٢٠١١) همکاران و خالدی از عبارتند اخیر مطالعات از برخی است.

،(٢٠٢٠b) همکاران و برمال زن ،(٢٠٢٠) ده سوخته شهرکی و برمال زن ،(٢٠١٩) همکاران و برمال زن

نکته ای .(٢٠١۶) همکاران و سرشت امینی و (١٣٩٨) حیدری و برمال زن ،(١٣٩۴) همکاران و برمال زن

پراکندگی ترتیب و درستنمایی نسبت ترتیب مذکور، مقالات از کدام هر در که است این شود مطرح باید که

ترتیب نوع دو این بررسی به مقاله این در دلیل، همین به است. نشده بررسی ناهمگن، کاملا˹ مدل های در

است. شده پرداخته تصادفی

مولفه های از متشکل موازی و سری سیستم های تصادفی مقایسه بررسی به نویسندگان از برخی اخیراً

دلیل به مقالات این در .(٢٠٢٠a ، همکاران و برمال زن ٢٠١٩؛ ، همکاران و (ژانگ پرداخته اند وابسته

با موازی و سری سیستم های میان پراکندگی ترتیب و درستنمایی نسبت ترتیب محاسبات، پیچیدگی

n از k سیستم های تصادفی مقایسه بررسی مواقع، از بسیاری در است. نشده انجام وابسته مولفه های

دسته دو به را پارامترها ناهمگنی، کاهش برای بنابراین است. مشکلی کار ناهمگن، و مستقل مولفه های با

بررسی به مقاله، این در است. شده  تعریف دورافتاده٢ چندین با مدل های دلیل، همین به و می کنند تقسیم

می شود. پرداخته دورافتاده چندین با مقیاس مدل های در سری، و موازی سیستم های تصادفی مقایسه

می کنند تبعیت دورافتاده چندین با مقیاس مدل از X١, . . . , Xn مستقل تصادفی متغیرهای .١ تعریف
1Auction theory
2Multiple-outlier models
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Xp+١, . . . , Xn و λ f(λx) احتمال چگالی تابع و F (λx) توزیع تابع دارای X١, . . . , Xp هرگاه

باشند. λ∗f(λ∗x) احتمال چگالی تابع و F (λ∗x) مانند دیگری متفاوت توزیع تابع دارای

به می توان دورافتاده، چندین با مولفه های از متشکل سیستم های تصادفی مقایسه با رابطه در

غیرنزولی معنای به صعودی واژه های مقاله، این در نمود. مراجعه (٢٠١۵ ،٢٠١٢) بالاکریشنان و ژائو

است. b و a بودن علامت هم معنای به a sgn
= b نماد و غیرصعودی معنای به نزولی و

توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض (٢٠٠٧ ، شانتیکومار و (شیکد .٢ تعریف

F̄X(x) = ١ − FX(x) بقای توابع ،FY (x) = P (Y ≤ x) و FX(x) = P (X ≤ x)

rX(x) = خطر نرخ توابع ،fY (x) و fX(x) احتمال چگالی توابع ،F̄Y (x) = ١ − FY (x) و

باشند. F−١
Y و F−١

X پیوسته راست از معکوس های ،rY (x) = fY (x)/F̄Y (x) و fX(x)/F̄X(x)

تابعی ،F̄X(x)/F̄Y (x) نسبت هرگاه (X ≥hr Y ) است Y از بزرگتر خطر، نرخ ترتیب در X الف-

باشد. x ≥ ٠ از صعودی

،fX(x)/fY (x) نسبت هرگاه (X ≥lr Y ) است Y از بزرگتر درستنمایی، نسبت ترتیب در X ب-

باشد. x ≥ ٠ از صعودی تابعی

تابعی ،F−١
X (v) − F−١

Y (v) هرگاه (X ≥disp Y ) است Y از بزرگتر پراکندگی ترتیب در X ج-

باشد. v ≥ ٠ از صعودی

نابرابری x ≥ ٠ ازای به هرگاه (X ≥mrl Y ) است Y از بزرگتر عمر باقیمانده میانگین در X د-

mY (x) = E(Y − و mX(x) = E(X − x|X ≥ x) آن در که باشد mX(x) ≥ mY (x)

است. x|Y ≥ x)

روابط شده، مطرح تصادفی ترتیب های میان

X ≥lr Y =⇒ X ≥hr Y =⇒ E(X) ≥ E(Y ),

X ≥disp Y =⇒ V ar(X) ≥ V ar(Y ).

و بررسی برای مناسبی منابع (٢٠٠٧) شانتیکومار و شیکد و (٢٠٠٢) استویان و مولر هستند. برقرار

هستند. آنها کاربردهای و تصادفی ترتیب های شناخت

مرتب مقادیر نشان دهنده  به ترتیب b(١) ≤ . . . ≤ b(n) و a(١) ≤ . . . ≤ a(n) کنید فرض .٣ تعریف

باشند. b = (b١, . . . , bn) و a = (a١, . . . , an) بردارهای با متناظر شده
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،i = ١, . . . , n−١ هر ازای به هرگاه (a
m
⪰ b) است b بردار از بزرگتر بیشاندن معنای به a بردار الف-

.
n∑
j=١

a(j) =
n∑
j=١

b(j) و
i∑

j=١
a(j) ≤

i∑
j=١

b(j)

هر ازای به هرگاه (a
w
⪰ b) است b بردار از بزرگتر بالا، از ضعیف بیشاندن معنای به a بردار ب-

.
i∑

j=١
a(j) ≤

i∑
j=١

b(j) ،i = ١, . . . , n

هر ازای به هرگاه (a ⪰w b) است b بردار از بزرگتر پایین، از ضعیف بیشاندن معنای به a بردار ج-

.
n∑
j=i

a(j) ≥
n∑
j=i

b(j) ،i = ١, . . . , n

هر ازای به هرگاه (a
p
⪰ b) است R+ در b بردار از -بزرگتر p ،R+ در a بردار د-

.
i∏

j=١
a(j) ≤

i∏
j=١

b(j) ،i = ١, . . . , n

صعودی توابع برای هرگاه (X ≥icx Y ) است Y از بزرگتر محدب صعودی ترتیب در X .۴ تعریف

.E[ϕ(X)] ≥ E[ϕ(Y )] باشیم داشته ϕ : R → R محدب

باشد b از بزرگتر بیشاندن معنای به a اگر زیرا دارد. پراکندگی با نزدیکی ارتباط بیشاندن مفهوم

در و است b(n) − b(١) یعنی b بردار دامنه  از بزرگتر a(n) − a(١) یعنی a بردار دامنه  آنگاه (a
m
⪰ b)

ضعیف بیشاندن ترتیب های بیشاندن، ترتیب که داشت توجه باید است. b بردار از پراکنده تر a بردار نتیجه

p ترتیب بالا، از ضعیف بیشاندن ترتیب مثبت، بردارهای برای همچنین و می دهد نتیجه را پایین و بالا از

.(٢٠١١ ، همکاران و مارشال ٢٠٠٢؛ ، کوچار و (خالدی می دهد نتیجه را -بزرگتر

و λ١, . . . , λn مقیاس پارامترهای با مقیاس مستقل تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض

مستقل متغیرهای از دیگر مجموعه ای X∗
١ , . . . , X

∗
n کنید فرض همچنین باشند. r(·) پایه خطر نرخ تابع

(٢٠١١) همکاران و خالدی باشند. r(·) پایه خطر نرخ تابع و λ∗١ , . . . , λ∗n مقیاس پارامترهای با مقیاس

صورت این در باشد نزولی تابعی x٢r′(x) اگر دادند نشان

(λ١, . . . , λn) ⪰m (λ∗١ , . . . , λ
∗
n) =⇒ X١:n ≥hr X

∗
١:n. (١)

صورت این در باشد، نزولی تابعی r(·) اینکه و (١) رابطه برقراری تحت

(λ١, . . . , λn) ⪰m (λ∗١ , . . . , λ
∗
n) =⇒ X١:n ≥disp X

∗
١:n. (٢)
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صورت این در باشد، نزولی تابعی xr(x) اگر بعلاوه

(λ١, . . . , λn) ⪰p (λ∗١ , . . . , λ
∗
n) =⇒ Xn:n ≥st X

∗
n:n,

صورت این در باشد نزولی تابعی x٢r′(x) اگر و

(λ١, . . . , λn) ⪰m (λ∗١ , . . . , λ
∗
n) =⇒ Xn:n ≥rh X

∗
n:n.

با دورافتاده چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض

p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ١, . . . , λ١︸ ︷︷ ︸
p

, λ٢, . . . , λ٢︸ ︷︷ ︸
q

) = (λ١1p, λ٢1q) پارامترهای

ترتیب ,n(p:X١به q) ,Xn:n(pو q) کنید فرض هستند. ١ عدد برابر 1q و 1p بردارهای درایه های همه و

باشند. دورافتاده چندین با مقیاس های مولفه این از متشکل سری و موازی سیستم های عمر طول بیانگر

با رابطه در پایه، خطر نرخ و پایه وارون خطر نرخ توابع روی محدودیت چندین و فوق فرض های تحت

روابط موازی، سیستم های

λ∗٢ = λ٢ = λ و λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ =⇒ Xn:n(p, q) ≥lr[disp] X
∗
n:n(p, q),

(λ١, λ٢) ⪰p (λ∗١ , λ
∗
٢) =⇒ Xn:n ≥disp X

∗
n:n,

X١ ≥mrl X
∗
١ و λ ≥ max{λ١, λ

∗
١} =⇒ Xn:n(p, q) ≥mrl X

∗
n:n(p, q).

روابط پایه، خطر نرخ توابع روی محدودیت چندین تحت سری، سیستم های با رابطه در است. شده اثبات

λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ =⇒ X١:n(p, q) ≥lr[disp] X
∗
١:n(p, q),

(λ١, λ٢) ⪰p (λ∗١ , λ
∗
٢) =⇒ X١:n ≥disp X

∗
١:n.

از مصداق هایی عنوان به افتاده، دور چندین با پاراتو و گاما توزیع از همچنین است. شده حاصل نیز

مدل مولفه های از متشکل موازی سیستم های تصادفی مقایسه های است. شده استفاده شده، اثبات نتایج

میانگین ترتیب و پراکندگی ترتیب درستنمایی، نسبت تصادفی ترتیب لحاظ از دورافتاده، چندین با مقیاس

ترتیب و درستنمایی نسبت تصادفی ترتیب بررسی به ٣ بخش در است. شده انجام ٢ بخش در عمر باقیمانده
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است. شده پرداخته دورافتاده چندین با مقیاس مدل مولفه های از متشکل سری سیستم های میان پراکندگی

و بحث سرانجام، است. شده ارائه ۴ بخش در پاراتو و گاما توزیع برای شده اثبات نتایج از مصداق های

است. شده بیان مقاله انتهای در گیری نتیجه

موازی سیستم های به مربوط نتایج ٢

دورافتاده، چندین با مقیاس مولفه های از متشکل موازی سیستم های تصادفی مقایسه های به بخش، این در

می شود. پرداخته عمر باقیمانده میانگین وترتیب پراکندگی ترتیب درستنمایی، نسبت ترتیب لحاظ از

g١(x)
g٢(x)

که طوری به باشند، پیوسته ای و نامنفی توابع g و g٢ ،g١ کنید فرض (٢٠١٢ ، لی و (دینگ .١ لم

صورت این در نکنند. قطع نقطه ای هیچ در را یکدیگر g٢ و g١ و باشند صعودی توابعی g(x)
g٢(x)−g١(x)

و

است. صعودی g١(x)+g(x)
g٢(x)+g(x)

تابع

چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .١ قضیه

همچنین است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند تبعیت (λ١1p, λ1q) پارامترهای با دورافتاده

با دورافتاده چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X∗
١ , . . . , X

∗
n کنید فرض

xr̃(x) توابع اگر است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ∗١1p, λ1q) پارامترهای

آنگاه باشند، نزولی xr̃
′(x)
r̃(x) و

λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ =⇒ Xn:n(p, q) ≥lr X
∗
n:n(p, q).

صورت به ترتیب به X∗
n:n(p, q) و Xn:n(p, q) احتمال چگالی توابع برهان:

fXn:n(p,q)(t) = [F (λ١t)]
p[F (λt)]q[pλ١r(λ١t) + qλr(λt)], t > ٠,

fX∗
n:n(p,q)

(t) = [F (λ∗١t)]
p[F (λt)]q[pλ∗١r(λ

∗
١t) + qλr(λt)], t > ٠.



٣۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برمال زن قباد و امینی سرشت ابراهیم

،t > ٠ ازای به شود داده نشان است کافی لازم، نتیجه به رسیدن برای هستند.

fXn:n(p,q)(t)

fX∗
n:n(p,q)

(t)
=

[F (λ١t)]
p

[F (λ∗١t)]
p

pλ١r(λ١t) + qλr(λt)

pλ∗١r(λ
∗
١t) + qλr(λt)

= Υ(t)
pλ١r(λ١t) + qλr(λt)

pλ∗١r(λ
∗
١t) + qλr(λt)

, (٣)

مشتق با منظور، بدین است. Υ(t) = [F (λ١t)]
p/[F (λ∗١t)]

p آن در که است، t از صعودی تابعی

داریم: t به نسبت Υ(t) از گرفتن

Υ′(t)
sgn
= pλ١[F (λ١t)]

p−١f(λ١t)[F (λ
∗
١t)]

p − pλ∗١ [F (λ
∗
١t)]

p−١f(λ∗١t)[F (λ١t)]
p

sgn
= λ١r̃(λ١t)− λ∗١ r̃(λ

∗
١t).

چون .λ∗١t = x٢ و λ١t = x١ کنید فرض اکنون است. معکوس خطر نرخ تابع r̃ = f
F آن در که

نتیجه در و ٠ ≤ x١ ≤ x٢ بنابراین ٠ ≤ λ١ ≤ λ∗١

Υ′(t)
sgn
=

١
t

[x١r̃(x١)− x٢r̃(x٢)] ≥ ٠,

،t به نسبت (٣) دوم جمله بودن صعودی برای می شود. نتیجه xr̃(x) بودن نزولی از آن بودن نامنفی که

توابعی Ψ٢(t) =
λr̃(λt)

λ∗١ r̃(λ
∗
١ t)−λ١r̃(λ١t)

و Ψ١(t) =
λ١r̃(λ١t)
λ∗١ r̃(λ

∗
١ t)

شود داده نشان است کافی ،١ لم براساس

داریم: t به نسبت Ψ١(t) از گرفتن مشتق با هستند. t از صعودی

Ψ′
١(t)

sgn
= λ١r̃

′(λ١t)r̃(λ
∗
١t)− λ∗١ r̃

′(λ∗١t)r̃(λ١t)

sgn
= λ١

r̃′(λ١t)

r̃(λ١t)
− λ∗١

r̃′(λ∗١t)

r̃(λ∗١t)

sgn
=

x١r̃
′(x١)

r̃(x١)
− x∗١ r̃

′(x∗١)

r̃(x∗١)
≥ ٠,

بودن نزولی سپس و x∗١ ≥ x١ اینکه و λ∗١t = x∗١ و λ١t = x١ دادن قرار با آخر، عبارت بودن نامنفی
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داریم: t به نسبت Ψ٢(t) از گرفتن مشتق با اکنون است. شده حاصل xr̃′(x)
r̃(x)

Ψ′
٢(t)

sgn
= λ∗١λ[λr̃

′(λt)r̃(λ∗١t)− λ∗١ r̃
′(λ∗١t)r̃(λt)]

+ λ١λ[λ١r̃
′(λ١t)r̃(λt)− λr̃′(λt)r̃(λ١t)]

sgn
= λ∗١λ[λ

r̃′(λt)

r̃(λt)
− λ∗١

r̃′(λ∗١t)

r̃(λ∗١t)
] + λ١λ[λ١

r̃′(λ١t)

r̃(λ١t)
− λ

r̃′(λt)

r̃(λt)
]

sgn
= x١x[x

r̃′(x)

r̃(x)
− x∗١

r̃′(x∗١)

r̃(x∗١)
] + x١x[x١

r̃′(x١)

r̃(x١)
− x

r̃′(x)

r̃(x)
]

≥ x∗١x١[x
r̃′(x)

r̃(x)
− x∗١

r̃′(x∗١)

r̃(x∗١)
+ x١

r̃′(x١)

r̃(x١)
− x

r̃′(x)

r̃(x)
]

= x∗١x١[
x١r̃

′(x١)

r̃(x١)
− x∗١ r̃

′(x∗١)

r̃(x∗١)
] ≥ ٠,

و است x ≥ x∗١ ≥ x١ می شود نتیجه بسادگی λ∗١t = x∗١ و λ١t = x١ ،λt = x دادن قرار با
xr̃′(x)
r̃(x) که قضیه شرط به توجه با آخر، عبارت بودن نامنفی ادامه در شود. می برقرار (۴) نابرابری لذا

دهد می نتیجه x∗١ ≥ x١ که واقعیت این به توجه با و است شده حاصل است، x به نسبت نزولی تابعی

. x١r̃′(x١)
r̃(x١)

≥ x∗١ r̃
′(x∗١ )

r̃(x∗١ )

شرایط سایر و شود عوض λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ شرط با λ∗١ ≥ λ ≥ λ١ شرط اگر ،١ قضیه در .١ تذکر

می شود. برعکس درستنمایی، نسبت تصادفی ترتیب جهت آنگاه نکند، تغییر قضیه

بازه روی که باشد توزیع ها از کلاسی {Fa| a ∈ R} کنید فرض (١٩٧٨ ، موران و (ساندرز .٢ لم

صورت این در شده اند. متمرکز (t٠, t١) ⊆ (٠,∞)

Fa ≤disp Fa∗ , a, a∗ ∈ R , a ≤ a∗,

است. a به نسبت Fa مشتق بیانگر F ′
a آن در که باشد x از نزولی تابعی F

′
a(x)
fa(x)

اگر فقط و اگر

آنگاه باشند، نزولی xr̃
′(x)
r̃(x) و xr̃(x) توابع اگر ،١ قضیه فرضیات تحت .٢ قضیه

λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ =⇒ Xn:n(p, q) ≥disp X
∗
n:n(p, q).

که است واضح .a∗ = λ− λ∗١ و a = λ− λ١ کنید فرض مساله، کلیت رفتن دست از بدون برهان:
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صورت به ترتیب به Xn:n(p, q) چگالی و توزیع توابع .a ≥ a∗

Fn:n,a(t) = [F ((λ− a)t)]p[F (λt)]q, t > ٠,

fn:n,a(t) = [F ((λ− a)t)]p[F (λt)]q[(λ− a)pr((λ− a)t) + λqr(λt)], t > ٠,

داریم a به نسبت Fn:n,a از گرفتن مشتق با هستند.

F ′
n:n,a = −t · r̃((λ− a)t)[F ((λ− a)t)]p[F (λt)]q.

شود داده نشان است کافی ٢ لم طبق .r̃((λ− a)t) = f((λ−a)t)
F ((λ−a)t) آن در که

−
F ′
n:n,a(t)

fn:n,a(t)
=

t

(λ− a)p+ λqν(t)

از نزولی تابعی ν(t) که کرد اثبات باید بنابراین .ν(t) = r̃(λt)
r̃((λ−a)t) آن در که است، t از صعودی تابعی

داریم t به نسبت ν(t) از گرفتن مشتق با است. t

ν ′(t)
sgn
= λr̃′(λt)r̃((λ− a)t)− (λ− a)r̃′((λ− a)t)r̃(λt)

sgn
= λ

r̃′(λt)

r̃(λt)
− (λ− a)

r̃′((λ− a)t)

r̃((λ− a)t)

نتیجه در است. x١ ≤ x٢ و λ− a ≤ λ بنابراین باشد. (λ− a)t = x١ و λt = x٢ کنید فرض

ν ′(t)
sgn
=

x٢r̃
′(x٢)

r̃(x٢)
− x١r̃

′(x١)

r̃(x١)
≤ ٠,

است. xr̃
′(x)
r̃(x) بودن نزولی شرط براساس آن بودن نامثبت که

چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض .٣ قضیه

است. p ≥ ١ و p + q = n ≥ ٢ آن در که کنند تبعیت (λ١1p, λ٢1q) پارامترهای با دورافتاده

دورافتاده چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی ∗Xمتغیرهای
١ , . . . , X

∗
n کنید فرض همچنین

و p ≥ q اگر است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ∗١1p, λ∗٢1q) پارامترهای با
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آنگاه باشند، نزولی توابعی xr̃
′(x)
r̃(x) و xr̃(x) توابع

λ١ ≤ λ∗١ ≤ λ∗٢ ≤ λ٢ =⇒ Xn:n(p, q) ≥disp X
∗
n:n(p, q).

مساله، کلیت رفتن دست از بدون باشد. λ١λ٢ = λ∗١λ
∗
٢ = a ≥ ٠ کنید فرض اول: حالت برهان:

که شرط این از استفاده با و λ∗١ = a
λ∗ ،λ١ = a

λ بنابراین باشد. λ∗ = λ∗٢ و λ = λ٢ کنید فرض

Xn:n(p, q) توزیع تابع مشتق اگر است. ٠ <
√
a ≤ λ∗ ≤ λ که است واضح است λ١ ≤ λ∗١

٢ لم براساس آنگاه باشد، Xn:n(p, q) احتمال چگالی تابع fλ,n:n(t) و شود داده نشان F ′
λ,n:n(t) با

چگالی تابع و توزیع تابع است. t از نزولی تابعی λ ≥
√
a ازای به

F ′
λ,n:n(t)

fλ,n:n(t)
شود داده نشان است کافی

از: عبارتند ترتیب به Xn:n(p, q) احتمال

Fλ,n:n(t) = [F (
a

λ
t)]p[F (λt)]q, t > ٠.

fλ,n:n(t) = [F (
a

λ
t)]p[F (λt)]q

[
p
a

λ
r̃(
a

λ
t) + qλr̃(λt)

]
, t > ٠.

داریم: λ به نسبت Fλ,n:n(x) از گرفتن مشتق با

F ′
λ,n:n(x) = [F (

a

λ
t)]p[F (λt)]q

[
−p a

λ٢ tr̃(
a

λ
t) + tqr̃(λt)

]
شود داده نشان است کافی بنابراین

−
F ′
λ,n:n(t)

fλ,n:n(t)
=
p aλ٢ tr̃(

a
λ t)− tqr̃(λt)

p aλ r̃(
a
λ t) + qλr̃(λt)

sgn
= t

p aλ tr̃(
a
λ t)− qλtr̃(λt)

p aλ tr̃(
a
λ t) + qλtr̃(λt)

(۴)

(۴) گرفت نتیجه می توان λ ≥ a
λ و p ≥ q ،xr̃(x) بودن نزولی به توجه با است. t از صعودی تابعی

نامنفی تابع شود داده نشان باید بنابراین است. نامنفی تابعی

ψ(t) =
p aλ tr̃(

a
λ t)− qλtr̃(λt)

p aλ tr̃(
a
λ t) + qλtr̃(λt)

=
p aλ − qλυ(t)

p aλ + qλυ(t)
(۵)

t از صعودی تابعی (۵) که شود توجه است لازم .υ(t) = r̃(λt)
r̃( a

λ
t) آن در که است، t از صعودی تابعی
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داریم: t به نسبت υ(t) از گرفتن مشتق با باشد. t از نزولی تابعی υ(t) اگر فقط و اگر است،

υ′(t)
sgn
=

λr̃′(λt)

r̃(λt)
−

a
λ r̃

′( aλ t)

r̃( aλ t)
. (۶)

نتیجه در ،٠ ≤ x١ ≤ x٢ می شود مشاهده ،٠ ≤ a
λ ≤ λ چون ،λt = x٢ و a

λ t = x١ دادن قرار با

υ′(t)
sgn
=

x٢r̃
′(x٢)

r̃(x٢)
− x١r̃

′(x١)

r̃(x١)
≤ ٠,

می شود. حاصل xr̃′(x)
r̃(x) بودن نزولی شرط از آخر، عبارت بودن نامثبت که

λ١ ≤ θ روابط که دارد وجود θ یک حداقل بنابراین باشد. λ١λ٢ < λ∗١λ
∗
٢ کنید فرض دوم: حالت

بنابراین .θ =
λ∗١ λ

∗
٢

λ٢
کنید فرض مساله، کلیت رفتن دست از بدون باشند. برقرار θλ٢ = λ∗١λ

∗
٢ و

از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای Z١, . . . , Zn کنید فرض اکنون .θλ٢ = λ∗١λ
∗
٢ و θ ≤ λ٢

p + q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (θ1p, λ٢1q) پارامترهای با دورافتاده چندین با مقیاس مدل

گرفت: نتیجه می توان اول، حالت از استفاده با است. p ≥ ١ و

Zn:n(p, q) ≥disp X
∗
n:n(p, q). (٧)

داریم: ٢ قضیه بنابر ،λ٢ ≥ θ ≥ λ١ چون

Xn:n(p, q) ≥disp Zn:n(p, q). (٨)

می شود. حاصل لازم نتیجه (٨) و (٧) نابرابری های از استفاده با

دورافتاده چندین با مقیاس مدل از که باشند مستقلی تصادفی ,X١متغیرهای . . . , Xn کنید فرض .١ فرع

کنید فرض همچنین .p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ١1p, λ٢1q) پارامترهای با

پارامترهای با دورافتاده چندین با مقیاس مدل از که باشند، مستقلی تصادفی متغیرهای X∗
١ , . . . , X

∗
n

و xr̃(x) توابع و p ≥ q اگر است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ1p, λ1q)

.λ ≥ (λ١λ٢)
١
n =⇒ Xn:n(p, q) ≥disp X

∗
n:n(p, q) ،٣ قضیه بنابر آنگاه باشند، نزولی xr̃

′(x)
r̃(x)

به باشد مثبت، لزوماً نه لبگ-اشتلیس، اندازه یک W (x) کنید فرض (١٩٩۶ ، پروشان و (بارلو .٣ لم
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باشد. صعودی تابعی h(x) ≥ ٠ و باشد برقرار
∫∞
t dW (x) ≥ ٠ نابرابری t > ٠ ازای به که طوری

.
∫∞
t h(x)dW (x) ≥ ٠ صورت این در

F ترتیب به توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض (٢٠٠١ ، همکاران و (هو .۴ لم

به آنگاه باشد، صعودی و کراندار و نامنفی تابعی h(x) اگر باشد. X ≤mrl Y که طوری به باشند G و

.
∫∞
t h(x)F (x)dx

F (t)
≤

∫∞
t h(x)G(x)dx

G(t)
داریم t ≥ ٠ ازای

آنگاه باشد، X١ ≥mrl X
∗
١ و صعودی xr(x) تابع و p ≥ q اگر ،١ قضیه فرضیات تحت .۴ قضیه

λ ≥ max{λ١, λ
∗
١} =⇒ Xn:n(p, q) ≥mrl X

∗
n:n(p, q).

Xn:n(p, q) عمر باقیمانده میانگین توابع .FX∗
p:p
(t) ≥ FXp:p(t) کنید فرض اول: حالت برهان:

از: عبارتند ترتیب به X∗
n:n(p, q) و

mXn:n(p,q)(t) =

∫∞
t (١ − [F (λ١x)]

p[F (λx)]q)dx

١ − [F (λ١t)]p[F (λt)]q

=

∫∞
t (FXq:q(x) + FXp:p(x)FXq:q(x))dx

FXq:q(t) + FXp:p(t)FXq:q(t)
,

mX∗
n:n(p,q)

(t) =

∫∞
t (FXq:q(x) + FX∗

p:p
(x)FXq:q(x))dx

FXq:q(t) + FX∗
p:p
(t)FXq:q(t)

.

داشت توجه باید .Ψ(t) = mXn:n(p,q)(t)−mX∗
n:n(p,q)

(t) ≥ ٠ شود داده نشان است کافی

Ψ(t)
sgn
= [FXq:q(t) + FX∗

p:p
(t)FXq:q(t)][

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FXp:p(x)FXq:q(x))dx]

− [FXq:q(t) + FXp:p(t)FXq:q(t)][

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FX∗

p:p
(x)FXq:q(x))dx]

= FXq:q(t)

∫ ∞

٠
[FXp:p(x)− FX∗

p:p
(x)]FXq:q(x)dx

+ FX∗
p:p
(t)FXq:q(t)

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FXp:p(x)FXq:q(x))dx

− FXp:p(t)FXq:q(t)

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FX∗

p:p
(x)FXq:q(x))dx
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≥ FXq:q(t)

∫ ∞

٠
[FXp:p(x)− FX∗

p:p
(x)]FXq:q(x)dx (٩)

+ FXp:p(t)FXq:q(t)

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FXp:p(x)FXq:q(x))dx

− FXp:p(t)FXq:q(t)

∫ ∞

t
(FXq:q(x) + FX∗

p:p
(x)FXq:q(x))dx

= FXq:q(t)

∫ ∞

t
[FXp:p(x)− FX∗

p:p
(x)]FXq:q(x)dx

+ FXp:p(t)FXq:q(t)

∫ ∞

t
[FXp:p(x)− FX∗

p:p
(x)]FXq:q(x)dx

≥ ٠, (١٠)

می دهد نتیجه X١ ≥mrl X
∗
١ اینکه و FX∗

p:p
(t) ≥ FXp:p(t) از استفاده با (٩) نابرابری آن در که

نابرابری (٢٠٠٧) شانتیکومار و شیکد از ۴.A. ١۶ نتیجه از استفاده با زیرا می شود. X١حاصل ≥icx X
∗
١

نابرابری ،t ∈ R+ ازای به کرد استدلال می توان و می شود نتیجه Xp:p ≥icx X
∗
p:p تصادفی

∫ ∞

t
[FXp:p(x)− FX∗

p:p
(x)]dx ≥ ٠.

می شود. حاصل ٣ لم از استفاده با نیز (١٠) نابرابری است. برقرار همواره

صورت به می توان را (٩) رابطه باشد. FX∗
p:p
(t) ≤ FXp:p(t) کنید فرض دوم: حالت

mXn:n(p,q)(t) =

∫∞
t [F (λx)

∑q−١
j=٠ F

j(λx) + (١ − F p(λ١x))F
q(λx)]dx

F (λt)
∑q−١

j=٠ F
j(λt) + (١ − F p(λ١t))F q(λt)

.

بنابراین نوشت.

FXp:p(t)Ψ(t)
sgn
= FXp:p(t)F

q(λt)[FX∗
p:p
(t)− FXp:p(t)]

∫ ∞

t
F (λx)

q−١∑
j=٠

F j(λx)dx

+FXp:p(t)[F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(λt) + FX∗
p:p
(t)F q(λt)]

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx
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− FXp:p(t)[F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(λt) + FXp:p(t)F
q(λt)]

∫ ∞

t
FX∗

p:p
(x)F q(λx)dx

≥ FXp:p(t)F
q(λt)[FX∗

p:p
(t)− FXp:p(t)]

∫ ∞

t
F (λx)

q−١∑
j=٠

F j(λx)dx

+ FXp:p(t)F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(λt)

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx

− FXp:p(t)F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(t)

∫ ∞

t
FX∗

p:p
(x)F q(λx)dx

≥ FXp:p(t)F
q(λt)[FX∗

p:p
(t)− FXp:p(t)]

∫ ∞

t
F (λx)

q−١∑
j=٠

F j(λx)dx

+ FXp:p(t)F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(t)

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx

− FX∗
p:p
(t)F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(t)

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx

= FXp:p(t)F
q(λt)[FX∗

p:p
(t)− FXp:p(t)]

∫ ∞

t
F (λx)

q−١∑
j=٠

F j(λx)dx

+ F (λt)

q−١∑
j=٠

F j(λt)[FXp:p(t)− FX∗
p:p
(t)]

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx

sgn
= FXq:q(t)

∫ ∞

t
FXp:p(x)F

q(λx)dx

− FXp:p(t)F
q(λt)

∫ ∞

t
FXq:q(x)dx

≥ F q(λt)[FXq:q(t)

∫ ∞

t
FXp:p(x)dx− FXp:p(t)

∫ ∞

t
FXq:q(x)dx]

≥ ٠,

شرط از استفاده با که داشت توجه باید می شوند. حاصل ۴ لم از استفاده با نابرابری دومین و اولین آن در که

از ٢.A. ١ و ١.B. ٣۶ قضایای از استفاده با .X١ ≥hr X
∗
١ گرفت نتیجه می توان xr(x) بودن صعودی
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نتیجه نیز Xp:p ≥mrl X
∗
p:p و Xp:p ≥hr X

∗
p:p نابرابری های ترتیت به (٢٠٠٧) شانتیکومار و شیکد

شد. خواهد حاصل مطلوب نتیجه مشاهدات، این دادن قرار هم کنار با می شود.

سری سیستم های به مربوط نتایج ٣

آنگاه باشند، نزولی xr
′(x)
r(x) و xr(x) توابع اگر ،١ قضیه فرضیات تحت .۵ قضیه

λ ≥ λ∗١ ≥ λ١ =⇒ X١:n(p, q) ≥lr X
∗
١:n(p, q).

از: عبارتند ترتیب به ،t > ٠ ازای به X∗
١:n(p, q) و X١:n(p, q) احتمال چگالی توابع برهان:

fX١:n(p, q)(t) = pλ١f(λ١t)[F (λ١t)]
p−١[F (λt)]q + qλf(λt)[F (λ١t)]

p[F (λt)]q−١,

fX∗
١:n(p,q)

(t) = pλ∗١f(λ
∗
١t)[F (λ

∗
١t)]

p−١[F (λt)]q + qλf(λt)[F (λ∗١t)]
p[F (λt)]q−١.

شود داده نشان است کافی t > ٠ ازای به بنابراین

fX١:n(p,q)(t)

fX∗
١:n(p,q)

(t)
=

[F (λ١t)]
p

[F (λ∗١t)]
p

pλ١r(λ١t) + qλr(λt)

pλ∗١r(λ
∗
١t) + qλr(λt)

, (١١)

بودن نزولی و λ∗١ ≥ λ١ شرط از استفاده با است. خطر نرخ تابع r(·) آن در که است، t از صعودی تابعی

صعودی t به نسبت (١١) رابطه اول عبارت که داد نشان می توان بسادگی ،١ قضیه مشابه بحثی و xr(x)

می شود نتیجه ١ قضیه مشابه بحثی و xr′(x)
r(x) بودن نزولی و λ∗١ ≥ λ١ شرط از استفاده با همچنین است.

می شود. حاصل لازم، نتیجه بنابراین است. صعودی t به نسبت (١١) رابطه دوم عبارت

شده اثبات نتایج برای مصداق چند ۴

هستند کلی کاملا˹ ٣ و ٢ بخش قضایای در شده بیان شرایط که است این شود بیان است لازم که نکته ای

این در مصداق چندین به بخش، این در است. برقرار مقیاس، مدل به متعلق خانواده های از برخی برای و

می شود. پرداخته زمینه
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متغیر یک U و حقیقی اعداد از زیرمجموعه یک Θ کنید فرض (٢٠٠٣ ، میلون در وان و (میسرا .۵ لم

که طوری به باشد P = {H(·|θ), θ ∈ Θ} خانواده به متعلق نامنفی تصادفی

θ١ ≤ θ٢ =⇒ H(·|θ١) ≤st (≥st)H(·|θ٢).

مقدار θ هر ازای به که طوری به باشد u از اندازه پذیر تابعی R×Θ روی ψ(u, θ) کنید فرض همچنین

صورت این در باشد. موجود Eθ[ψ(U, θ)]

صعودی تابعی و θ از صعودی تابعی ψ(u, θ) هرگاه است θ از صعودی تابعی Eθ[ψ(U, θ)] الف-

باشد. u از (نزولی)

u از (صعودی) نزولی و θ از نزولی تابعی ψ(u, θ) هرگاه است θ از نزولی تابعی Eθ[ψ(U, θ)] ب-

باشد.

دورافتاده چندین با گاما توزیع از که باشند، مستقلی تصادفی ,X١متغیرهای . . . , Xn کنید فرض .٢ فرع

کنید فرض است. p ≥ ١ و p+q = n ≥ ٢ آن در که کنند تبعیت (λ١1p, λ٢1q) مقیاس پارامترهای با

پارامترهای با دورافتاده چندین با گاما توزیع از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای نیز X∗
١ , . . . , X

∗
n

صورت این در است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (λ∗١1p, λ∗٢1q) مقیاس

.Xn:n(p, q) ≥lr X
∗
n:n(p, q) آنگاه باشد، min{λ, λ∗١} ≥ λ١ و λ٢ = λ∗٢ = λ اگر الف-

آنگاه باشد، p ≥ q و λ١ ≤ λ∗١ ≤ λ∗٢ ≤ λ٢ اگر ب-

(λ١, λ٢) ⪰p (λ∗١ , λ
∗
٢) =⇒ Xn:n(p, q) ≥disp X

∗
n:n(p, q).

هستند. نزولی xr̃
′(x)
r̃(x) و r̃(x) ،xr̃(x) توابع شود داده نشان است کافی اثبات برای برهان:

صورت به گاما توزیع وارون خطر نرخ تابع :xr̃(x) بودن نزولی اثبات

r̃(x) =
١

x
∫ ١

٠ u
r−١e(١−u)xdu

,
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صورت به xr̃(x) تابع مشتق و

(xr̃(x))′ =
−
∫ ١

٠ u
r−١)١ − u)e(١−u)xdu

(
∫ ١

٠ u
r−١e(١−u)xdu)

٢ ,

∫ ١
٠ u

r−١)١ − u)e(١−u)xdu ≥ ٠ نابرابری همواره ،٠ < u < ١ ازای به اینکه به توجه با است.

است. بدیهی xr̃(x) تابع بودن نزولی لذا است، برقرار

r̃(x) = xr̃(x)× ١
x بنابراین هستند، نامنفی و نزولی ١

x و xr̃(x) توابع چون :r̃(x) بودن نزولی اثبات

است. نزولی تابعی همواره

صورت به r̃(x) تابع مشتق :xr̃
′(x)
r̃(x) بودن نزولی اثبات

r̃′(x) = −
∫ ١

٠ u
r−١e(١−u)xdu+ x

∫ ١
٠ u

r−١)١ − u)e(١−u)xdu

[x
∫ ١

٠ u
r−١e(١−u)xdu]٢

.

نتیجه در است.

η(x) =
xr′(x)

r(x)
= −١ − x

∫ ١
٠ u

r−١)١ − u)e(١−u)xdu∫ ١
٠ u

r−١e(١−u)xdu
.

داده نشان است کافی بنابراین است نامنفی همواره x ≥ ٠ ازای به
∫ ١

٠ u
r−١)١ − u)e(١−u)xdu چون

صورت به می توان را η(x) است. x ≥ ٠ از نزولی تابعی η(x) شود

η(x) = −x
∫ ١

٠
(١ − u)

ur−١e(١−u)xdu∫ ١
٠ u

r−١e(١−u)xdu
− ١

= −x
∫ ١

٠
ψ(u, x)h(u|x)du− ١

= −xE[ψ(U, x)]− ١,

است کافی بنابراین .h(u|x) = ur−١e(١−u)x∫ ١
٠ u

r−١e(١−u)xdu
و ψ(u, x) = ١ − u آن در که کرد، بازنویسی

تصادفی متغیر توزیع تابع که شود توجه است لازم است. x از صعودی تابعی E[ψ(U, x)] شود داده نشان
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احتمال چگالی تابع با P = {H(·|x), x ∈ R+} خانواده به متعلق U

h(u|x) = c(x)ur−١e(١−u)x ٠ < u < ١,

یک و u به نسبت نزولی تابعی ψ(u, x) که است واضح است. نرمال ساز ثابت c(x) آن در که است،

نسبت x١ ≤ x٢ ازای به چون است. x به نسبت ثابت مقدار

h(u|x٢)

h(u|x١)
=
e(١−u)x٢

e(١−u)x١
= e(١−u)(x٢−x١)

.H(·|x١) ≥st H(·|x٢) بنابراین .H(·|x١) ≥lr H(·|x٢) نتیجه در است u به نسبت نزولی تابعی

می شود. حاصل مطلوب نتیجه و است x از صعودی تابعی E[ψ(U, x)] ،۵ لم بنابر

،θ٢ = ١
λ٢

،θ١ = ١
λ١

صورت به پاراتو توزیع دو مقیاس پارامترهای می شود فرض ٣ فرع در

باشد. θ∗٢ = ١
λ∗٢

و θ∗١ = ١
λ∗١

دورافتاده چندین با پاراتو توزیع از که باشند مستقلی تصادفی ,X١متغیرهای . . . , Xn کنید فرض .٣ فرع

همچنین است. p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (θ١1p, θ٢1q) مقیاس پارامترهای با

با دورافتاده چندین با پاراتو توزیع از که باشند مستقلی تصادفی متغیرهای X∗
١ , . . . , X

∗
n کنید فرض

این صورت در .p ≥ ١ و p+ q = n ≥ ٢ آن در که کنند، تبعیت (θ∗١1p, θ∗٢1q) مقیاس پارامترهای

.X١:n(p, q) ≥lr X
∗
١:n(p, q) آنگاه ،min{θ, θ∗١} ≥ λ١ و θ٢ = θ∗٢ = θ اگر الف-

.X١:n(p, q) ≥disp X
∗
١:n(p, q) آنگاه ،θ∗١ ≥ θ١ و θ ≥ max{θ١, θ

∗
١} ،θ٢ = θ∗٢ = θ اگر ب-

صورت عبه پاراتو توزیع بقای تابع برهان:

F (x) =

(
λ

x

)a
, x ≥ λ ≥ ٠ , a ≥ ٠.

بقا تابع λ = ١ دادن قرار با است. شکل پارامتر a و مقیاس پارامتر ١/λ توزیع ها از خانواده این در است.

r(x) = α
x و f(x) = α

xα+١ ترتیب به پایه خطر نرخ تابع و چگالی تابع بنابراین می شود. حاصل پایه

درنتیجه و هستند x از نزولی توابعی که xr
′(x)
r(x) = −١ و xr(x) = α داد نشان می توان بسادگی هستند.

می کنند. صدق ۵ قضیه شرایط در
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نتیجه گیری و بحث

دورافتاده چندین با مقیاس مولفه های از متشکل سری و موازی سیستم های تصادفی مقایسه  به مقاله، این در

پارامترهای و پایه وارون خطر نرخ پایه، خطر نرخ توابع روی مشخصی شرایط تحت است. شده پرداخته

موازی سیستم های میان عمر، باقیمانده میانگین ترتیب و پراکندگی ترتیب درستنمایی، نسبت ترتیب مقیاس،

با سیستم ها این گونه مقایسه برای نتایج، همه که است شده داده نشان همچنین است. شده اثبات سری و

ترتیب و درستنمایی نسبت تصادفی ترتیب بررسی است. برقرار افتاده دور چندین با پاراتو و گاما مولفه های

گیرد. قرار آتی مطالعات موضوع می تواند وابسته، مولفه های با موازی و سری سیستم های برای پراکندگی

تشکر و تقدیر

کیفی سطح افزایش و بهتر ارائه باعث که مجله ویراستار و محترم داوران ارزنده پیشنهادات از نویسندگان

این از زابل دانشگاه مالی حمایت بابت دوم نویسنده دارند. را تشکر و قدردانی کمال است، شده مقاله

.UOZ −GR− ٣٣٨٩ گرنت شماره می نماید. قدردانی و تشکر مقاله،

مراجع

مدل در موازی و سری سیستم های تصادفی مقایسه ،(١٣٩۴) خ. معصومی فرد، ع. حیدری، ق. برمال زن،

.٢٠- ١٨٩۶ ،٩ آماری، علوم مجله مقیاس،

ناهمگن و مستقل مولفه های با موازی و سری سیستم های مقایسه تصادفی ،(١٣٩٨) حیدری. ق. برمال زن،

.٣١٩- ٣٣٨ ،١٣ آماری، علوم مجله تعمیم یافته، خطی شکست نرخ تحت

از متشکل n از k سیستم های میان درست نمایی نسبت ترتیب ،(١٣٩٩) ق. برمال زن، ا. سرشت، امینی

.٣۵٣٣- ٠۵ ،١۴ آماری، علوم مجله دورافتاده، چندین با مقیاس مولفه های
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