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کاربرد و نظریه استاندارد: نمایی و چندمتغیره نرمال توزیع های پیچش

جمالی زاده احد و مددی محسن عبدی، موسی

١٣٩٨/١٢/٢٠ پذیرش: تاریخ ١٣٩٨/٠۴/٢۶ دریافت: تاریخ کرمان باهنر شهید دانشگاه آمار، گروه

مورد استاندارد نمایی توزیع و چندمتغیره نرمال توزیع از آمیخته چندمتغیره توزیع مقاله، این در چکیده:

به می تواند و دارد چوله نرمال توزیع از بیشتری کشیدگی و چولگی میزان توزیع این می گیرد. قرار بررسی

کار به چوله نرمال از بیش کشیدگی و چولگی میزان با چندمتغیره داده های برازش برای پیشنهاد یک عنوان

شامل توزیع خواص برخی است. نامتناهی بخش پذیری خاصیت دارای چوله نرمال توزیع برخلاف که رود

و کشیدگی چولگی، ضرایب توزیع، کانونی فرم و آفین تبدیل های توزیع گشتاور، مولد تابع مشخصه، تابع

الگوریتم از استفاده با مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای می گیرد. قرار بررسی مورد توزیع مد

تحلیل با انتها در و ارائه شبیه سازی مطالعه یک مدل، مناسبت بررسی برای است. شده محاسبه EM
می گیرد. قرار مطالعه مورد مدل کارایی واقعی داده های

کانونی. فرم استاندارد، نمایی و چندمتغیره نرمال توزیع های پیچش ،EM الگوریتم کلیدی: واژه های

متن

متن

مقدمه ١

یکی دارد. آماری روش های در پرکاربرد و اساسی نقش چندمتغیره نرمال توزیع آماری، توزیع های میان در

از بسیاری است. آن تقارن ویژگی گرفته، قرار آماردانان توجه مورد که نرمال توزیع خواص برجسته ترین از

توزیع های دنبال به آماردانان همواره لذا نمی کنند، پیروی نرمال توزیع از کامل طور به مختلف علوم در داد ه ها

انحراف و مدی چند کلفتی، دم جمله از نرمال توزیع از متفاوت ویژگی های با داده هایی به برازش برای جدید
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.60E05, 62E10, 62E15, 62H05, 62H12 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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احتمال چگالی دارای که شده اند معرفی بسیاری توزیع های اخیر دهه سه در بوده اند. کشیدگی و چولگی از

در آن ها معروف ترین از یکی داشته اند، بر در را نرمال توزیع نیز خاص حالت های در و بوده اند نرمال غیر

معروف آزالینی چوله نرمال توزیع نام به و شده معرفی (١٩٨۶ ،١٩٨۵) آزالینی توسط متغیره یک حالت

(١٩٩٩) کاپیتانو و آزالینی و (١٩٩۶) واله دالا و آزالینی توسط چوله نرمال توزیع چندمتغیره نسخه است.

را شده اند ارائه اخیر دهه دو در که چندمتغیره چوله نرمال توزیع های خانواده از کاملی مجموعه شد. معرفی

کاپیتانو و آزالینی و (٢٠١٣) لاچان مک و لی ،(٢٠٠۶) آزالینی و واله آرلانو ،(٢٠٠۵) آزالینی در می توان

چوله نرمال توزیع از نمونه تولید برای کارآمد الگوریتم یک (١٣٩۵) کریمی و شجاعی بخشی یافت. (٢٠١۴)

گاوسی چوله معکوس مدل بیزی تحلیل در چوله و نامتقارن داده های مدل بندی برای را بالا بعد با بسته

توزیع تابع و احتمال چگالی تابع ترتیب به Φp(.;µ,Σ) و ϕp(.;µ,Σ) مقاله این در کرده اند. ارائه بسته

ϕ(.) همچنین و است Σ کوواریانس ماتریس و µ میانگین بردار با نرمال p-بعدی تصادفی بردار تجمعی

هستند. متغیره یک استاندارد نرمال تصادفی متغیر احتمال توزیع تابع و چگالی تابع Φ(.) و

نرمال توزیع از میانگین آمیخته توزیع دارای را Y متغیره p بردار (٢٠١٩) همکاران و نگارستانی

تصادفی نمایش از هرگاه می نامند، (MMMN) ١ چندمتغیره

Y
d
= ξ + δU + Z, (١)

متغیر یک U مکان، پارامتر ξ ∈ Rp ،Z ∼ Np(0,Ω) توزیعی، هم نماد d
= آن در که کند، پیروی

ν = (ν١, · · · , νk)⊤ ،Z تصادفی بردار از مستقل و H(·;ν) تجمعی توزیع تابع با دلخواه تصادفی

و چولگی از انحراف پارامتر بردار δ = (δ١, · · · , δp)⊤ ∈ Rp و H توزیع به مربوط پارامتر بردار

مقاله این در می شود. داده نمایش Y ∼MMMNp(ξ,Ω, δ;H) نماد با خانواده این است. کشیدگی

توزیع در مدل دو این تفاوت می شود. استفاده محاسبات شدن راحت تر برای دیگری تصادفی نمایش از

نرمال توزیع از میانگین آمیخته توزیع دارای Y متغیره p بردار آن هاست. تصادفی نمایش و پایه نرمال

تصادفی نمایش از هرگاه می شود، نامیده چندمتغیره

Y
d
= ξ + ω

(
δU + Z

)
, (٢)

1Multivariate Mean Mixture of Normal Distribution
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Z از مستقل دلخواه توزیع دارای U تصادفی متغیر ،Z ∼ Np(0,Ω − δδ⊤) آن در که کند، پیروی

که است کشیدگی و چولگی از انحراف پارامتر δ = (δ١, · · · , δp)⊤ بردار و می شود تعریف فوق همانند

ماتریس فوق تصادفی نمایش های در است. برقرار i = ١, · · · , p برای −١ < δi < ١ خاصیت آن در

ω = diag(ω١, · · · , ωp) = ماتریس هستند. مثبت معین Ω همبستگی ماتریس و Ω کوواریانس

انحراف مقادیر یعنی Ω اصلی قطر مقادیر جذر از شده تشکیل قطری ماتریس یک (Ω ⊙ Ip)
١/٢ > ٠

توجه با است. ماتریس دو درایه به درایه ضرب ⊙ نماد از منظور اینجا در .Ω = ωΩω که است معیارها

از: است عبارت MMMN خانواده برای مراتبی سلسله نمایش ،(٢) تصادفی نمایش به

Y|(U = u) ∼ Np(ξ + ωδu,Ω− ωδδ⊤ω), U ∼ H(.;ν). (٣)

باشد، چوله چگالی با تصادفی متغیر یک U تصادفی متغیر اگر ،(٢) و (١) تصادفی نمایش های در

و چولگی می توان δ پارامتر تغییر با خانواده این در بود. خواهد چوله چگالی دارای نیز Y تصادفی بردار

نرمال توزیع به MMMN خانواده باشد، δ = 0 اگر ،(٢) تصادفی نمایش در کرد. تنظیم را کشیدگی

می توان سادگی به باشد، (٠,∞) بازه در بریده نرمال توزیع دارای U اگر همچنین می یابد، تقلیل چندمتغیره

استاندارد نمایی توزیع دارای U می شود فرض اینجا در می شود. حاصل آزالینی چوله نرمال توزیع داد نشان

نماد با و نامیده (CMNE) ١ استاندارد نمایی و چندمتغیره نرمال توزیع های پیچش را مدل و است

را CMNE توزیع (٢٠١٩) همکاران و نگارستانی می شود. داده نشان Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ)

احتمال چگالی دارای که داده اند قرار بررسی مورد را آن خواص از بسیاری و بیان متغیره یک حالت در

fZ(z; ξ, ω
٢, λ) =

√
١ + λ٢

ω|λ|
e−

√
١+λ٢
λ

z+ ١
٢λ٢ Φ

(λ√١ + λ٢z − ١
|λ|

)
, (۴)

.ω > ٠ و ξ ∈ R و λ = δ√
١−δ٢ ̸= ٠ ،y ∈ R ،z = y−ξ

ω آن در که است،

می گیرد: صورت زیر انگیزه های با CMNE توزیع چندمتغیره حالت مطالعه مقاله، این در

پذیر بخش آزالینی چوله نرمال تصادفی متغیر که کردند ثابت (٢٠٠٧) روچا-آرتگا و دومینیکو-مولینا الف)

.(١ قضیه در (اثبات است نامتناهی پذیر بخش CMNE تصادفی متغیر اما نیست، ٢ نامتناهی

محاسبه و ندارد گشتاور مولد تابع که است آزالینی چوله نرمال توزیع از بهتر کارایی دارای t-چوله توزیع ب)

1Convolution of Multivariate Normal and Standard Exponential Distributions
2Infinite divisibility
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تابع و مشخصه تابع اما ،(٢٠٠١ ، جنتون و (کیم نیست بسته فرم دارای و بوده دشوار آن مشخصه تابع

است. بسته فرم دارای و موجود CMNE توزیع گشتاور مولد

،(٢) تصادفی نمایش به توجه با لذا است، بریده نرمال توزیع از ساده تر نمایی توزیع گشتاورهای محاسبه ج)

بود. خواهد راحت تر نیز CMNE توزیع گشتاورهای محاسبه

توزیع های پارامترهای برآورد در ،(٢٠١۴ ،٢٠١١) لاچان مک و لی و (٢٠٠٧) همکاران و لین براساس د)

در اما ندارد، وجود درستنمایی روابط برای بسته فرم EM الگوریتم از استفاده با t-چوله و چوله نرمال

بسیاری به نسبت CMNE توزیع پارامترهای تعداد هستند. بسته فرم دارای روابط CMNE توزیع

به نیاز لذا و جدید توزیع از بیشتر پارامتر تعداد دارای t-چوله توزیع مثال عنوان به است، کمتر توزیع ها از

چوله نرمال توزیع پارامترهای تعداد است ذکر شایان است. برآوردگرها محاسبه برای پیچیده تری محاسبات

است. راحت تر جدید توزیع در پارامترها برآورد اما است یکسان CMNE توزیع و

مقادیر از وسیع تری گستره و است چوله نرمال توزیع از بیش CMNE توزیع کشیدگی و چولگی مقادیر هـ)

(٨ (قضیه می شود. شامل را کشیدگی و چولگی

گشتاور چهار جمله از توزیع دیگر خواص برخی و CMNE توزیع احتمال چگالی تابع ادامه، در

دارند، فراوانی کاربردهای چندمتغیره توزیع های نظریه در که مدل کانونی فرم و آفین تبدیل های توزیع اول،

برآوردهای می شوند. محاسبه توزیع مد و کشیدگی چولگی، ضرایب کانونی، فرم  از استفاده با شده اند. ارائه

بررسی برای انتها در می شود. محاسبه EM الگوریتم از استفاده با مدل، پارامترهای درستنمایی ماکسیمم

می گیرد. قرار بررسی مورد واقعی مثال دو و ارائه شبیه سازی مطالعه یک شده ارائه روش های و مدل کارایی

استاندارد نمایی و چندمتغیره نرمال توزیع پیچش ٢

استفاده با ،(٣) مراتبی سلسله نمایش از باشد، استاندارد نمایی توزیع دارای U اگر ،(٢) تصادفی نمایش در

صورت به CMNEp(ξ,Ω, δ) توزیع چگالی تابع u متغیر روی انتگرال گیری از

fCMNEp(y; ξ,Ω, δ) =

√
٢π
η

exp(
A٢

٢
)ϕp(y; ξ,ΣY)Φ(A), y ∈ Rp, (۵)

η =
√
δ⊤ωΣ−١

Y ωδ, A = η−١
[
δ⊤ωΣ−١

Y (y − ξ) − ١
]
,ΣY = Ω − آن در که است،

برای مختلف مقادیر با بعدی دو حالت در CMNE توزیع برای کانتور منحنی ١ شکل .ωδδ⊤ω
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انواع از وسیعی گستره  نمایانگر و می دهد نمایش را Ω =
(١ ٠

٠ ١
)

و ξ = (٠, ٠)⊤ مقادیر و δ پارامتر

δ پارامتر مختلف مقادیر با کشیدگی لحاظ از چه و چولگی لحاظ از چه بودن نرمال از انحراف مختلف

می شود. معرفی CMNE توزیع شده نرمالیزه حالت آینده در کاربردی استفاده های و سادگی برای است.
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.δ برای مختلف مقادیر با بعدی دو حالت در CMNE توزیع برای کانتور منحنی .١ شکل

سادگی به ،X = ω−١
(
Y − ξ

)
تبدیل برای ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) کنید فرض .١ ملاحظه

و U ∼ EXP (١) مراتبی سلسله نمایش دارای X d
= δU + Z تصادفی نمایش داد، نشان می توان

و نامیده CMNE شده نرمالیزه توزیع دارای X متغیر است. X|(U = u) ∼ Np(δu,Ω− δδ⊤)

می شود. داده نمایش X ∼ CMNEp(0,Ω, δ) صورت به

تصادفی بردارهای n ≥ ١ هر برای هرگاه می شود نامیده نامتناهی بخش پذیر Y تصادفی بردار .١ تعریف

.Y d
= Y١ + · · ·+Yn که بطوری  باشند موجود Y١, · · · ,Yn توزیع هم و مستقل

است. نامتناهی بخش پذیری خاصیت دارای CMNE توزیع .١ قضیه
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تعریف ادامه در .X ∼ CMNEp(0,Ω, δ) کنید فرض موضوع، کلیت دادن دست از بدون برهان:

Zi ∼ Np(0, ١
n(Ω − و Ui ∼ Gamma(α = ١

n , β = ١) آن در که ،Xi
d
= δUi + Zi کنید

در .
∑n

i=١ Zi ∼ Np(0,Ω−δδ⊤) و
∑n

i=١ Ui ∼ EXP (١) لذا و هستند هم از مستقل δδ⊤))

است. نامتناهی بخش پذیری خاصیت دارای CMNE توزیع بنابراین ،X d
= X١ + · · ·+Xn نتیجه

از: عبارتند ترتیب به Y گشتاور مولد تابع و مشخصه تابع ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .١ لم

CY(t) =
eit

⊤ξ+ ١
٢ t

⊤ΣYt

١ − it⊤ωδ
; t ∈ Rp,

MY(t) =
et

⊤ξ+ ١
٢ t

⊤ΣYt

١ − t⊤ωδ
; t⊤ωδ ̸= ١.

تابع و مشخصه تابع داشتن با MY(t) = E[et
⊤Y] و CY(t) = E[eit

⊤Y] محاسبه برای برهان:

می شوند. حاصل راحتی به (٢) تصادفی نمایش از استفاده با استاندارد نمایی توزیع گشتاور مولد

از: عبارتند توزیع اول گشتاور چهار ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) کنید فرض .٢ قضیه

M١(Y) = ξ + ωδ,

M٢(Y) = ξ ⊗ ξ⊤ + ξ ⊗ δ⊤ω + ωδ ⊗ ξ⊤ + (ΣY + ٢ωδδ⊤ω),

M٣(Y) = ξξ→ ⊗ ξ + ξξ⊤ ⊗ ωδ + ξδ⊤ω ⊗ ξ + ωδ ⊗ ξξ⊤ + (ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξ

+ ξ ⊗ (ΣY + ٢ωδδ⊤ω) + vec(ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξ⊤ + ωδ ⊗ΣY

+ vec(ΣY)δ⊤ω + (Ip ⊗ ωδ)
[
ΣY + ۶ωδδ⊤ω

]
,

M۴(Y) = ξξ⊤ ⊗ ξξ⊤ + ξξ⊤ ⊗ ξ(ωδ)⊤ + ξξ⊤ ⊗ (ωδ)ξ⊤ + ξ(ωδ)⊤ ⊗ ξξ⊤

+ ξξ⊤ ⊗ (ΣY + ٢ωδδ⊤ω) + (ξ ⊗ ξ)(vec(ΣY + ٢ωδδ⊤ω))⊤

+ ξ ⊗ (ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξ⊤ + ξ ⊗ ω(M٣)
⊤(ω ⊗ ω) + (ωδ)ξ⊤ ⊗ ξξ⊤

+ ξ⊤ ⊗ (ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξ + ξ⊤ ⊗ vec(ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξ⊤

+ ξ⊤ ⊗ (ω ⊗ ω)M٣ω + (ΣY + ٢ωδδ⊤ω)⊗ ξξ⊤ + ω(M٣)
⊤(ω ⊗ ω)⊗ ξ

+ (ω ⊗ ω)M٣ω ⊗ ξ⊤ + (ω ⊗ ω)M۴(ω ⊗ ω),
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،ΣX = Ω− δδ⊤ فرض با آن در که

M٣ = δ ⊗ΣX + vec(ΣX)δ⊤ + (Ip ⊗ δ)ΣX + ۶(Ip ⊗ δ)(δ ⊗ δ⊤),

M۴ = (Ip٢ +Up,p)(ΣX ⊗ΣX) + vec(ΣX)(vec(ΣX))⊤

+ ٢[δ ⊗ δ⊤ ⊗ΣX + δ ⊗ΣX ⊗ δ⊤ +ΣX ⊗ δ ⊗ δ⊤ + δ⊤ ⊗ΣX ⊗ δ

+ δ⊤ ⊗ vec(ΣX)⊗ δ⊤ + (δ ⊗ δ)(vec(ΣX))⊤] + ٢۴δδ⊤ ⊗ δδ⊤.

مدل مبدأ حول اول گشتاور چهار می توان ،t = 0 دادن قرار و گشتاور مولد تابع مشتق  از برهان:

کرونکر، ضرب نماد ⊗ اینجا در آورد. بدست (٢٠٠١) همکاران و جنتون با مشابه را CMNE

،vec(A) =
(
a⊤١ , · · · ,a⊤n

)⊤ صورت به A =
(
a١, · · · ,an

)
: m×n ماتریس برای vec(A)

٢٠٠۵؛ ، روزن وون و کولو ١٩٨١؛ ، (گراهام است جایگشتی١ ماتریس Up,p و p بعد با واحد ماتریس Ip
.(٢٠١۶ ، اسکات

کوواریانس ماتریس و میانگین بردار ،٢ قضیه از استفاده با ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .١ فرع

X ∼ اگر و می شوند حاصل Var
(
Y
)
= Ω و E(Y) = ξ + ωδ صورت به Y تصادفی بردار

.Var
(
X
)
= Ω و E(X) = δ آنگاه ،CMNEp(0,Ω, δ)

مستقل تصادفی متغیرهای Y٢ ∼ Np(µ,Σ) و Y١ ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) کنید فرض .٣ قضیه

ΩY = ،ξY = ξ + µ آن در که Y = Y١ +Y٢ ∼ CMNEp(ξY,ΩY, δY) آنگاه باشند،

.δY = ω−١
Y ωδ و ωY = (ΩY ⊙ Ip)

١/٢ ،Ω+Σ

حاصل نتیجه CMNE مدل و چندمتغیره نرمال توزیع گشتاور مولد توابع حاصل ضرب از برهان:

 می شود.

h ≤ p آن در که باشد کامل رتبه p×h ماتریس یک A و Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .۴ قضیه

،ξX = c +A⊤ξ آن در که ،X = c +A⊤Y ∼ CMNEh(ξX,ΩX, δX) آنگاه ،c ∈ Rh و

.ωX = (ΩX ⊙ Ih)
١/٢ و δX = ω−١

X A⊤ωδ ،ΩX = A⊤ΩA

1The Permutation Matrix
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صورت به می توان را X تصادفی بردار گشتاور مولد تابع برهان:

MX(t) = E[et
⊤(c+A⊤Y)] = et

⊤cMY(At)

= et
⊤c e

t⊤A⊤ξ+ ١
٢ t

⊤A⊤(Ω−ωδδ⊤ω)At

١ − t⊤A⊤ωδ

=
et

⊤ξX+ ١
٢ t

⊤(ΩX−ωXδXδ⊤XωX)t

١ − t⊤ωXδX
.

است. کامل اثبات و نوشت

و Y ∼ CMNEp(0,Ω, δ) اگر می شود، ثابت (٢٠١۴) کاپیتانو و آزالینی با مشابه اینجا در

حداکثر که می شود برقرار آن مؤلفه های بین استقلال موقعی شود، افراز تصادفی بردار تعدادی به Y متغیر

استقلال موقعی دیگر عبارت به باشند، نرمال توزیع دارای مابقی و پیروی CMNE توزیع از مؤلفه یک

باشند. صفر مابقی و صفر غیر δ چولگی پارامتر از مؤلفه یک تنها که می دهد رخ مؤلفه ها بین

ماتریس های و b١, b٢ ̸= 0 که طوری به ،µ٢, b٢ ∈ Rq ،µ١, b١ ∈ Rp ،a١, a٢ ∈ R هر برای .٢ لم

برای که ندارد وجود Σ ماتریس و µ, b ∈ Rp+q ،a, c ∈ R کمیت های ،Σ٢ ،Σ١ مثبت معین متقارن

کند صدق زیر تساوی در x = (x⊤
١ ,x

⊤
٢ )

⊤ و x٢ ∈ Rq ،x١ ∈ Rp هر

e(a١+b⊤١ x٢(١
ϕp(x١ − µ١;Σ١)Φ(a١ + b⊤١ x١)× e(a٢+b⊤٢ x٢(٢

ϕq(x٢ − µ٢;Σ٢)

Φ(a٢ + b⊤٢ x٢) = c e(a+b⊤x)٢
ϕp+q(x− µ;Σ)Φ(a+ b⊤x).

می شود. حاصل نتیجه (٢٠١۴) کاپیتانو و آزالینی از ۵ .۵ گزاره در شده ارائه روش از استفاده با برهان:

CMNE توزیع از چگالی دو حاصلضرب (۵) توزیع چگالی به توجه با که است معنی این به ٢ لم

مؤلفه های بین استقلال کلی حالت در یعنی این و نوشت خانواده همین از توزیع یک صورت به نمی توان را

به بلوک h به را Y ∼ CMNEp(0,Ω, δ) تصادفی بردار اگر بنابراین نیست. برقرار شده افراز

است لازم ها مؤلفه بین استقلال برقراری برای آنگاه کنیم، افراز Y⊤ = (Y⊤
١ , · · · ,Y⊤

h ) صورت

δ = و Ω = diag(Ω١١, · · · ,Ωhh) صورت به ساختاری مؤلفه h این توأم توزیع پارامترهای

چگالی h حاصلضرب صورت به می تواند Y توأم چگالی تابع پس باشند. داشته (٠, · · · , δj , · · · , ٠)⊤

.ξ = 0 شده فرض مسئله کلیت رفتن دست از بدون شود. نوشته حاشیه ای
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خطی تبدیل باشد. Y ∼ CMNEp(0,Ω, δ) کنید فرض .۵ قضیه

X = A⊤Y =


X١

...

Xh

 =


A⊤

١
...

A⊤
h

Y,

افرازهای Aiها و A = (A١, · · · ,Ah) ،p × p ناویژه ماتریس یک A آن در که بگیرید، نظر در را

رخ همزمان زیر شرایط اگر فقط و اگر مستقل اند توأما تصادفی بردارهای X١, · · · ,Xh آنگاه باشند. A

دهند:

،A⊤
i ΩAj = ٠ باشیم داشته (i, j = ١, · · · , h) i ̸= j هر برای الف)

.A⊤
i ωδ ̸= ٠ باشیم داشته (i = ١, · · · , h) i یک حداکثر برای ب)

داریم: ۴ قضیه از استفاده با دهد، رخ (الف) شرط کنید فرض کافی، شرط بررسی برای برهان:

ΩX = diag(A⊤
١ ΩA١, · · · ,A⊤

hΩAh),

δX = ω−١
X A⊤ωδ = ω−١

X


A⊤

١ ωδ
...

A⊤
hωδ

 .

خواهد صفر غیر δX مؤلفه h بین از مؤلفه یک تنها دهد رخ (ب) شرط اگر که می شود نتیجه دوم رابطه از

دارد. نرمالیتی از انحراف آن مؤلفه یک تنها که شود افراز هم از مستقل مؤلفه h به می تواند X لذا بود.

X توأم چگالی آنگاه باشد، برقرار X١, · · · ,Xh افرازهای استقلال شرط اگر لازم، شرط اثبات برای

موقعی تساوی آن از بعد توضیحات و ٢ لم به توجه با لذا و است حاشیه ای چگالی h حاصلضرب با برابر

باشد. بلوکی قطری ماتریس یک ΩX و صفر غیر δX از مؤلفه یک تنها که است برقرار

درایه تنها مؤلفه ها بین استقلال وقوع برای می شود فرض مسئله کلیت دادن دست از بدون پس، این از

باشد. صفر غیر δ اول

Y تصادفی بردار برای Z∗ = A∗(Y − ξ) خطی تبدیل ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .۶ قضیه

صفر غیر δZ∗ از مؤلفه یک حداکثر آن در که ،Z∗ ∼ CMNEp(0, Ip, δZ∗) که طوری به دارد وجود

.δ∗ = (δ⊤Ω
−١
δ)١/٢ آن در که δZ∗ = (δ∗, ٠, · · · , ٠)⊤ لذا و است
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Ω = که هستند مثبت معین ماتریس های Ω و Ω که شد فرض CMNE مدل تعریف در برهان:

ناویژه مثبت معین ماتریس یک Ω ماتریس مثبت، معین ماتریس های خواص به توجه با لذا .ωΩω

.Ω = C⊤C که باشد داشته وجود C مانند پذیر(ناویژه) معکوس ماتریس های برخی اگر تنها و اگر است

CΩ
−١
δ با متناسب آن اول ستون که کرد پیدا می توان P مانند متعامد ماتریس یک ،δ ̸= 0 اگر حال

،A∗ = (C−١P)⊤ω−١ تعریف با نهایت در .P = Ip دهیم می قرار δ = 0 برای صورتیکه در باشد،

آن در که ،Z∗ = A∗(Y − ξ) ∼ CMNEp(0, Ip, δZ∗) می شود ثابت ۴ قضیه از استفاده با

.δ∗ = (δ⊤Ω
−١
δ)١/٢ و δZ∗ = (δ∗, ٠, · · · , ٠)⊤

Z∗ مؤلفه های توأم توزیع لذا است، مستقل مؤلفه p شامل می شود، نامیده کانونی متغیر که Z∗ متغیر

حاصل CMNE٠)١, ١, δ∗) نرمال غیر مؤلفه یک حداکثر و استاندارد نرمال چگالی p − ١ ضرب با

صورت به Z∗ چگالی یعنی می شود؛

fZ∗(z) = fZ∗
١
(z١)

p∏
i=٢

ϕ(zi), (۶)

یک حالت با آشنایی برای است. (۴) چگالی با Z∗
١ ∼ CMNE٠)١, ١, δ∗) آن در که می آید، بدست

شود. مراجعه (٢٠١٩) همکاران و نگارستانی به CMNE توزیع متغیره

برای است. نشده بیان آن انتخاب نحوه و می کند بیان را کانونی فرم وجود فقط ۶ قضیه .٢ ملاحظه

دو در که شود انتخاب طوری A∗ است کافی ،Z∗ = A∗(Y − ξ) تبدیل در مناسب A∗ یافتن

δ∗ = آن در که کند، صدق A⊤
∗ ωδ = δZ∗ = (δ∗, ٠, · · · , ٠)⊤ و A⊤

∗ ΩA∗ = Ip شرط

.(δ⊤Ω−١
δ)١/٢

صورت به یکتاست که توزیع مد ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) کنید فرض .٧ قضیه

M٠ = ξ +
m∗

٠

δ∗
ωδ,

است. CMNE٠)١, ١, δ∗) متغیره یک توزیع مد m∗
٠ و δ∗ = (δ⊤Ω

−١
δ)١/٢ آن در که است،

مساوی با می شود. محاسبه توزیع مد Z∗ ∼ CMNEp(0, Ip, δZ∗) کانونی فرم برای ابتدا برهان:
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معادلات حل با عبارتی به آورد، بدست را توزیع مد می توان (۶) در fZ∗(z) چگالی گرادیان دادن قرار صفر

∂fZ∗
١
(z١)

∂z١
= ٠, zifZ∗

١
(z١) = ٠, i = ٢, · · · , p.

برقرار هنگامی آخر معادله p − ١ می شود. آورده بدست کانونی فرم در توزیع مد z١, · · · , zp به نسبت

توزیع مد که می شود داده ∗mنشان
٠ با که می شود یکتا جواب یک به منجر اول معادله اما ،zi = ٠ که است

از: است عبارت مد Z∗ تصادفی بردار برای بنابراین است. CMNE٠)١, ١, δ∗) متغیره یک حالت در

M∗
٠ = (m∗

٠ , ٠, · · · , ٠)⊤ =
m∗

٠

δ∗
δZ∗ .

مد چون حال .δZ∗ = P⊤CΩ
−١
δ و Y = ξ + ωC⊤PZ∗ نوشت می توان ،۶ قضیه به توجه با

از: است عبارت Y تصادفی بردار برای مد پایاست، آفین تبدیل های به نسبت

M٠ = ξ + ωC⊤P
m∗

٠

δ∗
δZ∗ = ξ +

m∗
٠

δ∗
ωC⊤PP⊤CΩ

−١
δ = ξ +

m∗
٠

δ∗
ωδ.

از: است عبارت ،(۴) متغیره یک احتمال چگالی تابع مشتق که شود دقت

∂fZ∗
١
(z; ξ, ω٢, λ)

∂z
=

√
١ + λ٢

ω|λ|
e−

√
١+λ٢
λ

z+ ١
٢λ٢

[
−

√
١ + λ٢

λ
Φ
(λ√١ + λ٢z − ١

|λ|
)

+
λ
√

١ + λ٢

|λ|
ϕ
(λ√١ + λ٢z − ١

|λ|
)]
.

است. شده بررسی (٢٠١٩) همکاران و نگارستانی از ٣. ١ گزاره در متغیره یک حالت در توزیع مد یکتایی

شده تعریف چندمتغیره کشیدگی و چولگی ضرایب آنگاه ،Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .٨ قضیه

δ∗ = آن ها در که هستند، β٢,p = ۶δ۴
∗ + ٣ و β١,p = ۴δ۶

∗ بترتیب ،(١٩٧٠) ماردیا توسط

.٠ < γ٢,p = β٢,p − ٣ < ۶ و ٠ < β١,p < ۴ همچنین .(δ⊤Ω−١
δ)١/٢

آنگاه باشند، ∆ واریانس و µ میانگین با توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای Y و X اگر برهان:
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صورت به ترتیب به ماردیا چندمتغیره کشیدگی و چولگی ضرایب

β١,p = E
{[
(X− µ)⊤∆−١(Y − µ)

]٣}
, (٧)

β٢,p = E
{[
(X− µ)⊤∆−١(X− µ)

]٢}
. (٨)

شد، اثبات ۶ و ۴ قضیه های در که همان طور هستند. نیز پایا مقیاس و مکان تبدیل های به نسبت که هستند

بنابراین است. کانونی خاصیت دارای و پایاست خطی تبدیل لذا و آفین تبدیل به نسبت CMNE توزیع

دو Y∗ و X∗ اگر بنابراین کرد. استفاده توزیع کانونی فرم از می توان (٨) و (٧) ضرایب محاسبه برای

µ = E(X∗) = دادن قرار با باشند، CMNEp(0, Ip, δZ∗) از توزیع هم و مستقل تصادفی متغیر

داریم: ماتریسی محاسبات مقداری با ∆ = Var(X∗) = Var(Y∗) = Ip و E(Y∗) = δZ∗

β١,p = E
{[
(X∗ − µ)⊤∆−١(Y∗ − µ])

]٣}
=

(
E
[ Z∗

١ − δ∗√
Var(Z∗

١ )

]٢(٣

= (γ∗١ )
٢ = ۴δ۶

∗,

صورت به نیز ماردیا کشیدگی ضریب ماتریسی محاسبات مقداری با شیوه همین به

β٢,p = E
{[
(X∗ − µ)⊤∆−١(X∗ − µ)

]٢}
= E

[ Z∗
١ − δ∗√

Var(Z∗
١ )

]۴

= ۶δ۴
∗ + ٣

می آید، بدست γ٢,p = β٢,p − ٣ = γ∗٢ = ۶δ۴
∗ صورت به کشیدگی ضریب بنابراین می شود. حاصل

و γ∗١ = ٢δ٣
∗ چولگی ضریب با CMNE٠)١, ١, δ∗) توزیع از بعدی یک تصادفی متغیر Z∗

١ آن در که

صورت به متغیره یک حالت در ضرایب حدود و است Var(Z∗
١ ) = ١ و γ∗٢ = ۶δ۴

∗ کشیدگی ضریب

.(٢٠١٩ ، همکاران و (نگارستانی هستند ٠ < γ∗٢ < ۶ و −٢ < γ∗١ < ٢

چوله نرمال توزیع به نسبت CMNE توزیع کشیدگی و چولگی ضرایب می شود ملاحظه که همان طور

دارای می کند، اختیار را (٠, ٠/٨۶٩) و (٠, ٠/٩٩٠) بازه های در مقادیری ترتیب به که آزالینی چندمتغیره
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نسبت جدید توزیع بیشتر پذیری انعطاف معنای به این .(٢٠١۴ ، کاپیتانو و (آزالینی است بیشتری عرض

است. بیشتر کشیدگی و چولگی مقادیر با داده های برازش در چوله نرمال توزیع به

آنگاه باشد، استاندارد نمایی توزیع دارای U و Y ∼ CMNEp(ξ,Ω, δ) اگر .٩ قضیه

U |Y = y ∼ TN
(
η−١A, η−٢, (٠,∞)

)
,

k = ١, ٢, · · · برای بعلاوه است. (٠,∞) بازه در بریده نرمال توزیع TN(a, b, (٠,∞)) آن در که

داریم

E[U |Y = y] = η−١(A+
ϕ(A)

Φ(A)

)
,

E[Uk|Y = y] = Aη−١E
[
Uk−١|Y = y

]
+ (k − ١)η−٢E

[
Uk−٢|Y = y

]
می شود. اثبات سادگی به بیز قضیه از استفاده با قضیه این برهان:

EM الگوریتم با پارامترها برآورد ٣

باشد. CMNEp(ξ,Ω, δ) توزیع از تایی n تصادفی نمونه یک Y = (Y١, · · · ,Yn)
⊤ کنید فرض

از استفاده برای ،(i = ١, ٢, · · · , n) Yi تصادفی بردارهای برای (٢) تصادفی نمایش گرفتن نظر در با

باشد، شده گم داده Ui و شده مشاهده داده Yi که شود فرض کامل داده (Yi, Ui) اگر ،EM الگوریتم

صورت به مراتبی سلسله صورت به Yi توزیع آنگاه

Yi|Ui = ui
iid∼ Np(ξ + ωδui,ΣY) و Ui

iid∼ EXP (١), i = ١, · · · , n, (٩)

y = (y١, · · · ,yn)⊤ کنید فرض حال می دهد. نشان را متغیرها استقلال iid∼ نماد آن در که است،

نوشت می توان آنگاه باشد، CMNEp(ξ,Ω, δ) توزیع از تایی n تصادفی نمونه تحقق

f(yi, ui) = f(yi|ui)f(ui).
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گرفتن نظر در بدون کامل نمونه درستنمایی تابع ،θ = (ξ,Ω, δ) شود داده قرار اگر ،(٩) به توجه با

صورت به ثابت بخش های

ℓc(θ) = −n
٢
log |ΣY| − ١

٢

n∑
i=١

(yi − ξ)⊤Σ−١
Y (yi − ξ)

+ α⊤Σ−١
Y

n∑
i=١

ui(yi − ξ)− ١
٢
α⊤Σ−١

Y α
n∑
i=١

u٢
i ,

کنید فرض ٩ قضیه به توجه با .α = ωδ آن در که است،

Ê
(k)
i١ = E

[
Ui|Yi = yi, θ̂

(k)
]
=

١
η̂(k)

(
Â

(k)
i +

ϕ(Â
(k)
i )

Φ(Â
(k)
i )

)
, (١٠)

Ê
(k)
i٢ = E

[
U ٢
i |Yi = yi, θ̂

(k)
]
=

١

η̂(k)
٢

[
Â

(k)
i

٢
+ Â

(k)
i

ϕ(Â
(k)
i )

Φ(Â
(k)
i )

+ ١
]
, (١١)

.Â(k)
i = η̂(k)

−١[
α̂(k)⊤ Σ̂

(k)
Y

−١
(yi − ξ̂(k)) − ١

]
و η̂(k) =

√
α̂(k)⊤ Σ̂

(k)
Y

−١
α̂(k) که

صورت به کامل نمونه درستنمایی تابع برای y شرط به u شرطی امیدریاضی ،(١١) و (١٠) از استفاده با

Q(θ|θ̂(k)) =
n

٢
log |Σ−١

Y | − ١
٢

n∑
i=١

(yi − ξ)⊤Σ−١
Y (yi − ξ)

+

n∑
i=١

tr
[
Σ−١

Y (yi − ξ)α⊤]Ê(k)
i١ − ١

٢
tr
[
Σ−١

Y αα⊤] n∑
i=١

Ê
(k)
i٢ , (١٢)

بود: خواهد زیر شرح به مدل پارامترهای برآورد محاسبه برای EM الگوریتم مراحل نتیجه در است.

می شود. محاسبه Ê(k)
i٢ و Ê(k)

i١ مقادیر i = ١, · · · , n ،θ̂ = θ̂(k) معلوم مقدار برای :E مرحله
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داریم: θ = (ξ,Ω, δ) برای (١٢) کردن ماکسیمم با :M مرحله

α̂(k+١) =

∑n
i=١ yiÊ

(k)
i١ − y

∑n
i=١ Ê

(k)
i١∑n

i=١ Ê
(k)
i٢ − ١

n

(∑n
i=١ Ê

(k)
i١

)٢ ,

ξ̂(k+١) = y − α̂(k+١)

n

n∑
i=١

Ê
(k)
i١ ,

Σ̂
(k+١)
Y =

١
n

n∑
i=١

(yi − ξ̂(k+١))(yi − ξ̂(k+١))⊤ − ٢
n

n∑
i=١

Ê
(k)
i١ (yi − ξ̂(k+١)) α̂(k+١)⊤

+
١
n
α̂(k+١) α̂(k+١)⊤

n∑
i=١

Ê
(k)
i٢ .

گرفت نتیجه می توان سادگی به بنابراین

Ω̂(k+١) = Σ̂
(k+١)
Y + α̂(k+١) α̂(k+١)⊤, δ̂(k+١) = ω̂(k+١)−١

α̂(k+١),

حالت، این در می شود. تکرار مناسب همگرایی قاعده به رسیدن تا الگوریتم .ω̂ = (Ω̂⊙Ip)
١/٢ آن در که

کوچک بسیار ε > ٠ برای همگرایی معیار ℓ(θ|y) =
∑n

i=١ log fCMNEp(yi;θ) دادن قرار با

باشد زیر صورت به می تواند

∣∣ℓ(θ(k+١)|y)
ℓ(θ̂(k)|y)

− ١
∣∣ < ε.

شبیه سازی مطالعه ۴

مطالعه یک پارامترها برآورد برای استفاده مورد برآورد روش و شده ارائه مدل مناسبت بررسی برای

با n = ۵٠, ١٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, ٢٠٠٠ نمونه حجم مختلف مقادیر برای است. شده انجام شبیه سازی

k = ١٠٠٠ و Ω = diag(٠٫۴, ٠٫۶, ١٫٠) ،δ = (٠٫٣, ٠٫٧, ٠٫۴)⊤ ،ξ = (۵, ١٠, ١۵)⊤ اولیه مقادیر

برآورد نظر، مورد شبیه سازی تعداد به EM الگوریتم با است. شده شبیه سازی CMNE توزیع از نمونه

برای را برآورد ١٠٠٠ این استاندارد انحراف و میانگین مقادیر ،١ جدول شده اند. محاسبه مدل پارامترهای

نشان Ω = diag(σ١١, σ٢٢, σ٣٣) و δ = (δ١, δ٢, δ٣)
⊤ ،ξ = (ξ١, ξ٢, ξ٣)

⊤ پارامترهای مؤلفه های
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به ترتیب به خطا دوم توان های میانگین و برآوردها اریبی متوسط مقادیر جدول این در همچنین و می دهد

صورت

Bias =
١
k

k∑
i=١

(θ̂j − θ), MSE =
١
k

k∑
i=١

(θ̂j − θ)٢.

پارامترهای j = ١, · · · , ١٠٠٠ برای θ̂j و پارامترها اولیه واقعی مقدار θ آن در که شده  اند، محاسبه

نتایج می رفت، انتظار که همان طور است. EM الگوریتم روش از شبیه سازی مرحله هر در شده برآورد

حجم چه هر که معنی بدین است، شده ارائه برآوردهای مجانبی سازگاری و نااریبی دهنده نشان ١ جدول

EM الگوریتم از آمده بدست برآوردهای خطای دوم توان های میانگین و اریبی مقادیر یابد افزایش نمونه

اولیه مقدارهای به نزدیک برآوردها میانگین مقادیر که شود دقت می شود. نزدیک صفر به و می یابد کاهش

به نزدیک نیز برآوردها این استاندارد انحراف همچنین می شود، دقیقتر نمونه حجم افزایش با و بوده واقعی

حد در شده ارائه برآورد روش دقت که کرد ادعا می توان لذا می شوند کوچک نمونه حجم افزایش با و صفر

دارد. قرار مطلوبی

واقعی داده تحلیل ۵

،(١٩٩۴ ، وایزبرگ و (کوک است (AIS ) استرالیا ورزش مؤسسه به مربوط داده ها این :١ داده مجموعه

این از است. مرد) ١٠٢ و زن ١٠٠) استرالیایی قهرمان ٢٠٢ روی پزشکی زیست اندازه گیری ١١ شامل که

قرار بررسی مورد را متغیرها بین از ١(BMI, SSF, Bfat) متغیره سه بردار و اول نمونه ١٠٠ مجموعه،

است. دسترس قابل sn بسته R افزار نرم در داده  مجموعه این می گیرند.

نوع ۵٧٢ چربی های جداسازی با که هستند چرب اسید هشت ترکیب درصد داده ها این :٢ داده مجموعه

تعدادی از نیز ناحیه هر و شده اند آوری جمع ناحیه سه از داده ها این آمده اند. بدست ایتالیایی زیتون روغن

١٠ و (سطر) مشاهده ۵٧٢ شامل داده مجموعه هستند. منطقه ٩ مجموع در که است شده تشکیل منطقه

شامل دوم ستون ایتالیا)، شمال یکی و ساردینیا ایتالیا، جنوب از (یکی نواحی نام اول ستون است. ستون

sn بسته R افزار نرم در داده  مجموعه این هستند. متغیرها باقیمانده ستون ٨ و بررسی مورد مناطق نام

ترتیب به یعنی ٩ و ٨ ستون های و ایتالیا جنوب ناحیه از مورد ٣٢٣ مقاله، این در است. دسترس قابل

1Body Mass Index, Sum of Skin Folds, and Body Fat Percentage
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پارامترها برآوردهای خطا دوم توان های میانگین و اریبی معیار، انحراف میانگین، .١ جدول

σ٣٣ σ٢٢ σ١١ δ٣ δ٢ δ١ ξ٣ ξ٢ ξ١ n
٠٫٩٩١ ٠٫۶١١ ٠٫٣٩۶ ٠٫٢۶١ ٠٫۵۵٣ ٠٫١٧۵ ١۵٫١٣٣ ١٠٫١٠٩ ۵٫٠٨٠ Mean ۵٠
٠٫٢١٧ ٠٫١٧٨ ٠٫٠٨٣ ٠٫٣۶٩ ٠٫٣۴٧ ٠٫٣٨٢ ٠٫٣٩٠ ٠٫٢٩١ ٠٫٢۶٠ Std
−٠٫٠٠٩ ٠٫٠١١ −٠٫٠٠۴ −٠٫١٣٩ −٠٫١۴٧ −٠٫١٢۵ ٠٫١٣٣ ٠٫١٠٩ ٠٫٠٨٠ Bias
٠٫٠۴٧ ٠٫٠٣٢ ٠٫٠٠٧ ٠٫١۵۵ ٠٫١۴٢ ٠٫١۶١ ٠٫١٧٠ ٠٫٠٩۶ ٠٫٠٧۴ MSE

٠٫٩٩٨ ٠٫۵٩٨ ٠٫۴٠٠ ٠٫٣٢۵ ٠٫۶٢۵ ٠٫٢٢۴ ١۵٫٠٧٧ ١٠٫٠۵٧ ۵٫٠۴٣ Mean ١٠٠
٠٫١۴٩ ٠٫١١١ ٠٫٠۵٩ ٠٫٢۵۴ ٠٫٢۴٢ ٠٫٢٧٩ ٠٫٢٧١ ٠٫٢٠٠ ٠٫١٨٩۶ Std
−٠٫٠٠٢ −٠٫٠٠٣ −٠٫٠٠١ −٠٫٠٧۵ −٠٫٠٧۴ −٠٫٠٧۶ ٠٫٠٧٧ ٠٫٠۵٧ ٠٫٠۴٣ Bias
٠٫٠٢٢ ٠٫٠١٢ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٧٠ ٠٫٠۶۴ ٠٫٠٨٣ ٠٫٠٧٩ ٠٫٠۴٣ ٠٫٠٣٨ MSE

٠٫٩٩٨ ٠٫۵٩٧ ٠٫۴٠١ ٠٫٣٩٨ ٠٫۶٩٧ ٠٫٣٠٠ ١۵٫٠٠٣ ١٠٫٠٠۴ ۵٫٠٠١ Mean ۵٠٠
٠٫٠۶٧ ٠٫٠۴٧ ٠٫٠٢٧ ٠٫٠۵٩ ٠٫٠۴۶ ٠٫٠۶۵ ٠٫٠٧٢ ٠٫٠۵٠ ٠٫٠۴٩ Std
−٠٫٠٠٢ −٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ −٠٫٠٠٢ −٠٫٠٠٣ −٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٢ Bias
٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠۴ ٠٫٠٠۵ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٢ MSE

٠٫٩٩٨ ٠٫۶٠١ ٠٫٣٩٩ ٠٫٣٩٧ ٠٫۶٩٩ ٠٫٣٠٠ ١۵٫٠٠۴ ٩٫٩٩٨ ۴٫٩٩٩ Mean ١٠٠٠
٠٫٠۴۶ ٠٫٠٣٣ ٠٫٠١٨ ٠٫٠۴٣ ٠٫٠٣٣ ٠٫٠۴٣ ٠٫٠۵٣ ٠٫٠٣۶ ٠٫٠٣٣ Std

−٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠١۶ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠۴٢ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١۴ Bias
٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٠١ ٠٫٠٠١ MSE

٠٫٩٩٩ ٠٫۵٩٩ ٠٫٣٩٩ ٠٫۴٠٠ ٠٫۶٩٩ ٠٫٣٠٠ ١۴٫٩٩٩ ٠٫٠٠١ ۵٫٠٠١ Mean ٢٠٠٠
٠٫٠٣٣ ٠٫٠٢۴ ٠٫٠١٢ ٠٫٠٢٩ ٠٫٠٢٣ ٠٫٠٣٠ ٠٫٠٣۵ ٠٫٠٢۵ ٠٫٠٢۴ Std

−٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٩ Bias
٠٫٠١١ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٨ ٠٫٠٠۵ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠۶ ٠٫٠٠۶ MSE

داده مجموعه ٢ برای EM روش از مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد .٢ جدول

δ̂ Ω̂ ξ̂ داده ٠٫۶٩۶٣مجموعه
٠٫٨٧۴٧
٠٫٧۴٧١

  ٧٫٢٨٧٠ ۶۶٫٣۶۵٠ ١٠٫٢٧۴۵
۶۶٫٣۶۵٠ ١٢٣٨٫١٨۵٨ ١٩١٫٢٧۴٨
١٠٫٢٧۴۵ ١٩١٫٢٧۴٨ ٣١٫٣۵٣۵

 ٢٠٫١٠٩٩
۵۶٫١٩۶٩
١٣٫۶۶۶۶

 AIS

[
٠٫١۵۴۶
٠٫۶٩٧٧

] [
۶٣٫٣۶٢٣ ۴٠٫٩۴٨١
۴٠٫٩۴٨١ ١٢۴٫٠۵٧۵

] [
٣۶٫٨٣۴۴
۵۵٫٣۴۶٢

]
زیتون روغن

می شود. بررسی دومتغیره تصادفی بردار عنوان به آراشیدیک١ و لینولنیک چرب اسید های میزان

برای می دهد. نشان داده مجموعه دو در را مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد ،١ جدول

(AIC) کائیک آ اطلاع ،ℓ(θ̂|y) = ℓ(ξ̂, ω̂, δ̂|y) درستنمایی لگاریتم معیار، سه از جدید توزیع ارزیابی

در که همان طور می شود. مقایسه t-چوله و چوله نرمال توزیع های با و استفاده (BIC) بیزی اطلاع و

BIC و AIC معیار دو و بزرگتر مقداری CMNE مدل برای ℓ(θ̂|y) معیار می شود ملاحظه ٢ جدول

توزیع های به نسبت بهتری برازش جدید مدل داده، مجموعه دو برای بنابراین می دهند. ارائه کوچکتر مقادیری

در شده شناخته توزیع های برای مناسبی جایگزین می تواند CMNE مدل لذا دارد. t-چوله و چوله نرمال

زیتون روغن داده مجموعه پراکنش نمودار ،٢ شکل باشد. آماری روش های بهبود و چگالی بهتر برآورد ارائه
1Linolenic and Arachidic fatty acids
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CMNE و t-چوله چوله نرمال، توزیع های برازش ضرایب مقایسه .٣ جدول

زیتون روغن داده مجموعه AIS داده مجموعه
BIC AIC ℓ(θ̂|y) BIC AIC ℓ(θ̂|y) توزیع

۴۶٨٠٫۵٢٢ ۴۶۵۴٫٠٧٩ −٢٣٢٠٫٠٣٩ ١٧٨٧٫٨٠٧ ١٧۵۶٫۵۴۵ −٨۶۶٫٢٧٢۵ چوله نرمال
۴۶٧٨٫٨۶١ ۴۶۴٨٫۶۴٠ −٢٣١۶٫٣٢٠ ١٧۶۴٫١٣٨ ١٧٣٠٫٢٧١ −٨۵٢٫١٣۵۴ t-چوله
۴۶۶٩٫۶۵١ ۴۶۴٣٫٢٠٧ −٢٣١۴٫۶٠۴ ١٧۵۶٫٧۴٠ ١٧٢۵٫۴٧٨ −٨۵٠٫٧٣٨٨ CMNE

می دهد. نمایش شده برازش پارامترهای مقادیر با را CMNE توزیع دوبعدی کانتور منحنی همراه به را
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زیتون روغن داده مجموعه برای متغیره دو CMNE توزیع برای کانتور منحنی .٢ شکل

نتیجه گیری و بحث

مشخصه، توابع و گرفت قرار بررسی مورد استاندارد نمایی و نرمال توزیع های از آمیخته چندمتغیره توزیع

آن مد و کشیدگی چولگی، کانونی،ضرایب فرم آفین، تبدیل های توزیع اول، گشتاور چهار گشتاور، مولد

واقعی، مثال دو و شبیه سازی مطالعه یک در و محاسبه EM الگوریتم با مدل پارامترهای برآورد شد. ارائه

بیشتری کشیدگی و چولگی از CMNE توزیع دارد. داده ها به مناسبی برازش توزیع این شد مشاهده

ویژگی که است، نامتناهی بخش پذیر چوله نرمال، توزیع برخلاف و است برخوردار چوله نرمال توزیع به نسبت
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teristic function, moment generating function, four first moments, skewness
and kurtosis of distribution are presented. Also, the distribution of Affine
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