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دوجمله  ای نازک عملگر اساس بر اول، مرتبه صحیح مقدار خودبازگشتی جدید مدل یک مقاله، این در چکیده:

است. وابسته جاری زمان در فرایند مقدار به متوالی طور به خطا عبارت آن در که می  شود معرفی منفی

روش دو توسط نیز مدل پارامترهای و می  گیرد قرار بحث مورد پیشنهادی مدل آماری ویژگی  های از برخی

مورد برآورد روش دو کارایی و رفتار شبیه  سازی، کمک به می  شوند. برآورد یول-واکر و درستنمایی ماکسیمم

مدل  های سایر به نسبت واقعی داده  های برازش در شده معرفی مدل برتری انتها، در می  گیرند. قرار مطالعه

می شود. بررسی مختلفی معیار های توسط صحیح مقدار

درستنمایی ماکسیمم صحیح مقدار، خودبازگشتی مدل  منفی، دو جمله  ای نازک بیش پراکندگی، کلیدی: واژه های

یول-واکر. و

مقدمه ١

مدل  های از نمی توان و هستند محدود و متناهی تغییرات دامنه دارای معمولا صحیح مقدار زمانی سری  های

و برازش برای مناسبی مدل بندی به عمل، در این  رو از نمود. استفاده آن ها مدل بندی برای استاندارد پیوسته

طبیعت حفظ صحیح مقدار، زمانی سری  های مدل بندی در است. نیاز زمانی سری  های از نوع این پیش بینی

است. برخوردار بسیاری اهمیت از داده  ها گسسته

و است کرده پیدا بسیاری توسعه و رشد اخیر سال  های در صحیح مقدار زمانی سری  های مدل بندی
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صحیح مقدار١ خودبازگشتی مدل است. شده   ارائه زمانی سری  های این  گونه مدل بندی برای مختلفی مدل  های

بر مدل این است. شده معرفی (١٩٨۵) مکنزی توسط که است شده پیشنهاد مدل های از یکی (INAR)

مدل است. شده مطالعه (١٩٧٩) ون هارن و استیوتل توسط که می  شود ارائه دو جمله  ای نازک٢ عملگر  اساس

به می توان میان این در که است گرفته قرار بررسی مورد زیادی محققان توسط صحیح مقدار خودبازگشتی

INAR(1) مدل ،(١٩٨٨ مکنزی، ١٩٨٧؛ ال زید، و (ال اوش پواسن حاشیه ای توزیع با INAR(1) مدل

منفی دوجمله ای حاشیه ای توزیع با INAR(1) مدل و (١٩٨٨ ال اوش، و (ال زید هندسی حاشیه ای توزیع با

شده اند معرفی دوجمله ای نازک عملگر تعمیم های اساس بر که مدل هایی بین در کرد. اشاره (١٩٨۶ (مکنزی،

و ریستیک ١٩٩٢؛ علی، و (ال اوش منفی دوجمله ای حاشیه ای توزیع با INAR(1) مدل های به می توان

کرد. اشاره (١٩٩۴ بوذر، و (علی پواسن-هندسی حاشیه ای توزیع با INAR(1) مدل و (٢٠٠٩ همکاران،

ضریب با صحیح مقدار خودبازگشتی مدل (٢٠٠٨) ویب و (٢٠٠٧ و ٢٠٠۶) همکاران و ژنگ هم چنین،

نمودند. ارائه را تصادفی

تحلیل و مدل برازش برای نازک  ساز عملگر و گسسته حاشیه  ای توزیع  های با فوق مدل  های تمامی

داده  های ویژگی  های برخی و خاص ماهیت دلیل به مدل  ها این اوقات برخی رفته  اند. به کار شمارشی داده  های

به نمی  دهند. ارائه داده  ها این به را مناسبی برازش کشیدگی، یا چولگی بیش پراکندگی، هم  چون شمارشی

عملگر یا مناسب حاشیه  ای توزیع با جدیدی صحیح مقدار زمانی سری مدل  های که دارد ضرورت دلیل این

نازک دو جمله  ای عملگر اساس بر را INAR مدل (٢٠١۵) ویب منظور، این به شوند. ارائه مناسب نازک ساز

را t زمان در خطا عبارت توزیع که صورت بدین گرفت. نظر در پواسن توزیع با وابسته خطاهای با اما

کرد. فرض وابسته t− ١ زمان در سری مقدار با تابعی رابطه یک تحت

خطا عبارت آن در که می  شود بررسی منفی دو جمله  ای نازک عملگر با INAR(1) مدل مقاله، این در

نازک عملگر اساس بر INAR(1) مدل ،٢ بخش در است. وابسته فرایند گذشته مقدار به متوالی طور به

مدل این آماری ویژگی   های برخی ادامه، در می شود. معرفی وابسته متوالی به طور خطای با منفی دو جمله  ای

پارامتر های یول-واکر، و درستنمایی ماکسیمم روش دو از استفاده با ،٣ بخش در می  گیرند. قرار بحث مورد

پارامتر ها برآورد برای فوق روش دو عملکرد شبیه سازی، مطالعه یک با ادامه در می شوند. برآورد مدل

واقعی داده مجموعه یک روی بر شده معرفی مدل کارایی ،۴ بخش در سرانجام می   گیرند. قرار مطالعه مورد

می  شود. بررسی

1Integer Valued Autoregressive
2Thinning
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مدل معرفی ٢

صورت به را {Xt} مانای اول مرتبه صحیح مقدار خودبازگشتی فرایند

Xt = α ∗Xt−١ + εt, (١)

می شود تعریف α∗X =
∑X

j=١ Yj صورت به ”*” منفی دو جمله  ای نازک عملگر آن در که بگیرید، نظر در

است. ١
١+α پارامتر با هندسی هم توزیع و مستقل تصادفی متغیر های از دنباله ای ،{Yj} شمارشی سری که

مستقل و α ∗Xt−١ |Xt−١ ∼ NB(Xt−١,
١

α+ ١
) ،εt |Xt−١ ∼ Po (aXt−١ + b) هم چنین

اساس بر صحیح مقدار خودبازگشتی مدل را (١) مدل .a + α < ١ و a, α ∈ [٠, ١) , b > ٠ هم، از

NBSDINAR(1) نماد با را آن اختصار به و نامیده وابسته٣ متوالی خطای با منفی دو جمله  ای نازک

صورت به NBSDINAR(1) فرایند احتمال مولد تابع می  دهند. نشان

ϕXt
(s) = E

(
sXt

)
= E

[
E(sα∗Xt−١+εt |Xt−١)

]
= E

[
E(sα∗Xt−١ |Xt−١)

]
E
[
E (sεt |Xt−١)

]
= ϕX

( ١
١ + α− αs

)
eb(s−١)ϕX

(
ea(s−١)),

صورت به NBSDINAR(1) مدل مرحله ای یک انتقال احتمال تابع است.

Pi٠ = P (Xt = i|Xt−١ = ٠) =
e−bbi

i!
,

Pij = P (Xt = i|Xt−١ = j) = P (α ∗Xt−١ + εt = i|Xt−١ = j)

=
i∑

k=٠

(
k + j − ١
j − ١

)
αk

(α+ ١)k+j

(e−(aj+b)(aj + b)i−k

(i− k)!

)
, (٢)

می شود. محاسبه

برخی باشد، α > ٠ و نامنفی صحیح مقادیر با صحیح مقدار تصادفی متغیر Xیک کنید فرض :١ ملاحظه

از: عبارتند منفی دوجمله ای نازک عملگر خواص
3 Negative Binomial Serially Dependent Integer Valued Autoregressive
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،E(α ∗X|X) = αX -١

،V ar(α ∗X|X) = α(١ + α)X -٢

،E(α ∗X) = αE(X) -٣

.V ar(α ∗X) = α(١ + α)E(X) + α٢V ar(X) -۴

صورت به بترتیب {Xt} فرایند اول مرتبه شرطی واریانس و میانگین ،α ∗X شرطی خواص به توجه با

E (Xt|Xt−١) = E (α ∗Xt−١ + εt|Xt−١) = (a+ α)Xt−١ + b,

V ar (Xt|Xt−١) = V ar (α ∗Xt−١ + εt|Xt−١) = (a+ α(١ + α))Xt−١ + b,

از عبارتند بترتیب فرایند واریانس و میانگین بنابراین می  آیند. دست به 

µX = E (Xt) =
b

١ − (a+ α)
,

σ٢
X = V ar (Xt) =

(a+ α (١ + α))µX + b

١ − (a+ α)٢ =
µX(١ + α٢)

١ − (a+ α)٢ .

برابر فرایند پراکندگی شاخص فرایند، واریانس و میانگین به توجه با :٢ ملاحظه

IX =
σ٢
X

µX
=

١ + α٢

١ − (a+ α)٢ ,

داده  های برازش برای و است بیش پراکنده فرایند یک NBSDINAR(1) بنابراین است. یک از بزرگتر و

است. مناسب بیش  پراکنده صحیح مقدار شمارشی

شرطی خطی خودبازگشتی ساختار با اول مرتبه مارکفی فرایند یک NBSDINAR(1) فرایند :٣ ملاحظه

و γ = a + α آن در که است، ،E(Xt+١|Xt) = γXt + δ صورت به (CLAR(1)) اول مرتبه

برای ،(٢) مرحله ای یک انتقال احتمال تابع به توجه با و (٢٠٠٠) همکاران و گرانوالد اساس بر .δ = b

است. مانا ۴ تحویل  نا پذیر فرایند یک {Xt} این رو از ،Pij > ٠ ،i, j هر

.∀ i, j ∈ N , Pij > ٠ هرگاه گویند، تحویل ناپذیر را N حالت فضای با {Xt} ۴فرایند
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ترتیب به {Xt} فرایند k-ام مرتبه شرطی واریانس و میانگین :١ گزاره

E (Xt+k|Xt) = (a+ α)kXt + b
١ − (a+ α)k

١ − (a+ α)
, (٣)

V ar (Xt+k|Xt) =
Nk−١)١ −Nk)

١ −N
(a+ α(١ + α))Xt + b(b+ ١)

١ −N ٢k

١ −N ٢

+
Mb

(١ −N)٢

[
١ −Nk−١ −N

١ −N ٢(k−١)

١ +N

]
− b٢ (١ −Nk)٢

(١ −N)٢ , (۴)

.M = α٢ +N + ٢Nb و N = a+ α آن ها در که هستند،

شرطی میانگین ابتدا شرطی، واریانس برای اما است، محاسبه قابل راحتی به شرطی میانگین برهان:

نوشت: می توان می شود. محاسبه فرایند دوم توان

E
(
X٢

t+١|Xt

)
= E

[
(α ∗Xt + εt+١)

٢ |Xt

]
= N ٢X٢

t +MXt + b(b+ ١),

E
(
X٢

t+٢|Xt

)
= E

[
E
(
X٢

t+٢|Xt+١
)
|Xt

]
= E

(
N ٢X٢

t+١ +MXt+١ + b(b+ ١)|Xt

)
= N ۴X٢

t +M(N ٢ +N)Xt + (N ٢ + ١)b(b+ ١) +Mb,

E
(
X٢

t+٣|Xt

)
= E

[
E
(
X٢

t+٣|Xt+١
)
|Xt

]
= E

[
N ۴X٢

t+١ +M(N ٢ +N)Xt+١ + (N ٢ + ١)b(b+ ١) +Mb|Xt

]
= N ۶X٢

t +M(N ۴ +N ٣ +N ٢)Xt + (N ۴ +N ٢ + ١)b(b+ ١)

+ M(N ٢ +N + ١)b.

می شود نتیجه ،N < ١ این که به توجه با و استقرا با بنابراین

E
(
X٢

t+k|Xt

)
= N ٢kX٢

t +MNk−١ ١ −Nk

١ −N
Xt + b(b+ ١)

١ −N ٢k

١ −N ٢

+
Mb

١ −N

[١ −Nk−١

١ −N
−N

١ −N ٢(k−١)

١ −N ٢

]
.
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داریم: (۴) و (٣) روابط به توجه با :١ فرع

lim
k→∞

E (Xt+k | Xt) = µX , lim
k→∞

V ar (Xt+k | Xt) = σ٢
X .

از عبارتند ترتیب به NBSDINAR(1) مدل از {Xt} فرایند خطای و خودکواریانس تابع :٢ گزاره

γX (k) := Cov (Xt, Xt−k) = (a+ α)k γX (٠) ,

γε (j) := Cov (εt, εt−j) = a (a+ α)j−١ (aασ٢
X + σ٢

ε

)
.

صورت به NBSDINAR(1) فرایند خودکواریانس تابع برهان:

Cov (Xt, Xt−k) = E [Cov (Xt, Xt−k|Xt−k)] + Cov [E (Xt|Xt−k) , E (Xt−k|Xt−k)]

= Cov
[
(α+ a)kXt−k + b

١ − (a+ α)k

١ − (a+ α)
, Xt−k

]
= (α+ a)k Cov (Xt−k, Xt−k)

= (α+ a)k V ar (Xt) ,

است نیاز زیر محاسبات خطا، عبارت خود همبستگی تابع محاسبه برای می آید. دست به

Cov (εt, Xt−١) = E [Cov (εt, Xt−١|Xt−١)] + Cov [E (εt|Xt−١) , E (Xt−١|Xt−١)]

= Cov (aXt−١ + b,Xt−١) = aV ar (Xt) ,

Cov (Xt, εt) = Cov (α ∗Xt−١ + εt, εt) = aασ٢
X + σ٢

ε,

Cov (Xt, εt−j) = Cov [E (Xt|Xt−١, εt−j) , E (εt−j |Xt−١, εt−j)]

+ E [Cov (Xt, εt−j |Xt−١, εt−j)]

= Cov [(a+ α)Xt−١ + b, εt−j ] = (α+ a)Cov (Xt−١, εt−j)

= (α+ a)j Cov (Xt−j , εt−j) = (α+ a)j
(
aασ٢

X + σ٢
ε

)
.
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صورت به خطا خودکواریانس تابع بنابراین

Cov (εt, εt−j) = Cov [E (εt|Xt−١, εt−١, . . . , εt−j) , E (εt−j |Xt−١, εt−١, . . . , εt−j)]

+ E [Cov (εt, εt−j |Xt−١, εt−١, . . . , εt−j)]

= Cov (aXt−١ + b, εt−j) = a (α+ a)j−١ (aασ٢
X + σ٢

ε

)
,

صورت به ترتیب به ،(١) رابطه در خطا عبارت واریانس و میانگین می  شود. محاسبه

µε = E (εt) = aµX + b = (١ − α)µX ,

σ٢
ε = V ar (εt) = µε + a٢σ٢

X ,

است. بیش پراکنده εt فرایند میانگین، از واریانس بودن بزرگتر دلیل به می  آیند. دست به

شبیه سازی و برآوردیابی ٣

برآورد یول-واکر و درستنمایی ماکسیمم روش دو با NBSDINAR(1) مدل پارامتر های بخش این در

می شوند.

تابع ،NBSDINAR(1) مدل از X١, · · · , Xn تصادفی نمونه اساس بر درستنمایی: ماکسیمم برآورد

صورت به می   توان را درستنمایی لگ

ℓ (α, a, b) = ln (L (X١, . . . , Xn;α, a, b)) =
n∑

t=١

ln (P (Xt|Xt−١)) , (۵)

برآوردگرهای است. (٢) در شده معرفی مرحله ای یک انتقال احتمال تابع P (Xt|Xt−١) آن در که نوشت،

لگ تابع ساختن ماکسیمم از α̂ML, âML, b̂ML یعنی α, a, b پارامتر های (ML) درستنمایی ماکسیمم

فوق برآوردهای ،R نرم افزار در ”nlm” دستور از استفاده با مقاله این در می آید. دست به (۵) درستنمایی

شده اند. محاسبه

به نرمال مجانبی توزیع دارای θ̂ = (α̂ML, âML, b̂ML)
T درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای :١ قضیه
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صورت
√
n(θ̂ − θ)T ∼ N

(
٠,Σ−١), n→ ∞,

و میانگین بردار ٠ = (٠, ٠, ٠)T آن در که است،

Σ =


a١١ a١٢ a١٣

a٢١ a٢٢ a٢٣

a٣١ a٣٢ a٣٣

 ,
و می دهند نشان را شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس

a١١ =
T∑
t=١

ℓ̈αα =
T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂α∂α
,

a١٢ = a٢١ =

T∑
t=١

ℓ̈aα =

T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂a∂α
,

a١٣ = a٣١ =
T∑
t=١

ℓ̈bα =
T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂b∂α
,

a٢٢ =
T∑
t=١

ℓ̈aa =
T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂a∂a
,

a٢٣ = a٣٢ =

T∑
t=١

ℓ̈ab =

T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂a∂b
,

a٣٣ =
T∑
t=١

ℓ̈bb =
T∑
t=١

∂٢ lnP (Xt|Xt−١)

∂b∂b
,
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و

ℓ̈αα =
١

(١ + α)٢

[
Xt−١ +

Xt−١(Xt−١ + ١)P (Xt − ٢|Xt−١ + ٢)
P (Xt|Xt−١)

− ٢Xt−١P (Xt − ١|Xt−١ + ١)
P (Xt|Xt−١)

−
(Xt−١P (Xt − ١|Xt−١ + ١)

P (Xt|Xt−١)

)٢]
,

ℓ̈aa = X٢
t−١

[P (Xt − ٢|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
−
(P (Xt − ١|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)

)٢]
,

ℓ̈bb =
P (Xt − ٢|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
−
(P (Xt − ١|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)

)٢
,

ℓ̈aα = ℓ̈αa =
Xt−١

١ + α

[(Xt−١ + ١)P (Xt − ٢|Xt−١ + ١)
P (Xt|Xt−١)

− P (Xt − ١|Xt−١ + ١)
P (Xt|Xt−١)

− Xt−١P (Xt − ١|Xt−١ + ١)P (Xt − ١|Xt−١)

P ٢(Xt|Xt−١)

]
,

ℓ̈bα = ℓ̈αb =
Xt−١

١ + α

[P (Xt − ٢|Xt−١ + ١)
P (Xt|Xt−١)

− P (Xt − ١|Xt−١ + ١)P (Xt − ١|Xt−١)

P ٢(Xt|Xt−١)

]
,

ℓ̈ab = ℓ̈ab = Xt−١
[P (Xt − ٢|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
−
(P (Xt − ١|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)

)٢]
.

(α̂ML, âML, b̂ML)
T مجانبی توزیع گرفت نتیجه می توان ،(٢٠٠٨) همکاران و بو از استفاده با برهان:

به α و a, b پارامترهای به نسبت مرحله ای یک انتقال احتمال تابع اول مرتبه مشتق های است. نرمال



اول مرتبه صحیح مقدار خودبازگشتی مدل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢٢۴

می شوند: محاسبه زیر صورت

∂P (Xt|Xt−١)

∂α
=

Xt∑
k=٠

(
k +Xt−١ − ١
Xt−١ − ١

)
αk

(١ + α)k+Xt−١

[k − αXt−١

α(١ + α)

]
P (εt = Xt − k)

=
١

١ + α

Xt∑
k=١

Xt−١

(
k +Xt−١ − ١

Xt−١

)
αk−١

(١ + α)k+Xt−١
P (εt = Xt − k)

− Xt−١

١ + α
P (Xt|Xt−١)

=
Xt−١

١ + α
[P (Xt − ١|Xt−١ + ١)− P (Xt|Xt−١)] ,

∂P (Xt|Xt−١)

∂a
=

Xt∑
k=٠

(
k +Xt−١ − ١
Xt−١ − ١

)
αk

(١ + α)k+Xt−١
Xt−١

[ Xt − k

aXt−١ + b
− ١

]
× e−(aXt−١+b)(aXt−١ + b)Xt−k

(Xt − k)!

=

Xt∑
k=٠

(
k +Xt−١ − ١
Xt−١ − ١

)
αk

(١ + α)k+Xt−١
Xt−١

[ Xt − k

aXt−١ + b

]
× e−(aXt−١+b)(aXt−١ + b)Xt−k

(Xt − k)!
−Xt−١P (Xt|Xt−١)

= Xt−١ [P (Xt − ١|Xt−١)− P (Xt|Xt−١)] ,

∂P (Xt|Xt−١)

∂b
=

Xt∑
k=٠

(
k +Xt−١ − ١
Xt−١ − ١

)
αk

(١ + α)k+Xt−١

[ Xt − k

aXt−١ + b
− ١

]
e−(aXt−١+b)(aXt−١ + b)Xt−k

(Xt − k)!

=

Xt∑
k=٠

(
k +Xt−١ − ١
Xt−١ − ١

)
αk

(١ + α)k+Xt−١

[ Xt − k

aXt−١ + b

]
× e−(aXt−١+b)(aXt−١ + b)Xt−k

(Xt − k)!
− P (Xt|Xt−١)

= P (Xt − ١|Xt−١)− P (Xt|Xt−١),
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بنابراین

ℓ̇α =
∂ lnP (Xt|Xt−١)

∂α
= (

Xt−١

١ + α
)
P (Xt − ١|Xt−١ + ١)− P (Xt|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
, (۶)

ℓ̇a =
∂ lnP (Xt|Xt−١)

∂a
= (Xt−١)

P (Xt − ١|Xt−١)− P (Xt|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
,

ℓ̇b =
∂ lnP (Xt|Xt−١)

∂b
=
P (Xt − ١|Xt−١)− P (Xt|Xt−١)

P (Xt|Xt−١)
.

کمک به lnP (Xt|Xt−١) دوم مرتبه مشتقات محاسبه با شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس درایه های

می شوند. محاسبه راحتی به ،(۶)

V ar(Xt) = و Corr(Xt, Xt−١) = a+α ،E(Xt) =
b

١−(a+α) آن جاکه از یول-واکر: برآورد

واریانس و (C) نمونه ای خودهمبستگی تابع ،(X) نمونه ای میانگین از استفاده با ،
µX(α٢ + ١)
١ − (a+ α)٢

صورت به (a, b, α) پارامترهای (YW) یول-واکر برآوردگرهای ،
(
S٢
X

)
نمونه ای

b̂YW = X(١ − C), α̂YW =

√
S٢
X(١ − C٢)

X
− ١, âYW = C − α̂YW

می آیند. دست به

شبیه سازی مطالعه ٣. ١

برای یول-واکر و درستنمایی ماکسیمم روش دو عملکرد مقایسه برای شبیه سازی مطالعه یک بخش، این در

با مختلف نمونه  های ١ الگوریتم اساس بر منظور، این برای می  شود. انجام α, a, b پارامترهای برآورد

بر و است شده شبیه سازی NBSDINAR(1) فرایند از n = ۵٠, ١٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠, ۵٠٠٠ اندازه های

آن  ها (RMSE) خطای دوم توان های میانگین جذر و پارامترها برآورد شده، شبیه سازی نمونه  های اساس

است. شده استفاده ١ الگوریتم از برآوردها محاسبه و شبیه سازی برای است. شده محاسبه روش دو با

:١ الگوریتم

کنید. شبیه سازی NBSDINAR(1) فرایند از تایی n نمونه یک :١ گام
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کنید. محاسبه را یول-واکر و درستنمایی ماکسیمم مختلف برآوردهای :٢ گام

کنید. تکرار بار ٢٠٠٠ را ٢ تا ١ گام های :٣ گام

کنید. محاسبه تکرار بار ٢٠٠٠ در را آن ها خطای دوم توان های میانگین جذر و برآوردها میانگین :۴ گام

.NBSDINAR(1) مدل پارامترهای برآوردگر برای خطا دوم توان های میانگین جذر و میانگین :١ جدول

(a, b, α) = (٠٫۴, ٢, ٠٫٣)
α̂YW b̂YW âYW α̂ML b̂ML âML n
٠٫٣۶٣٨ ٢٫٠۶٣١ ٠٫٣١٧٨ ٠٫٢٨٣٧ ٢٫٠۴٣٩ ٠٫۴١٠۴ ۵٠
٠٫١٣۶٩ ٠٫٣۵۵٩ ٠٫١۵۶۵ ٠٫٠٨٢٧ ٠٫١٢١٧ ٠٫٠٩١٩ RMSE

٠٫٣۵۵٩ ٢٫٠۵۵٧ ٠٫٣٣١١ ٠٫٢٩۵۴ ٢٫٠٢١٧ ٠٫۴٠٨٢ ١٠٠
٠٫١٣۵٧ ٠٫٣۵٠۶ ٠٫١۵٣٣ ٠٫٠٧۶۴ ٠٫١١۴۵ ٠٫٠٩٠٢ RMSE

٠٫٣۴٣۶ ٢٫٠۵٠٩ ٠٫٣۴٨١ ٠٫٢٩٧۴ ١٫٩٨٢٩ ٠٫٣٩١٧ ۵٠٠
٠٫١١٣١ ٠٫٣١۵٩ ٠٫١٣١۶ ٠٫٠٧١٢ ٠٫٠٩١۵ ٠٫٠٨٣۶ RMSE

٠٫٢٨۵٣ ٢٫٠۴٣۴ ٠٫٣۵٧١ ٠٫٣٠٧۵ ٢٫٠١۴٢ ٠٫٣٩۶٣ ١٠٠٠
٠٫١٠۶١ ٠٫٢٨٩٨ ٠٫١١٩٧ ٠٫٠۵٨۵ ٠٫٠٨٨٠ ٠٫٠۶۶٠ RMSE

٠٫٣١٧٠ ٢٫٠٣٢٢ ٠٫٣٧۴۵ ٠٫٣٠٢٩ ٢٫٠٠٨١ ٠٫۴٠٠٢ ۵٠٠٠
٠٫٠٨٢١ ٠٫٢٢٣٩ ٠٫٠٩٣٠ ٠٫٠۴٩٣ ٠٫٠٨٢٨ ٠٫٠۵٨۶ RMSE

(a, b, α) = (٠٫٢, ۴, ٠٫۶)
٠٫۵۵٠٨ ۴٫٠٧٩٢ ٠٫١٢٧۵ ٠٫۵٨٣٢ ٣٫٩۵٠۵ ٠٫١٩٠١ ۵٠
٠٫١۵١٩ ٠٫۴٧١٠ ٠٫١٠٨٢ ٠٫٠٩٨۶ ٠٫١۴٠٧ ٠٫٠٧٨٩ RMSE

٠٫۵۵٧٣ ۴٫٠٧٣١ ٠٫١٢٩۵ ٠٫۵٨٧٢ ٣٫٩۵٨٢ ٠٫١٩٢٨ ١٠٠
٠٫١۴٩٨ ٠٫۴٢٧۶ ٠٫٠٩٢١ ٠٫٠٩٣١ ٠٫١٣٩۵ ٠٫٠٧۵۴ RMSE

٠٫۵۶٠٢ ۴٫٠۶۵١ ٠٫١۴٠١ ٠٫۵٩١١ ٣٫٩٧٠٢ ٠٫٢٠۵٢ ۵٠٠
٠٫١۴٧٢ ٠٫٣٩٣١ ٠٫٠٨٣۶ ٠٫٠٨٩٢ ٠٫١٢٨۴ ٠٫٠۶٨١ RMSE

٠٫۵۶٩۴ ۴٫٠۵٩٢ ٠٫١۴٧٢ ٠٫۶٠٢٩ ۴٫٠٢۶٨ ٠٫١٩٨٢ ١٠٠٠
٠٫١٢٧٣ ٠٫٣۶١٨ ٠٫٠٨١٣ ٠٫٠٧٣٢ ٠٫١٠۶١ ٠٫٠۵۴٧ RMSE

٠٫۵٧٢١ ۴٫٠۴٩٧ ٠٫١۵٨٢ ٠٫۵٩٩۴ ۴٫٠١٩٩ ٠٫١٩٩٧ ۵٠٠٠
٠٫١١٠۵ ٠٫٣٠٣٧ ٠٫٠٧٧٩ ٠٫٠۶٢٢ ٠٫١٠٠٣ ٠٫٠۴٨۵ RMSE

نشان شبیه سازی بار ٢٠٠٠ براساس را آن  ها خطای دوم توان های میانگین جذر و میانگین ،١ جدول

گرفته نظر در (٠٫٢, ۴, ٠٫۶) و (٠٫۴, ٢, ٠٫٣) صورت به α, a, b مقادیر فرایند، از شبیه سازی برای می  دهد.
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حجم افزایش با هم   چنین هستند. همگرا پارامتر واقعی مقدار به برآورد ها جدول، این اساس بر شده  اند.

برآورد های گرفت نتیجه می  توان این، بر افزون می  یابد. کاهش خطا دوم توان های میانگین جذر نمونه،

دارند یول-واکر برآورد های به نسبت را خطا دوم توان های میانگین جذر مقدار کمترین درستنمایی ماکسیمم

هستند. بهتری برآوردگر های این رو از و

جنسی جرایم داده های تحلیل ۴

داده های سری یک توسط واقعی، داده های مدل سازی در NBSDINAR(1) فرایند کارایی بخش، این در

جنسی جرایم تعداد این جا، در شده گرفته نظر در شمارشی داده های می گیرد. قرار بررسی مورد شمارشی

روسیه در پطرزبورگ در پلیس ایستگاه ٣١۴-امین در ٢٠٠١ تا ١٩٩٠ سال های طی که است ماهانه ای

شده اند. ارائه (http://www.forecastingprinciples.com) سایت در داده  ها این شده اند. گزارش

است. شده داده نمایش ١ شکل در فوق داده های جزیی خودهمبستگی و خودهمبستگی تابع نمونه ای، مسیر

هم چنین است. برقرار داده ها این برای اول مرتبه خودبازگشتی مدل شرایط می شود ملاحظه که همانطور

برابر آزمون این p-مقدار که است شده استفاده ۵ افزایشی فولر دیکی آزمون از فرایند، مانایی بررسی برای

واریانس ،٠٫٢٧٠٨ میانگین دارای داده ها این است. فوق داده های مانایی نشان دهنده و آمده دست به ٠٫٠١

بیش پراکنده اند. بنابراین هستند. Îx = ١٫٢۵ پراکندگی شاخص و ٠٫٣٣٨٧

شده داده برازش داده  ها به INAR(1) مدل های برخی همراه به NBSDINAR(1) مدل مثال، این در

،(١٩٨٧ ال زید، و (ال اوش PINAR(1) مدل از عبارتند شده گرفته درنظر INAR(1) مدل  های است.

مدل ،(١٩٩٢ علی، و (ال اوش NBIINAR(1) مدل ،(١٩٨٨ ال اوش، و (ال زید GINAR(1) مدل

مدل ،(٢٠٠٩ همکاران، و (ریستیک NGINAR(1) مدل ،(٢٠٠٨ (ویب، NBRCINAR(1)
.(٢٠١۵ (ویب، EPINAR(1) مدل ،(١٩٩٣ ال اوش، و (ال زید GPQINAR(1)

AIC, BIC, برازش نیکویی آماره چهار پارامترها، درستنمایی ماکسیمم برآوردهای مدل، هر برای

است. شده گزارش ٢ جدول در نتایج و محاسبه خطا دوم توان های میانگین جذر ،CAIC و HQIC
NBSDINAR(1) مدل برای RMSE و برازش نیکویی آماره  های مقدار کمترین می شود، ملاحظه که همان  طور

NBSDINAR(1) فرایند که گرفت نتیجه می  توان بنابراین، می شود. حاصل INAR(1) مدل  ها سایر به نسبت

دارد. را عملکرد بهترین جنسی جرایم داده  های برازش برای

5Augmented Dickey-Fuller Test
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جنسی. جرایم داده های نمونه ای جزیی خودهمبستگی تابع و خودهمبستگی تابع نمونه ای، مسیر :١ شکل
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جنسی. جرایم به مربوط داده های برای برازش نیکویی آماره های برخی و پارامترها برآورد :٢ جدول

RMSE CAIC HQIC BIC AIC برآورد پارامتر مدل
- ١٩۵٫٧٧ ١٩۶٫٩۵ ١٩٨٫٧٢ ١٩۵٫٧۵ ٠٫٢٧٠٨ λ i.i.d Poisson
- ١٩١٫۶٣ ١٩٢٫٨١ ١٩۴٫۵٧ ١٩١٫۶١ ٠٫٢٧٠٨ µ i.i.d Geom
- ١٩٣٫۵٣ ١٩۵٫٨۵ ١٩٩٫٣٨ ١٩٣٫۴۴ ٠٫٧۴۶٣ n i.i.d NegBin

٠٫٧٣٣٧ p
٠٫۵۵١١ ١٨٧٫۴٨١ ١٨٩٫٨١ ١٩٣٫٣٣ ١٨٧٫٣٩ ٠٫٢١۶٢ p GINAR(1)

٠٫٢١٣٢ α
٠٫۵۵١١ ١٩٠٫٩۶ ١٩٣٫٢٨ ١٩۶٫٨١ ١٩٠٫٨٧ ٠٫٢١۵١ λ PINAR(1)

٠٫٢١٣۶ α
٠٫۵۵١٩ ١٨٧٫۵١ ١٨٩٫٨٣ ١٩٣٫٣۶ ١٨٧٫۴٢ ٠٫٢٧۴٣ p NGINAR(1)

٠٫٢۵٨١ α
٠٫۵۵١٣ ١٩٠٫٨۴ ١٩۴٫٢٩ ١٩٩٫۵٨ ١٩٠٫۶٧ ١٫٢٠٣١ n NBRCINAR(1)

٠٫٨١٠٣ p
٠٫٢١٩٩ ρ

٠٫۵۵٣۴ ١٨٨٫٠٨ ١٩١٫۵٣ ١٩۶٫٨٢ ١٨٧٫٩١ ٠٫۶۴۴٨ n NBIINAR(1)
٣٫٣١۵۶ p
٠٫٢٩٣٠ ρ

٠٫۵۵١۴ ١٩١٫٨۵ ١٩۵٫٣٠ ٢٠٠٫۵٩ ١٩١٫۶٨ ٠٫٢٠٢٣ λ GPQINAR(1)
٠٫٠٩۶٩ θ
٠٫١٩٣٨ ρ

٠٫۵۵١٢ ١٩٣٫١۴ ١٩۶٫۵٩ ٢٠١٫٨٨ ١٩٢٫٩٧ ٠٫٠٠٠٧ ρ EPINAR(1)
٠٫٢٣۴٣ a
٠٫٢٠۶۴ b

٠٫۵۵١١ ١٨٣٫٩٠ ١٨٧٫٣۵ ١٩٢٫۶۴ ١٨٣٫٧٣ ٠٫١٨۵۴ a NBSDINAR(1)
٠٫١٩١١ b
٠٫٠٩٢۶ α

است، زمانی سری داده های میانگین مقدار پیش بینی برای معمول روش یک شرطی امید که آنجا از

به بعد گام یک شرطی میانگین برابر t زمان تا مشاهدات اساس بر t + ١ زمان در X مقدار پیش بینی

صورت

X̂t+١ = E (Xt+١ | Xt) = (a+ α)Xt + b,
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.NBSDINAR(1) مدل توسط شده پیش بینی مقادیر و جنسی جرایم داده های :٢ شکل

(â, b̂, α̂) یعنی متناظرشان درستنمایی ماکسیمم برآورد مقادیر با (a, b, α) پارامترهای عمل، در که است،

رابطه بنابراین می شوند. جایگزین

X̂t+١ = (â+ α̂)Xt + b̂, t = ١, . . . , n (٧)

برای است. مشاهدات تعداد n و X̂١ = Ê (Xt) =
b̂

١ − (â+ α̂)
که می شود یادآور است. برقرار

شده پیش بینی مقادیر و واقعی زمانی سری ،NBSDINAR(1) مدل پیش بینی توانایی و کفایت بررسی

است. شده ارائه ٢ شکل در (٧) رابطه اساس بر آن 
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نتیجه گیری و بحث ۵

است. شده پرداخته بیش پراکنده داده های به آن برازش به جدید صحیح مقدار خودبازگشتی فرایند یک ارائه با

داده سری یک توسط داده ها برازش در فرایند کارایی و برآورد مختلف روش دو با را فرایند پارامترهای

دارای جدید مدل که داد نشان واقعی داده های به مدل برازش نتایج است. شده بررسی بیش پراکنده واقعی

است. برازش نیکویی آماره های مقدار کمترین و RMSE مقدار کمترین

تشکر و تقدیر

داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها از مجله، محترم ویراستار و سردبیر از تشکر ضمن مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید، مقاله کیفیت بهبود باعث که مقاله محترم
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