
١۴٠٠ تابستان و بهار آمار ی، علوم مجله
٢۵۴ – ٢٣٣ ص ،١ شماره ،١۵ جلد
DOI: 10.29252/jss.15.1.233

پژوهشی مقاله

برآورد براساس هلینجر و جفری واگرایی اندازه های از استفاده با متغیره دو وابستگی تحلیل
بهبودیافته پروبیت تبدیل روش به مفصل چگالی تابع

امینی محمد عمادی، مهدی محمدی، مرتضی

مشهد فردوسی دانشگاه آمار، گروه

١٣٩٩/٠۴/٠۶ انتشار: و پذیرش تاریخ ١٣٩٨/١٠/٢۴ دریافت: تاریخ

برحسب و می شوند گرفته نظر در وابستگی معیارهای عنوان به می توانند واگرایی اندازه های چکیده:

روش از استفاده با هلینجر و جفری وابستگی معیارهای مقاله، این در شوند. بازنویسی مفصل چگالی تابع

مطالعه یک علاوه براین، می گردد. اثبات آن ها مجانبی سازگاری و می شوند برآورد بهبود یافته پروبیت تبدیل

حجم برای که می دهند نشان شبیه سازی نتایج است. شده انجام برآوردگرها دقت سنجش برای شبیه سازی

وابستگی معیارهای به نسبت بهتری عملکردی هلینجر وابستگی معیار ضعیف، وابستگی شدت یا کم نمونه

است. شده ارائه هیدرولوژی در بررسی مورد روش های از کاربردی انتها، در دارند. جفری و کولبک-لیب لر

پروبیت. تبدیل مفصل، چگالی وابستگی، واگرایی، کلیدی: واژه های

متن

متن

مقدمه ١

بررسی برای است. متغیرها بین وابستگی بررسی داده ها، با کار هنگام توجه مورد نکات مهمترین از یکی

به می توان معیارها این پرکاربردترین جمله از می شود. استفاده مختلفی معیارهای از متغیرها بین وابستگی

استقلال آزمون  توان کرد. اشاره (τ) ١ τ-کندال و (ρs) ρ-اسپیرمن پیرسون، خطی همبستگی ضرایب

این حل برای نمی کند. میل یک سمت به بی نهایت نمونه حجم در حتی موارد برخی در معیارها این براساس
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.62G10, 62G07, 62H15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

1Kendall’s Tau
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توزیع تابع بین (CvM) ١ میزس کرامر-فون فاصله براساس استقلال آزمون و وابستگی معیار مشکل،

گردید. پیشنهاد (١٩۶١) همکاران و بلوم توسط حاشیه ای توزیع توابع حاصل ضرب و توام

توزیع های حاصل ضرب و تجربی مفصل تابع بین میزس کرامر-فون فاصله براساس استقلال آزمون

که دادند نشان (٢٠١٧) همکاران و بلالیا پیشنهاد شد. (٢٠٠۴) رمیلارد و جنست توسط حاشیه ای

دم ها در وابستگی یا باشد ضعیف وابستگی که حالاتی در تجربی، مفصل تابع براساس استقلال آزمون های

با (T ) تی مفصل از داده ها وقتی که دادند نشان آن ها همچنین دارند. ضعیفی عملکرد باشد، داشته وجود

مفصل و تجربی مفصل براساس استقلال آزمون توان شوند، تولید صفر با برابر τ-کندال و ٢ آزادی درجه

تابع از استفاده مشکل، این رفع برای آن ها نهایت در و است ضعیف بسیار برنشتاین روش به شده برآورد

کردند. پیشنهاد مفصل توزیع تابع به جای را مفصل چگالی

کولبک- واگرایی اندازه کلاسیک، همبستگی ضرایب به مربوط مشکلات حل برای دیگر، طرف از

معیاری عنوان به آن ها حاشیه ای چگالی توابع حاصلضرب و متغیرها توأم چگالی تابع بین (KL) ٢ لیب لر

از (٢٠٠۶) زاگرافوس و میچز شد. معرفی (١٩٨٩) جو توسط متغیرها بین وابستگی اندازه گیری برای

متغیره چند تی و نرمال توزیع های برای استقلال آزمون و وابستگی معیار عنوان به فی-واگرا اندازه های

برآورد پارامترها، درستنمایی ماکسیمم برآورد از استفاده با را فی-واگرا اندازه های آن ها کردند. استفاده

بدست مفصل تابع برحسب را مختلف واگرایی اندازه های (٢٠١٠) امینی و برزادران محتشمی کردند.

به را هلینجر فاصله (١٣٩١) همکاران و خسروی دادند. قرار بررسی مورد نیز را آن ها خواص و آوردند

فارلی-گامبل-مورگنسترن مفصل خانواده در وابستگی میزان بررسی برای بهینه فی-واگرای اندازه عنوان

با را مفصل تابع و متقابل اطلاع بین رابطه بار اولین برای (٢٠١١) سان و ما دادند. پیشنهاد تعمیم یافته

منفی با برابر که را مفصل آنتروپی (٢٠١٢) اسمیت و بلومنتریت کردند. معرفی مفصل” ”آنتروپی عنوان

برحسب وابستگی معیار این گرفتند. نظر در وابستگی بیان برای معیاری عنوان به است، متقابل اطلاع

تابع برآورد برای مختلفی ناپارامتری روش های از معیار این برآورد برای آن ها و است مفصل چگالی تابع

کردند. استفاده مفصل چگالی

تابع برآورد استاندارد روش های ،[٠, ٢[١ بازه در مفصل چگالی تابع تکیه گاه بودن محدود به توجه با

مفصل چگالی تابع برآورد برای مرزها نزدیکی در به ویژه مناسبی دقت هسته تابع برحسب متغیره دو چگالی

مقدار استاندارد، روش های از حاصل برآوردگر های که دادند نشان (٢٠٠۶) همکاران و چارپنتیر ندارند.

تابع برآورد است ممکن نتیجه در و می دهد قرار واحد مربع از خارج را احتمال چگالی از توجهی قابل
1Cramer-von Mises
2Kullback-Leibler
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به که مشکلات این حل برای نباشد. [٠, ٢[١ بازه در چگالی تابع یک استاندارد روش به مفصل چگالی

آینه١، انعکاس جمله از هسته تابع برحسب را ناپارامتری روش های برخی است، معروف مرزی مشکلات

شد. پیشنهاد (٢٠٠۶) همکاران و چارپنتیر توسط بتا٣ هسته و پروبیت٢ تبدیل

و دارد بهتری عملکرد پروبیت تبدیل روش ناپارامتری، روش های بین در که داد نشان (٢٠١۴) ناگلر

عملکرد به منجر نامتناهی  ضرب های مشکل اما کرد، خواهد رفع را مفصل چگالی تابع برآورد مرزی مشکلات

اصلاح شده روش (٢٠١۵) وو و ون مشکلات، این به توجه با شد. خواهد مرزها نزدیکی در آن ضعیف

روش یک (٢٠١٧) همکاران و جیننس کرده اند. معرفی مفصل چگالی تابع برآورد برای را پروبیت تبدیل

کردند. معرفی (LLPT ) ۴ موضعی درستنمایی پروبیت تبدیل عنوان با دیگر شده اصلاح پروبیت تبدیل

روش و (٢٠١٣ ، همکاران و (بوزمارنی برنشتاین روش ،(٢٠٠٩ ، همکاران و (جنست موجک روش  بعلاوه

یک (٢٠١٨) ناگلر است. شده بررسی مفصل چگالی تابع برآورد برای (٢٠١٣ ، چلاس و (کایرمن اسپلاین

بسته در را لازم کدهای و است داده انجام مفصل چگالی تابع برآورد مختلف روش های بین جامع مقایسه

پارامتر برآورد با دوم درجه از LLPT روش که داد نشان او است. داده قرار R افزار نرم در kdecopula

با مقایسه در بهتری عملکرد دارای وابستگی مختلف سطوح در همسایگی نزدیک ترین روش به هموارسازی

است. بررسی مورد روش های سایر

هستند مفصل چگالی تابع برحسب که هلینجر و جفری وابستگی معیارهای برآورد برای مقاله، این در

بازنویسی هلینجر و جفری وابستگی اندازه های مقاله نویسندگان شد. خواهد استفاده LLPT روش از

موجب بازنویسی این کرده اند. برآورد LLPT روش از استفاده با را مفصل چگالی تابع برحسب شده

و توام چگالی توابع برآورد جای به اندازه ها این برآورد در زیرا می شود، برآورد سهولت و دقت افزایش

پیوسته متغیره دو حالت فقط کار سهولت برای شود. برآورد مفصل چگالی تابع تنها کافیست حاشیه ای ها

روش بررسی به ٣ بخش است. مفصل تابع از نیاز مورد مفاهیم بر کوتاه مروری ٢ بخش شد. خواهد بررسی

روش معرفی به ۴ بخش است. یافته اختصاص مفصل چگالی تابع برآورد برای شده اصلاح پروبیت تبدیل

سازگاری و پرداخته هلینجر و جفری واگرایی اندازه های براساس مبنا مفصل وابستگی اندازه های برآورد

شده ارائه بررسی مورد برآوردگرهای دقت مقایسه برای عددی نتایج ۵ بخش در است. شده مطالعه آن ها

است. مقاله این دیگر نتایج از مبنا مفصل وابستگی اندازه های براساس هیدرولوژی داده های تحلیل است.

1Mirror-reflection
2Probit transformation
3Beta kernel
4Local Likelihood Probit Transformation
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مفصل تابع ٢

، (اسکلار می کند بیان را متغیره یک حاشیه ای توزیع های و متغیره چند توزیع بین ارتباط مفصل تابع

باشند، F توأم توزیع تابع و FY و FX توزیع توابع با ترتیب به تصادفی متغیر دو Y و X اگر .(١٩۵٩

طوری که به دارد وجود C مفصل تابع آنگاه

F (x, y) = C(FX(x), FY (y)), x, y ∈ R. (١)

پیوسته مطلقا C مفصل تابع صورتی که در است. فرد به منحصر C آن گاه باشند، پیوسته FY و FX اگر

صورت به (c) مفصل چگالی تابع و (f) توام چگالی تابع بین ارتباط باشد،

f(x, y) = c(FX(x), FY (y))fX(x)fY (y), x, y ∈ R, (٢)

هستند. Y و X حاشیه ای چگالی توابع ترتیب به fY و fX آن در که می آید، بدست

اعضاء پرکاربرد ترین از برخی برای (τ) τ-کندال همبستگی ضریب و پارامتر فضای ،١ جدول در

تابع D١(θ) = ١
θ

∫ θ
٠

t
et−١dt ١ آن در که است، شده ارائه بیضوی و ارشمیدسی مفصل های خانواده

استاندارد نرمال توزیع معکوس Φ−١ و ρ همبستگی پارامتر با متغیره دو استاندارد نرمال توزیع Φ٢ دبای،

درجه با استاندارد تی توزیع معکوس t−١
ν و ρ همبستگی پارامتر با متغیره دو استاندارد تی توزیع t٢,ν و

مفصل توابع و ارشمیدسی خانواده اعضاء از فرانک و گامبل-هوگارد کلیتون، مفصل توابع است. ν آزادی

C مفصل تابع با تصادفی متغیر دو بین τ-کندال ضریب هستند. بیضوی خانواده اعضاء از تی و گاوسی

.(٢٠١۴ ، (جو می آید بدست τ = ۴
∫
[٠,١]٢ C(u, v)dC(u, v)− ١ رابطه توسط

بیضوی و ارشمیدسی مفصل توابع مهم ترین از برخی .١ جدول

τ-کندال پارامتر فضای C(u, v) مفصل
θ

θ+٢ θ ∈ (−١,+∞)− {٠} (u−θ + v−θ − ١−(١/θ کلیتون
θ−١
θ

θ ∈ [١,+∞) exp
{
−

[
(− lnu)θ + (− ln v)θ

]١/θ} گامبل-هوگارد

١ + ۴
θ
(D١(θ)− ١) θ ∈ (−∞,+∞)− {٠} −١

θ
log

{
١ +

(e−uθ−١)(e−vθ−١)
e−θ−١

}
١ فرانک

٢
π
arcsin(ρ) ρ ∈ [−١+,١] Φ٢(Φ−١(u),Φ−١(v); ρ) ٢ گاوسی

٢
π
arcsin(θ) ρ ∈ [−١+,١], ν > ١ t٢,ν(t

−١
ν (u), t−١

ν (v); ρ) ٣ تی
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مفصل چگالی تابع برآورد ٣

هسته روش از استفاده با کلی حالت در باشد. دلخواه تصادفی نمونه یک (Xi, Yi)i=١,...,n کنید فرض

صورت به را مفصل چگالی تابع برای ساده برآورد یک می توان

ĉn(u, v) =
١
n

n∑
i=١

Kbn(u− Ũi)Kbn(v − Ṽi), (u, v) ∈ [٠, ٢[١, (٣)

،(٣) در همچنین است. باند پهنای bn و هسته تابع K(·) ،Kbn(·) =
K(·)
bn

آن در که گرفت نظر در

گرفته نظر در مشاهدات شبه عنوان به Ṽi = nF̂Y (yi)/(n+١) و Ũi = nF̂X(xi)/(n+١) مقادیر

برآوردگر هستند. Y و X تصادفی متغیرهای برای تجربی توزیع توابع ترتیب به F̂Y و F̂X و می شوند

تکیه گاه تغییر با را مشکلات این که است رویکردی پروبیت تبدیل روش و است مرزی مشکلات دارای (٣)

کرد. خواهد برطرف R٢ به مفصل چگالی تابع محدود

حاصل بردار باشند. C متغیره دو مفصل از تصادفی نمونه ای (Ui, Vi)i=١,...,n بردار کنید فرض

بردار یک ،(Ŝi, T̂i) = (Φ−١(Ũi),Φ
−١(Ṽi)) صورت به مشاهدات شبه بردار روی پروبیت تبدیل از

استاندارد نرمال توزیع چندک تابع Φ که است استاندارد نرمال های حاشیه ای و C مفصل تابع با تصادفی

صورت به می توان را پروبیت تبدیل روش به مفصل چگالی تابع برآورد ،(٢) به توجه با است.

ĉ(PT )
n (u, v) =

f̂n(Φ
−١(u),Φ−١(v))

ϕ(Φ−١(u))ϕ(Φ−١(v))
, (u, v) ∈ (٠, ٢(١, (۴)

چگالی تابع برآورد برای استاندارد روش یک است. استاندارد نرمال چگالی تابع ϕ آن در که گرفت، نظر در

صورت به می توان را هسته تابع مبنای بر (۴) در f̂n متغیره دو

f̂n(s, t) =
١

n|HST |
١
٢

n∑
i=١

K
[
H− ١

٢
ST

(s− Ŝi

t− T̂i

)]
, (۵)

است. هموارسازی ماتریس HST و متغیره دو هسته تابع یک K : R٢ → R آن در که نوشت،

روش از مشکل این حل برای است. مرزها نزدیکی در نامتناهی  ضرب های مشکل دارای (۴) برآوردگر

لگاریتم روی چندجمله ای یک ،(۵) در هسته استاندارد برآوردگر جای به آن در که می شود، استفاده LLPT
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(s, t) دلخواه بردار کنید فرض می شود. داده برازش موضعی صورت به یافته تبدیل داده های چگالی تابع

را موضعی درستنمایی دوم درجه لگاریتم برآورد (١٩٩۶) لوادر باشد. (s, t) به نزدیک (s′, t′) و R٢ در

صورت به ،(Ŝi, T̂i)i=١,··· ,n شده تبدیل نمونه شبه براساس

log f(s′, t′) = a٢,٠(s, t) + a٢,١(s, t)(s
′ − s) + a٢,٢(s, t)(t

′ − t)

+ a٢,٣(s, t)(s
′ − s)٢ + a٢,۴(s, t)(t

′ − t)٢ + a٢,۵(s, t)(s
′ − s)(t′ − t)

≡ Pa٢(s
′ − s, t′ − t),

درستنمانی ماکسیمم مساله حل از a٢(s, t) ≡ (a٢,٠(s, t), · · · , a٢,۵(s, t)) بردار آن در که کرد، تعریف

صورت به وزنی

â٢(s, t) = arg max
a٢

{ n∑
i=١

K
(
H− ١

٢
ST

(s− Ŝi

t− T̂i

))
Pa٢(Ŝi − s, T̂i − t)

− n

∫
R٢

K
(
H− ١

٢
ST

(s− s′

t− t′

))
exp

(
Pa٢(s

′ − s, t′ − t)
)
ds′dt′

}
.

نتیجه در بود. خواهد f̃p(s, t) = exp{â٢(s, t)} با ,f(sبرابر t) تابع برآورد بنابراین می شود. حاصل

برابر دوم درجه از LLPT روش به مفصل چگالی تابع برآورد

ĉ(LLPT )
n (u, v) =

f̃p(Φ−١(u),Φ−١(v))

ϕ(Φ−١(u))ϕ(Φ−١(v))
, (u, v) ∈ [٠, ٢[١. (۶)

هموارسازی پارامتر بهینه برآورد دقت به وابسته ،(۶) از استفاده با مفصل چگالی تابع برآورد دقت است.

پارامتر برآورد برای دوم توانهای کمترین متقابل اعتبارسنجی و همسایگی نزدیکترین روش از که است

برآوردگر واریانس و اریبی مقادیر پیشنهادی، وابستگی معیارهای سازگاری بررسی برای است. هموارسازی
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(٢٠١٧ ، همکاران و (جیننس صورت به که است نیاز مورد (۶)

Bias
(
ĉ(LLPT )
n (u, v)

)
= −b

۴
n

٨
c(u, v)

ϕ(Φ−١(u))ϕ(Φ−١(v))

{∂۴g

∂x۴ +
∂۴g

∂y۴ + ٢
∂۴g

∂x٢∂y٢

+ ۴
(∂٣g

∂x٣
∂g

∂x
+
∂٣g

∂y٣
∂g

∂y
+

∂٣g

∂x٢∂y

∂g

∂y
+

∂٣g

∂x∂y٢
∂g

∂x

)}
(x, y) + o(b۴

n), (٧)

V ar
(
ĉ(LLPT )
n (u, v)

)
=

۵
٨πnb٢

n

c(u, v)

ϕ(Φ−١(u))ϕ(Φ−١(v))
+ o

( ١
nb٢

n

)
. (٨)

و x = Φ−١(u) ،g(x, y) = log c(Φ(x),Φ(y)) + log ϕ(x) + log ϕ(y) آن در که است،

.y = Φ−١(v)

مبنا مفصل وابستگی اندازه های ۴

بین فاصله محاسبه برای هلینجر و جفری کولبک-لیب لر، واگرایی اندازه های اندازه برای متفاوتی معیارهای

صورت به ترتیب به f٢ و f١ پیوسته احتمال چگالی تابع دو

KLD(f١|f٢) =

∫
R
f١(x) log

f١(x)

f٢(x)
dx, (٩)

JD(f١|f٢) =

∫
R

(
f١(x)− f٢(x)

)(
log f١(x)− log f٢(x)

)
dx, (١٠)

HD(f١|f٢) =

∫
R

(√
f١(x)−

√
f٢(x)

)٢
dx. (١١)

تصادفی متغیر دو توام چگالی تابع بین واگرایی اندازه های .(١٩۵١ ، لیب لر و (کولبک شده اند تعریف

گرفت. نظر در وابستگی معیارهای عنوان به می توان را آن ها حاشیه ای چگالی توابع حاصلضرب و پیوسته

باشند. C متناظر مفصل تابع و FY و FX حاشیه ای توزیع های با تصادفی بردار یک (X,Y ) کنید فرض
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صورت به (٢٠١١) سان و ما توسط مبنا مفصل کولبک-لیب لر وابستگی اندازه ،(٩) و (٢) به توجه با

KLD(c) ≡ KLD(f |fXfY ) =
∫
[٠,١]٢

c(u, v) log(c(u, v)) dudv (١٢)

توسط (٢) رابطه از استفاده با مبنا مفصل هلینجر و جفری وابستگی  اندازه  های مشابه، طور به شد. معرفی

صورت به (٢٠١٠) امینی و برزادران محتشمی

JD(c) ≡ JD(f |fXfY ) =
∫
[٠,١]٢

(c(u, v)− ١) log(c(u, v)) dudv, (١٣)

HD(c) ≡ HD(f |fXfY ) =
∫
[٠,١]٢

(
√
c(u, v)− ٢(١dudv. (١۴)

است. شده معرفی

چگالی تابع ،c مفصل چگالی تابع ،C مفصل توزیع تابع با تصادفی متغیر دو Y Xو کنید فرض .١ گزاره

معرفی وابستگی اندازه های اینصورت، در باشند. fY و fX ترتیب به حاشیه ای چگالی توابع و f توام

هستند. پایا (صعودی) نزولی تبدیلات تحت (١۴) و (١٣) در شده

قضیه از استفاده با باشند، Y و X تصادفی متغیرهای روی دلخواه نزولی تبدیل دو β و α اگر برهان:

و Cα(X),Y (u, v) = v−CX,Y (١−u, v) روابط C مفصل تابع برای ،(٢٠٠٧) نلسن در ٢ · ۴ · ٣

مفصل چگالی تابع برای است. برقرار Cα(X),β(Y )(u, v) = u+ v − ١ −CX,Y (١ − u, ١ − v)

برقرار cα(X),β(Y )(u, v) = cX,Y (١ − u, ١ − v) و cα(X),Y (u, v) = cX,Y (١ − u, v) روابط

بنابراین است.

JDα(X),Y (c) =

∫
[٠,١]٢

(cα(X),Y (u, v)− ١) log(cα(X),Y (u, v)) dudv

=

∫
[٠,١]٢

(c(z, v)− ١) log(c(z, v)) dzdv

= JDX,Y (c),
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مشابه، استلالی با است. برقرار ١ − u = z متغیر تغییر با دوم تساوی آن در که

JDα(X),β(Y )(c) =

∫
[٠,١]٢

(cα(X),β(Y )(u, v)− ١) log(cα(X),β(Y )(u, v))dudv

=

∫
[٠,١]٢

(c(z, w)− ١) log(c(z, w)) dzdw

= JDX,Y (c),

نتایج این می توان مشابه طور به است. برقرار ١−v = w و ١−u = z متغیر تغییر با دوم تساوی آن در که

صعودی تبدیل دو β و α اگر آورد. بدست مفصل چگالی تابع برحسب هلینجر وابستگی اندازه برای را

و Cα(X),Y (u, v) = CX,Y (u, v) این که از آنگاه باشند، Y و X تصادفی متغیرهای روی دلخواه

می شود. کامل برهان مشابه استدلالی با ،Cα(X),β(Y )(u, v) = CX,Y (u, v)

پارامتر با دومتغیره گاوسی مفصل از (X,Y ) تصادفی بردار اگر (٢٠٠۶ ، زاگرافوس و (میچز .١ مثال

آنگاه باشند، ρ وابستگی

KLD(c) = −١
٢
log(١ − ρ٢), (١۵)

JD(c) =
١

١ − ρ٢ − ١, (١۶)

HD(c) = ٢
(
١ − ٢

(١ − ρ٢)
١
۴

(۴ − ρ٢)
١
٢

)
. (١٧)

اندازه های هستند. صعودی ρ به نسبت ،ρ مثبت مقادیر برای و صفر برابر ρ = ٠ ازای به اندازه ها این

T (x) = ١ − صعودی اکیدا تبدیل از استفاده با دارند. قرار [٠,∞) بازه در (١٧)-(١۵) وابستگی

نمایش برای می شوند. محاسبه استاندارد وابستگی اندازه های ،T : [٠,∞) → [٠, ١] آن در که e−٢x

نمادهای از ترتیب به مفصل تابع حسب بر هلینجر و جفری کولبک-لیب لر، استاندارد وابستگی معیار

مختلف مقادیر به نسبت وابستگی معیارهای رفتار می شود. HD∗(c)استفاده و JD∗(c) ،KLD∗(c)

همانطور است. شده رسم ١ شکل در غیراستاندارد و استاندارد حالت در گاوسی مفصل برای ρ پارامتر

وابستگی اندازه های مقادیر ،(ρ پارامتر مطلق قدر (افزایش وابستگی شدت افزایش با می شود ملاحظه که

ρ = ٠ به ازای و است صفر برابر وابستگی اندازه  سه هر مقدار کمترین و می یابد افزایش (١٧)-(١۵)
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(ب) (الف)
استاندارد ب- و الف-غیراستاندارد حالت در ρ پارامتر با گاوسی مفصل برای وابستگی اندازه های .١ شکل

است ١ شکل در وابستگی اندازه های بین در وابستگی انداز تنها هلینجر وابستگی اندازه می شود. حاصل

اعمال از پس وابستگی معیارهای ترتیب همچنین می کند. اندازه گیری را (ρ = ±١) خطی وابستگی که

مطالعه براساس است. شده یک عدد برابر آن ها مقدار ماکسیمم و است نکرده تغییر T (x) استاندارد تبدیل

اندازه های به نسبت بهتری عملکرد هلینجر وابستگی اندازه می رود انتظار ،(٢٠٠۶) زاگرافوس و میچز

همچنین و می کند اختیار آن ها به نسبت کمتری مقایر زیرا باشد، داشته کولبک- لیب لر و جفری وابستگی

است. متناهی غیراستاندارد حالت در آن ماکسیمم مقدار

وابستگی اندازه های ناپارامتری برآورد ۴ .١

جایگذاری با را کولبک-لیب لر وابستگی اندازه  گشتاوری برآورد ،(Ui, Vi)i=١,··· ,n تصادفی نمونه  برای

صورت به می توان (١٢) در LLPT روش به مفصل چگالی تابع برآورد

K̂LD(c) =
١
n

n∑
i=١

log(ĉ(LLPT )(Ũi, Ṽi)). (١٨)
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برآورد جایگذاری با هلینجر و جفری وابستگی اندازه های گشتاوری برآوردگرهای مشابه، طور به کرد. ارائه

به صورت (١۴) و (١٣) در LLPT روش به مفصل چگالی تابع

ĴD(c) =
١
n

n∑
i=١

(١ − ١
ĉ(LLPT )(Ũi, Ṽi)

) log(ĉ(LLPT )(Ũi, Ṽi)), (١٩)

ĤD(c) =
١
n

n∑
i=١

(
١ − ١√

ĉ(LLPT )(Ũi, Ṽi)

)٢
. (٢٠)

برآورد سازگاری خاصیت است. مشاهدات شبه بردار (Ũi, Ṽi)i=١,··· ,n آن در که می شوند، معرفی

برآوردگرهای دوم مرتبه سازگاری اکنون است. شده اثبات (١٩٧۶) لین و احمد توسط آنتروپی ناپارامتری

می گردد. اثبات ٢ گزاره در (٢٠) و (١٩)

مفصل چگالی تابع و C مفصل توزیع تابع با تصادفی نمونه یک (Ui, Vi)i=١,··· ,n کنید فرض .٢ گزاره

و E(c(U, V )) < ∞ شرایط همچنین و n → ∞ که هنگامی nbn → ∞ ،bn → ٠ اگر باشد. c

آنگاه باشند، برقرار E(c(U, V )٢) <∞

. E
(
ĴD(c)− JD(c)

)٢ −→ ٠ ،n→ ∞ که هنگامی الف)

. E
(
ĤD(c)−HD(c)

)٢ −→ ٠ ،n→ ∞ که هنگامی ب)

و I = [٠, ١] ،ĉ(LLPT )
n ≡ ĉ کنید فرض الف) برهان:

JD(c) =

∫
I٢

(
١ − ١

c(u, v)

)
log(c(u, v))dC(u, v), (٢١)

ĴD(c) =

∫
I٢

(
١ − ١

ĉ(u, v)

)
log(ĉ(u, v))dCn(u, v), (٢٢)

θ(c) =

∫
I٢

(
١ − ١

c(u, v)

)
log(c(u, v))dCn(u, v). (٢٣)
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نوشت، می توان مینکوفسکی نامساوی از استفاده با

E
(
ĴD(c)− JD(c)

)٢
= E

[(
ĴD(c)− θ(c)

)
+
(
θ(c)− JD(c)

)]٢

≤
[
E١/٢(ĴD(c)− θ(c)

)٢
+ E١/٢(θ(c)− JD(c)

)٢[٢

=
(
P

١/٢
١ + P

١/٢
٢

)٢
.

جایگذاری با .Pi → ٠ شود، داده نشان i = ١, ٢ ازای به کافیست الف قسمت سازگاری برای بنابراین

برای g(ĉ(u, v)) = (١ − ١
ĉ(u,v)) log(ĉ(u, v)) تابع تیلور بسط از استفاده با و P١ در (٢٣) و (٢٢)

نوشت، می توان c(u, v) نقطه در ،V = v و U = u ثابت مقادیر

P١ = E
[ ∫

I٢

(
(١ − ١

ĉ(u, v)
) log(ĉ(u, v))− (١ − ١

c(u, v)
) log(c(u, v))

)
dCn(u, v)

]٢

= E
[ ∫

I٢

(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)
(ĉ(u, v)− c(u, v))dCn(u, v) + o(b۴

n)
]٢

= E
[ ١
n

n∑
i=١

(c(Ui, Vi)− ١ + log(c(Ui, Vi))

c٢(Ui, Vi)

)
(ĉ(Ui, Vi)− c(Ui, Vi)) + o(b۴

n)
]٢

=
١
n٢E

[ n∑
i=١

(c(Ui, Vi)− ١ + log(c(Ui, Vi))

c٢(Ui, Vi)

)٢(
ĉ(Ui, Vi)− c(Ui, Vi)

)٢]

+
١
n٢E

[ n∑
i,j=١
i ̸=j

(c(Ui, Vi)− ١ + log(c(Ui, Vi))

c٢(Ui, Vi)

)(c(Uj , Vj)− ١ + log(c(Uj , Vj))

c٢(Uj , Vj)

)
×
(
ĉ(Ui, Vi)− c(Ui, Vi)

)(
ĉ(Uj , Vj)− c(Uj , Vj)

)]
+ o(b٨

n)

= A١ +A٢ + o(b٨
n).

ĉ(Ui, Vi) همتوزیعی به توجه با می شود. محاسبه جداگانه صورت به A٢ و A١ عبارات از یک هر اکنون
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نوشت، می توان i = ١, · · · , n برای

A١ =
١
n
E
[(c(U, V )− ١ + log(c(U, V ))

c٢(U, V )

)٢(
ĉ(U, V )− c(U, V )

)٢]
=

١
n
E(U,V )

{
Eĉ

[(c(U, V )− ١ + log(c(U, V ))

c٢(U, V )

)٢(
ĉ(U, V )− c(U, V )

)٢|U, V
]}

=
١
n

∫
I٢
Eĉ

[(c(U, V )− ١ + log(c(U, V ))

c٢(U, V )

)٢

×
(
ĉ(U, V )− c(U, V )

)٢|U = u, V = v
]
c(u, v)dudv.

داریم، (u, v) ∈ I٢ هر برای (٨) و (٧) به توجه با

Eĉ

[(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
ĉ(u, v)− c(u, v)

)٢]
=

(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢
Eĉ

(
ĉ(u, v)− c(u, v)

)٢

=
(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
V arĉ(ĉ(u, v)) +Bias٢

ĉ(ĉ(u, v))
)

=
(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
O(

١
nb٢

n

) +O(b۴
n)
)
−→ ٠, n→ ∞.

علاوه براین،

Eĉ

[(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
ĉ(u, v)− c(u, v)

)٢]
c(u, v)

≤
(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
V arĉ(ĉ(u, v)) + E٢

ĉ(ĉ(u, v)) + c٢(u, v)
)
c(u, v)

≤
(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢(
O(

١
nb٢

n

) + ٢c٢(u, v) +O(b۴
n) + c٢(u, v)

)
c(u, v)

−→ ٣c٣(u, v)
(c(u, v)− ١ + log(c(u, v))

c٢(u, v)

)٢
, n→ ∞.

،n → ∞ که هنگامی این صورت در است. کراندار بالا از و صفر به همگرا A١ انتگرال زیر تابع بنابراین
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آمده بدست نتایج به توجه با گرفت. نتیجه می توان را A١ −→ ٠ ،١ تسلطی همگرایی قضیه از استفاده با

نوشت، می توان A٢ برای کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده و A١ برای

A٢ ≤
١
n٢n(n− ١)(

√
A١)

٢ −→ ٠, n→ ∞.

به توجه با طرفی از است. برقرار P١ −→ ٠ نتیجه در و A٢ −→ ٠ ،n → ∞ که هنگامی بنابراین

نوشت، می توان P٢ برای (٢٣) و (٢١)

P٢ = E
( ١
n

n∑
i=١

(١ − ١
c(Ui, Vi)

) log(c(Ui, Vi))

−
∫
I٢
(١ − ١

c(u, v)
) log c(u, v)dC(u, v)

)٢

=
١
n
V ar

(
(١ − ١

c(U, V )
) log c(U, V )

)
= O(

١
n
).

می شود. کامل اثبات و P٢ −→ ٠ ،n→ ∞ که هنگامی نتیجه در

است. ارائه قابل الف قسمت اثبات مشابه روشی به قسمت این اثبات ب)

شبیه سازی مطالعه ۵

نرم افزار در kdecopula و copula بسته های از استفاده و مونت-کارلو شبیه سازی کمک به بخش این در

میانگین و اریبی معیارهای اساس بر ۴ .١ بخش در شده ارائه وابستگی معیارهای برآوردگرهای دقت ،R

هلینجر و جفری کولبک-لیب لر، برآوردگرهای دقت می گیرند. قرار ارزیابی مورد (MSE) خطا توان دوم

شدت   با (١٠ و ٣ آزادی درجات (با تی و گاوسی فرانک، گامبل-هوگارد، کلیتون، مفصل توابع برای

با (n = ٢٠, ۵٠, ١٠٠) مختلف نمونه های حجم در و (τ = ٠٫٢, ٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫٨) متفاوت وابستگی های 

می شوند. شامل را وابستگی مختلف سطوح شده، گرفته نظر در مفصل توابع می شوند. مقایسه یکدیگر

برای شبیه سازی تکرار مرتبه ١٠٠٠ مبنای بر ĴD و ĤD ،K̂LD برآوردگرهای دقت ارزیابی نتایج

آزادی درجات با تی و گاوسی مفصل های برای و ٢ جدول در فرانک و گامبل-هوگارد کلیتون، مفصل های

هستند، سازگار برآوردگر سه هر که می دهد نشان جداول این نتایج است. شده ارائه ٣ جدول در ١٠ و ٣
1Dominated Convergence Theorem
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فرانک و گامبل-هوگارد کلیتون، مفصل های برای وابستگی اندازه های MSE و اریبی .٢ جدول
MSE اریبی

τ = ٠٫٨ τ = ٠٫۶ τ = ٠٫۴ τ = ٠٫٢ τ = ٠٫٨ τ = ٠٫۶ τ = ٠٫۴ τ = ٠٫٢ برآوردگر n مفصل
٠٫٠۴٨١ ٠٫٠۴۵٨ ٠٫٠٣٨٧ ٠٫٠٣٢٩ ٠٫٠٩۴٧ ٠٫١١١٢ ٠٫١٣۴٨ ٠٫١۴٩۵ K̂LD

٢٠٠٫٠١۶۴ ٠٫٠١٣۴ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫٠٠٧١ ٠٫٠٨٢١ ٠٫٠۴٢٩ ٠٫٠٣۵١ ٠٫٠۵۴۵ ĤD

٢٫۴۶۵۶ ١٫٩۶٢٣ ٠٫٠٢١٢ ٠٫٠١٧٩ −۵٫۵۵١۶ −١٫۵۶٨١ −٠٫٣٢۵۵ −٠٫٠٨٢٣ ĴD

٠٫٠٢٨۴ ٠٫٠٢۴٩ ٠٫٠١٩۶ ٠٫٠١۵٩ ٠٫٠٢٨١ ٠٫٠۶۵۵ ٠٫٠٨٣١ ٧٠٫٠٩٩ K̂LD
۵٠

کلیتون
٠٫٠١۶١ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠٠۵۵ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١١٨ ٠٫٠٣٨١ ٠٫٠٣٢٧ ٠٫٠۴٠٨ ĤD

٢٫١۶۵٩ ١٫٨۶۵٣ ٠٫١٠٨١ ٠٠٨۵ .٠ −٣٫١۶٧٠ −١٫٣۴۵٧ −٠٫٢۶۴٠ −٠٫٠۵٩٠ ĴD

٠٫٠١۴۴ ٠٫٠١١١ ٠٫٠٠٧٩ ٠٫٠٠۵۵ −٠٫٠٠٢٠ ٠٫٠٣٠۴ ٠٫٠۴۵٧ ٠٫٠۵۵٩ K̂LD
١٠٠٠٫٠١۵۶ ٠٫٠٠٩٨ ٠٫٠٠۴٢ ٠٫٠٠١٩ ٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٢٠٣ ٠٫٠٢١٠ ٠٫٠٣١٩ ĤD

٢٫٠۶١۶ ١٫۶۵٣٩ ٠٫٠٩٠٩ ٠٫٠٠۴١ −١٫٩٨١۶ −١٫١۵٨۴ −٠٫٢٢۴١ −٠٫٠۴٧۶ ĴD

٠٫٠۵۵٢ ٠٫٠۴٧٩ ٠٫٠۴١١ ٠٫٠٣٢٧ ٠٫١١٧۶ ٠٫١٢۶۶ ٠٫١۴۴۵ ٠٫١۵۴٨ K̂LD
٢٠٠٫٠۴١۶ ٠٫٠١٢٩ ٠٫٠١٢٠ ٠٫٠٠٧٧ ٠٫١٠٠۶ ٠٫٠۶٨٢ ٠٫٠۵٩٣ ٠٫٠۵٩۵ ĤD

١٫۴۶٣۶ ٠٫٧٧٨٢ ٠٫٠٣۵٢ ٠٫٠٢١٧ −٣٫۶۴۵۴ −٠٫٨٣۵٣ −٠٫١۴۶۴ −٠٫٠٨١۵ ĴD

٠٫٠٣٠٩ ٠٫٠٢۵٧ ٠٫٠٢١۴ ٠٫٠١۶٠ ٠٫٠٧۶٢ ٠٫٠٨۴۴ ٠٫٠٩٢١ ٠٫١٠٢٣ K̂LD
۵٠

گامبل-هوگارد
٠٫٠٢۶١ ٠٫٠١٢٢ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠٠٣۶ ٠٫٠۶٣٠ ٠٫٠۴٢۶ ٠٫٠۵۶٣ ٠٫٠۴۴۶ ĤD

١٫١٩۴٩ ٠٫٧٠۵۴ ٠٫٠۴۶١ ٠٫٠٠٨۵ −٢٫۴٩٨١ −٠٫٨٠١٩ −٠٫١۴٩١ −٠٫٠۵١۴ ĴD

٠٫٠١٣۵ ٠٫٠١٠٩ ٠٫٠٠٨١ ٠٫٠٠۵۶ ٠٫٠٣٠۴ ٠٫٠۴٣٣ ٠٫٠۵٠٩ ٠٫٠۵٧٧ K̂LD
١٠٠٠٫٠١۶٢ ٠٫٠١١٣ ٠٫٠٠٨٠ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠۵٩٢ ٠٫٠٢٣١ ٠٫٠٢٧٠ ٠٫٠٣۵١ ĤD

٠٫٩١۵۶ ٠٫۵٣١٨ ٠٫٠٣٢۶ ٠٫٠٠۴٣ −١٫٩۴۶۴ −٠٫۶۶٧٩ −٠٫١٢۴٢ −٠٫٠۴٠۶ ĴD

٠٫٠۴٢٢ ٠٫٠٣٩٩ ٠٫٠٣٨۴ ٠٫٠٣٢٠ ٠٫١١۵۴ ٠٫١٣۵١ ٠٫١۴۶٠ ٠٫١۵۴۶ K̂LD
٢٠٠٫٠٣٣١ ٠٫٠١٩٧ ٠٫٠١٢٩ ٠٫٠٠٧٧ ٠٫١٠٧١ ٠٫٠٨۶٢ ٠٫٠۶۵٧ ٠٫٠۶٠١ ĤD

١٫١۵۶۴ ٠٫۵٩٨۵ ٠٫٠٣٢۶ ٠٫٠٢٠۵ −۶٫١۵۶٣ −٠٫٧٣١۶ −٠٫١٠٠۶ −٠٫٠٧١٣ ĴD

٠٫٠٢٩۵ ٠٫٠٢٠١ ٠٫٠١٩١ ٠٫٠١۵٩ ٠٫٠٨٧٧ ٠٫٠٩٠٢ ٠٫١٠١۴ ٠٫١٠۴٠ K̂LD
۵٠

فرانک
٠٫٠١٢۵ ٠٫٠٠٩٧ ٠٫٠٠۶٨ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٨٠١ ٠٫٠٧۵٨ ٠٫٠۵٣١ ٠٫٠۴٣٢ ĤD

٠٫٩١۵۶ ٠٫۵٣٩٧ ٠٫٠٣١٠ ٠٫٠٠٧٩ −۴٫٧٩۶١ −٠٫٧٠٣٠ −٠٫٠٩۵٧ ٠٫٠۵١٨ ĴD

٠٫٠٠٩١ ٠٫٠٠٨۴ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫٠٠۵۴ ٠٫٠٢۴٢ ٠٫٠۴٩۶ ٠٫٠۵٨۴ ٠٫٠۵٩۴ K̂LD
١٠٠٠٫٠١٠۴ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠٠۶٩ ٠٫٠٠١٩ ٠٫٠٧١٣ ٠٫٠۶۴۵ ٠٫٠۴۴٢ ٠٫٠٣٣٢ ĤD

٠٫٨۴١۶ ٠٫۴٠٣٠ ٠٫٠٢١۴ ٠٫٠٠٣٨ −٢٫٩۴٨١ −٠٫۵٧١۶ −٠٫٠٨٨١ −٠٫٠۴٠٢ ĴD

سه هر برای MSE و اریبی مقادیر نمونه حجم افزایش با شده، گرفته نظر در مفصل های تمامی برای زیرا

توان دوم میانگین مقدار ،(τ) وابستگی شدت افزایش با می یابد. افزایش دقت میزان و کاهش برآوردگر

ضعیف وابستگی شدت در یا (n ≤ ۵٠) متوسط و کم نمونه حجم در کلی، طور به می کند. پیدا افزایش خطا

برآوردگردها دو از بهتر مراتب به هلینجر وابستگی اندازه  برای شده معرفی برآوردگر عملکرد ،(τ < ٠٫۵)

جفری برآوردگر از بهتر هلینجر برآوردگر عملکرد شده، گرفته نظر در حالات تمامی در همچنین است. دیگر

وابستگی شدت سطوح تمامی ازای به هلینجر وابستگی اندازه های ،۵٠ و ٢٠ نمونه های حجم در است.
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١٠ و  ٣ آزادی درجات  با تی و گاوسی مفصل های برای وابستگی اندازه های MSE و اریبی .٣ جدول
MSE اریبی

τ = ٠٫٨ τ = ٠٫۶ τ = ٠٫۴ τ = ٠٫٢ τ = ٠٫٨ τ = ٠٫۶ τ = ٠٫۴ τ = ٠٫٢ برآوردگر n مفصل
٠٫٠۵٠۴ ٠٫٠۴١٨ ٠٫٠٣۶۵ ٠٫٠٣٢١ ٠٫١٢١٢ ٠٫١٣٠۵ ٠٫١٣٨٣ ٠٫١۵١٣ K̂LD

٢٠٠٫٠۴۴٧ ٠٫٠٢١٢ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠۶٧ ٠٫١١٢٣ ٠٫٠۴۴٣ ٠٫٠۴١٧ ٠٫٠۵۴٠ ĤD

٣٫١٢۶۴ ١٫٧۴١٩ ٠٫٠۶٧٧ ٠٫٠٢٠٢ −٢٫۶١۵۴ −١٫٣٠٠٣ −٠٫١٩٣٧ −٠٫٠۶٢٣ ĴD

٠٫٠٢۵٣ ٠٫٠٢١٩ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠١۵٢ ٫٠٧٩٨٠ ٠٫٠٨٣۶ ٠٫٠٩۴٣ ٠٫١٠١٨ K̂LD
۵٠

گاوسی
٠٫٠١۶٩ ٠٫٠٠٨١ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٠٠٣١ ٠٫٠۶۶٠ ٠٫٠٣۵۵ ٠٫٠٣٨۴ ٠٫٠۴٠٣ ĤD

٣٫٠۵۶٩ ١٫٧٠٠٩ ٠٫٠۵٩٣ ٠٫٠٠٧۴ −١٫٧٨۴١ −١٫٢٨۶۴ −٠٫١٧٣٩ −٠٫٠۵٠۵ ĴD

٠٫٠١۴٢ ٠٫٠٠٩٢ ٠٫٠٠٧٢ ٠٫٠٠۵٢ ٠٫٠۴۴١ ٠٫٠۴۶۶ ٠٫٠۵٣٢ ٠٫٠۵٨۴ K̂LD
١٠٠٠٫٠١۵٢ ٠٫٠٠٧٧ ٠٫٠٠۴٧ ٠٫٠٠١٧ ٠٫٠۶١۴ ٠٫٠١٧۵ ٠٫٠٣۵۵ ٠٫٠٢١٠ ĤD

٢٫٧۴۶٩ ١٫۵٣٢۶ ٠٫٠۴٨٧ ٠٫٠٠٣٣ −١٫١۵۶٨ −١٫٢٢١۶ −٠٫١۵٩٩ −٠٫٠۴٠١ ĴD

٠٫٠۶٢۴ ٠٫٠۵٩٧ ٠٫٠۴۵٣ ٠٫٠٣٨١ ٠٫١٢٩١ ٠٫١۴٠٠ ٠٫١۴٧٧ ٠٫١۵٨٢ K̂LD
٢٠٠٫٠٢۵١ ٠٫٠٢١۴ ٠٫٠١۶٨ ٠٫٠١٠٠ ٠٫١١۶٠ ٠٫١٠٨٣ ٠٫٠٨٣۶ ٠٫٠۶۶١ ĤD

١٫۶١۵٣ ٠٫٣۵۴٧ ٠٫٠۵۵۴ ٠٫٠٢٢٢ −١٫٩٠٣٩ −٠٫۵٠٧٧ −٠٫١١٩١ −٠٫٠٨٧٣ ĴD

٠٫٠٣٢٨ ٠٫٠٢٩٠ ٠٫٠٢٣٣ ٠٫٠١٧٧ ٠٫٠٨۵٨ ٠٫٠٩٣٣ ٠٫٠٩٧٩ ٠٫١٠٢٣ K̂LD
۵٠

(ν = ٣) تی
٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠٢١٢ ٠٫٠١٢٨ ٠٫٠٠۴۴ ٠٫٠٧٨٣ ٠٫٠٩١٨ ٠٫٠٧٨٨ ٠٫٠۴٩١ ĤD

١٫۴١۶٢ ٠٫٢٧۴٨ ٠٫٠٣٨٢ ٠٫٠١٠۶ −١٫٣٩١۴ −٠٫۴٣۶۵ −٠٫٠٩٢٢ −٠٫٠۵١٣ ĴD

٠٫٠١۵۵ ٠٫٠١٢٨ ٠٫٠٠٨٩ ٠٫٠٠۶٠ ٠٫٠٢٧٢ ٠٫٠۴۵۶ ٠٫٠۵٠٨ ٠٫٠۵٣٩ K̂LD
١٠٠٠٫٠٢٠٢ ٠٫٠١٩٨ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠٠٢۶ ٠٫٠۶٩٢ ٠٫٠۶٠١ ٠٫٠۴٢۴ ٠٫٠٢۵٩ ĤD

١٫٢۶۴۵ ٠٫١٨٠١ ٠٫٠٢۶٨ ٠٫٠٠۵۶ −١٫٠١۶۶ −٠٫٢٠٠٨ −٠٫٠۵٧١ −٠٫٠٣٣٢ ĴD

٠٫٠۵٧١ ٠٫٠۴٨۶ ٠٫٠٣٩٢ ٠٫٠٣۵٢ ٠٫١٣٣٧ ٠٫١٣٨٣ ٩٠٫١۵٠ ٠٫١۵٧٧ K̂LD
٢٠٠٫٠٣٩٩ ٠٫٠١١٨ ٠٫٠١٣۶ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫١٢۴١ ٠٫٠٩١۴ ٠٫٠۶٢۶ ٠٫٠۵٣۵ ĤD

٣٫٠١۵٣ ٠٫۶۴٠٨ ٠٫٠۴٧٨ ٠٫٠١٩١ −٣٫٢٣٣٨ −٠٫٧۶٣۴ −٠٫١٣۵۵ −٠٫٠٧۵٧ ĴD

٠٫٠٢٩١ ٠٫٠٢۴٩ ٠٫٠٢٠۶ ٠٫٠١۶۵ ٠٫٠٨۴٧ ٠٫٠٩٢۴ ٠٫١٠٠۵ ٠٫١٠٧۵ K̂LD
۵٠

(ν = ١٠) تی
٠٫٠٢١۶ ٠٫٠١١٠ ٠٫٠٠٨۵ ٠٫٠٠٣٩ ٠٫٠٨١٧ ٠٫٠٨٧٠ ٠٫٠۵٧٨ ٠٫٠۴۶٢ ĤD

٢٫٧١۵۶ ٠٫۵٨١٧ ٠٫٠٣۴٧ ٠٫٠٠٩١ −٢٫١۵۴۶ −٠٫٧٢٧٣ −٠٫١١٣٣ −٠٫٠۵٢٧ ĴD

٠٫٠١٣٢ ٠٫٠١٠۶ ٠٫٠٠٨١ ٠٫٠٠۵٨ ٠٫٠۴۵٢ ٠٫٠۵٠٢ ٠٫٠۵۶٨ ٠٫٠۶٠٣ K̂LD
١٠٠٠٫٠۴٢٩ ٠٫٠٢١۶ ٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠٠٢٢ ٠٫٠٧١٨ ٠٫٠٨٠٧ ٠٫٠۴٠٧ ٠٫٠٢۶٠ ĤD

٢٫٢١۶۴ ٠٫۴٣٧٢ ٠٫٠٢۴۵ ٠٫٠٠۴۶ −١٫٨١۶٣ −٠٫۵٩٧٢ −٠٫٠٨٨۶ −٠٫٠٣١٠ ĴD

جفری و کولبک-لیب لر وابستگی اندازه  با مقایسه در بیشتری دقت شده، گرفته نظر در مفصل  توابع برای

می کند. پیدا کاهش شدت به جفری وابستگی معیار برآورد دقت ،(n ≥ ١٠٠) نمونه حجم فزایش با دارد.

نسبت بهتری عملکر هلینجر وابستگی اندازه ،(τ < ٠٫۵) ضعیف وابستگی شدت و ١٠٠ نمونه حجم در

اندازه عملکرد وابستگی، شدت افزایش با ١٠٠ نمونه حجم در دارد. هلینجر و جفری وابستگی اندازه دو به

وابستگی شدت در همچنین می شود. هلینجر و جفری وابستگی معیار دو از بهتر کولبک-لیب لر وابستگی

دارد. کولبک-لیب لر به نسبت بهتری عملکرد جفری وابستگی اندازه ،(τ = ٠٫٢) ضعیف خیلی
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هیدرولوژی در کاربرد ۶

و برنامه ریزی سیستم های و هیدرولوژی شناسی، اقلیم و هوا مهم نیازهای از یکی خشکسالی آماری تحلیل

خشکسالی دوره طول و مدت شدت، به می توان خشکسالی مهم مشخصه های از است. آب منابع مدیریت

شناخت و درک باعث آماری، روش های از استفاده با آن ها تحلیل و هستند وابسته یکدیگر به که کرد اشاره

فاور و جنست ،(٢٠٠۶) شیائو به می توان زمینه این در مهم منابع جمله از می شود. خشکسالی بهتر

تابع کاربرد از مطالعه ای همچنین نمود. اشاره (٢٠١٩) جیو و چن و (٢٠١٠) سینگ و سانگ ،(٢٠٠٧)

تهران استان برای (١٣٨٩) همکاران و امیدی توسط خشکسالی شدت-مدت احتمالاتی تحلیل در مفصل

بندرانزلی مشهد، شهرهای در خشکسالی متغیرهای بین وابستگی بررسی به بخش این است. شده انجام

خشکسالی تحلیل برای و می پردازد ۵ بخش در شده معرفی وابستگی معیارهای از استفاده با زاهدان و

نرمال توزیع تابع چندک های برابر SPI خشکسالی شاخص سری می شود. استفاده SPI شاخص از

برآورد با است. نظر مورد هواشناسی ایستگاه یا شهر در بارش سری تجمعی توزیع تابع نقاط در استاندارد

می بدست ،Sd = −
∑Dd

i=١ Indexi از تجمعی صورت به (Sd) خشکسالی شدت مقدار ،SPI سری

تعریف خشکسالی مستمر وقوع مدت زمان به صورت و است خشکسالی مدت معرف Dd آن در که آید،

خشکسالی شاخص مقدار برابر Indexi و خشکسالی دو بین زمان مدت معرف Ld همچنین و می شود

است. آن بودن منفی زمان در SPI

زمانی بازه برای زاهدان و بندرانزلی مشهد، شهرهای ماهیانه بارش داده های برای SPI سری نمودار

برای من-کندال ناپارامتری آزمون است. شده رسم ٢ شکل در ماهه ١٢ مقیاس در سال ٢٠١٧ تا ١٩۵١ سال

استقلال بررسی برای خودهمبستگی نمودارهای و بودن تصادفی بررسی برای گشت آزمون روند، بررسی

از هدف گرفت. قرار تائید مورد درصد ۵ خطای سطح در نتایج و شد گرفته به کار شهر هر بارش سری روی

است نظر مورد شهر سه از یک هر در Ld و Dd ،Sd متغیرهای بین وابستگی تحلیل و بررسی بخش، این

توجه با می آیند. بدست مربوطه شهر SPI زمانی سری از یکسان حجم با تصادفی نمونه های صورت به که

که کرد ادعا می توان عددی، نتایج بخش در آمده بدست نتایج و متغیرها این برای مشاهدات کم حجم به

برآورد ۴ جدول در دارند. متغیرها بین وابستگی اندازه گیری در بیشتری دقت هلینجر وابستگی اندازه  های

استاندارد حالت در هلینجر و جفری کولبک-لیب لر، وابستگی های معیارهای و τ-کندال وابستگی ضریب

وابستگی ضریب و شده معرفی وابستگی اندازه های براساس که می دهد نشان نتایج است. شده گزارش

وابستگی معیارهای تمامی براساس دارد. وجود خشکسالی های شاخص بین مثبتی وابستگی  τ-کندال،

از بیشتر (Sd, Dd) بین وابستگی شدت زاهدان و بندرانزلی مشهد، شهر سه هر در ،۴ جدول در شده ارائه
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است. متغیرها سایر بین وابستگی شدت

زاهدان و بندرانزلی مشهد، شهرهای ماهیانه بارش داده های برای SPI سری .٢ شکل

نتیجه گیری و بحث

تبدیل روش براساس مفصل چگالی تابع برمبنای هلینجر و جفری وابستگی اندازه های ناپارامتری برآورد

نشان شد. اثبات مجانبی حالت در برآوردگرها دوم مرتبه سازگاری و ارائه موضعی درستنمایی پروبیت

ضعیف، وابستگی شدت یا کم نمونه های حجم در هلینجر، واگرایی اندازه های برمبنای وابستگی معیار داد
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استاندارد حالت در وابستگی های معیارهای و τ-کندال ضرایب برآورد .۴ جدول

(Dd, Ld) (Sd, Ld) (Sd, Dd) وابستگی شهر

٠٫۴٣۴٩ ٠٫۵٢٣٨ ٠٫٧٧١۴ τ̂

٠٫۵۵۴١ ٠٫۶٢٩٧ ٠٫٨۴۶۶ K̂LD
∗
(c) مشهد

٠٫۴۴۵۵ ٠٫۵۴٩٢ ٠٫٧٢٠١ ĴD
∗
(c) (n = ٣۶)

٠٫٢۵٠۵ ٠٫٣٢٢٠ ٠٫۴۵٩١ ĤD
∗
(c)

٠٫۵٣۴٨ ٠٫۵٩۴١ ٠٫۶٨٧١ τ̂

٠٫٧۶٩١ ٠٫۶٧١٢ ٠٫٨٢٢٠ K̂LD
∗
(c) بندرانزلی

٠٫۶۵۵٧ ٠٫۵٨٣٢ ٠٫٧٠٢٧ ĴD
∗
(c) (n = ۴۴)

٠٫۴٠۴١ ٠٫٣۴٨٢ ٠٫۴۴۴٢ ĤD
∗
(c)

٠٫۴٩٢۴ ٠٫۵٢٢٧ ٠٫٨١٨٢ τ̂

٠٫۶٢١٨ ٠٫۶۴٠٩ ٠٫٩٠٨٣ K̂LD
∗
(c) زاهدان

٠٫۵٨۴٨ ٠٫۶١۵۴ ٠٫٨۵٧١ ĴD
∗
(c) (n = ٣٣)

٠٫٣۴٣١ ٠٫٣۶۵٧ ٠٫۵٩۶٢ ĤD
∗
(c)

و مختلف وابستگی شدت های در همچنین می کند. عمل کولبک-لیب لر وابستگی اندازه از دقیق تر بسیار

تحلیل است. جفری وابستگی اندازه از بیشتر هلینجر وابستگی اندازه برآورد دقت متفاوت، نمونه های حجم

طول و مدت شدت، متغیرهای برای مشاهدات کم حجم به توجه با که داد نشان خشکسالی شاخص های

مشاهدات کم حجم به توجه با دارد. بیشتری اعتبار هلینجر وابستگی اندازه از استفاده خشکسالی، دوره

وابستگی معیار از استفاده عددی، بخش نتایج و SPI خشکسالی شاخص  از مستخرج متغیرهای برای

می شود. توصیه خشکسالی دوره طول و مدت شدت، متغیرهای بین وابستگی تحلیل برای هلینجر

تشکر و تقدیر

و بهبود باعث که مجله محترم ویراستار و تحریریه هیئت گرامی، داوران ارزنده پیشنهادات از نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید، مقاله این بهتر ارائه
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Abstract: Divergence measures can be considered as criteria for analyzing the
dependency and can be rewritten based on the copula density function. In
this paper, Jeffrey and Hellinger dependency criteria are estimated using the
improved probit transformation method, and their asymptotic consistency is
proved. In addition, a simulation study is performed to measure the accuracy
of the estimators. The simulation results show that for low sample size or
weak dependence, the Hellinger dependency criterion performs better than
Kullback-Libeler and Jeffrey dependency criteria. Finally, the application of
the studied methods in hydrology is presented.
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