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داده های مانند داده ها از بسیاری آماری بندی مدل به ویژه و رگرسیونی مسائل تحلیل و تجزیه در چکیده:

متغیرهای میان در هم خطی مشکل با غیره و مهندسی پزشکی، علوم اجتماعی، علوم روانشناسی، اقتصادی،

کمترین برآوردگر مواقعی چنین در می شویم. مواجه داده ها مجموعه در دورافتاده نقاط حضور و پیشگو

دورافتاده مشاهده های مشکل بر غلبه برای می شود. نادقیق برآوردگرهای به منجر معمولی دوم توان های

رگرسیون از استفاده چندگانه هم خطی مشکل حل برای همچنین می شود. استفاده استوار روش های از

دارای خطا ها یا بوده ناهمگن خطا ها واریانس که شرایطی در دیگر طرف از می شود. توصیه مرزبندی شده

یک ابتدا مقاله این در می شود. استفاده تعمیم یافته دوم توان های کم ترین روش از باشند، خودهمبستگی

در محتمل مرزبندی شده پیراسته تعمیم یافته دوم توان های کم ترین برآوردگر محاسبه برای سریع الگوریتم

داده یک و کارلو مونت روش به شبیه سازی از استفاده با سپس و شده پیشنهاد نیمه پارامتری رگرسیون مدل
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مقدمه ١

در که است آماری یادگیری حوزه در رگرسیون مدل های پرکاربردترین از یکی نیمه پارامتری رگرسیون مدل

کواریانس، تحلیل در مدل ها این گسترده کاربرد بر علاوه است. گرفته قرار محققین توجه مورد اخیر سال های

انسانی سرمایه درآمد تابع مدل به می توان آن ها مهمترین از كه دارند اقتصادی مسائل در زیادی كاربرد آن ها

درآمد لگاریتم مورد، دو هر در كرد. اشاره (١٩٩۴ اسوالد، و (بلنچفلاور دستمزد منحنی و (١٩٨۶ (ویلیس،

(مانند فرد انسانی سرمایه های اندازه و تاهل) وضعیت و جنسیت (مانند شخصیتی ویژگی های به شخصی

و شخصی درآمد لگاریتم بین غیرخطی رابطه اقتصاد نظریه در است. وابسته بازار) در كار تجربه و تحصیل

شخصی درآمد لگاریتم امیدریاضی رابطه که است حالی در این می گیرد. قرار بررسی مورد بازار در كار تجربه

است. خطی تحصیلات و تأهل وضعیت جنسیت، کیفی متغیرهای و

مدل در (xn, tn, yn)،…،(x١, t١, y١) مستقل مشاهدات کنید فرض

yi = xiβ + f(ti) + ϵi, i = ١, . . . , n, (١)

پیشگو متغیرهای pبعدی بردارهای xiها پاسخ، متغیر تک بعدی مشاهدات yiها آن در كه کنند، صدق

متغیرهای یا متغیر مشاهدات tiها نامعلوم، ضرایب pبعدی بردار β پاسخ، متغیر با خطی رابطه دارای

ϵiها و D ⊂ R دامنه با هموار و نامعلوم تابعی f(·) پاسخ، متغیر با غیرخطی رابطه دارای پیشگو

كه همان طور و بوده هموار f(·) نامعلوم تابع كه می شود فرض مدل این در هستند. تصادفی خطاهای

زیرا هستند، خطی رگرسیون مدل های از انعطاف پذیرتر نيمه پارامتری رگرسیونی مدل های می شود، ملاحظه

كه است مفید زمانی مدل این از استفاده واقع در می باشند. غیرخطی قسمت هم و خطی قسمت دارای هم

باشد. داشته رابطه t مستقل متغیر با غیرخطی به طور و x مستقل متغیر با خطی به طور y وابسته متغیر

می دهند. ترجیح خطی رگرسیون و محض ناپارامتری مدل به را مدل این محققان

رابطه بررسی در ١٩٨۶ سال در همكارانش و انگل توسط بار نخستین نیمه پارامتری رگرسیون مدل های

به عنوان هوا دمای و ماهیانه درآمد برق، ماهیانه قیمت و پاسخ متغیر به عنوان برق ماهیانه مصرف میان

هوا دمای و خطی بخش به عنوان ماهیانه درآمد و برق ماهیانه قیمت گرفتن نظر در با پیشگو متغیرهای

گرفتند. قرار استفاده مورد غیرخطی بخش به عنوان

ایجاد دلیل به که است چندگانه خطی رگرسیون مدل های در متداول مشکلات از یکی چندگانه هم خطی

می شود. نادقیق پیش بینی نهایتا و کلاسیک برآوردگرهای کارایی کاهش باعث کواریانس، ماتریس در تورم
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تابع به تاوان جمله یک کردن اضافه با را برآوردگرها که است منظم سازی راهکار یک تاوانیده١ رگرسیون

انقباض با را ضرایب برآورد کواریانس ماتریس مقدارهای) (بزرگی تورم روش این می بخشد. بهبود هدف

می دهد. کاهش صفر سمت به برآوردگرها

توان تاوان تابع با تاوانیده رگرسیون برآوردگر واقع در (١٩٧٠ کنارد، و (هورل شده٢ مرزبندی برآوردگر

هم خطی مشکل با مقابله در راهکارها پرکاربردترین از یکی روش این است. رگرسیونی ضرایب L٢ نرم دوم

است. گرفته قرار مطالعه مورد گسترده ای به طور شده مرزبندی برآوردگر نظری خصوصیات است. چندگانه

همکاران و آرشی ،(١٩٨٨) اسپکمن ،(١٩٧٩) همکاران و گلاب ،(١٩٧۶) فاربرادر به می توان مثال به عنوان

نیمه پارامتری رگرسیون مدل در برآوردگر این همچنین، کرد. اشاره (١٣٩۶) آرشی و نوروزی راد و (٢٠١۵)

و (٢٠١۵) ولی زاده و آرشی ،(٢٠١۵) روزبه ،(٢٠١٢) همکاران و کدنیز آ ،(٢٠١٠) کدنیز آ و تاباکان توسط

است. گرفته قرار مطالعه مورد ،(٢٠١۵) روزبه و امینی

به نسبت دوم توان های کم ترین کلاسیک برآوردگر مانند شده مرزبندی کلاسیک برآوردگر حال این با

تبعیت نقاط اکثریت مدل از که هستند نقاطی دورافتاده مشاهدات است. حساس دورافتاده مشاهدات

S-برآوردگرها، M-برآوردگرها، مانند دوم توان های کمترین کلاسیک روش استوار جانشین های نمی کنند.

کاهش برای (LTS) پیراسته٣ دوم توان های کم ترین روش و (LMS) دوم توان های میانه حداقل برآوردگر

و مارونا به می توان روش ها این بر مروری برای گرفته اند. قرار استفاده مورد دورافتاده مشاهدات اثر

کرد. مراجعه (٢٠٠۶) همکاران

تعریف دلیل به شد، معرفی (١٩٨۴) روسیو توسط بار نخستین که پیراسته دوم توان های کم ترین روش

جهت در افتاده دور (مشاهدات نافذ نقاط برابر در استواری و ببینید) را ۴ (بخش بالا فروریزش نقطه ساده،

مشاهده n شامل مجموعه یک برای است. استوار برآورد روش های متداول ترین از یکی پیشگو) متغیرهای

را مانده مربع h کوچکترین مجموع کننده حداقل ابرصفحه LTS برآوردگر ،h ≤ n صحیح پارامتر یک و

می دهد. برازش مشاهدات به

مدل باشد، دیگر پیش بین متغیر چند یا یک از خطی دقیق تابع یک پیش بین متغیرهای از یکی اگر

پیش بین متغیرهای از یکی که می افتد اتفاق وقتی ناقص هم خطی است. کامل هم خطی دارای رگرسیون

توان های کمترین استوار برآوردگرهای باشد. دیگر پیش بین متغیر چند یا یک از خطی تابع یک تقریبی به طور

توسط نیمه پارامتری رگرسیون مدل در و (٢٠١۶) کفاکی بابایی و روزبه توسط رگرسیون مدل در پیراسته دوم

1Penalized
2Ridge
3Least Treamed Squares
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شده مرزبندی M-برآوردگرهای (٢٠١۵) نوروزی راد و آرشی است. شده مطالعه (٢٠١۵) تاباکان و تورکمن

مرزبندی برآوردگرهای تعمیم یافته حالت معرفی به مقاله، این در دادند. تعمیم رگرسیون مدل در را بهبودیافته

و خطاها واریانس ناهمگنی حالت در استفاده برای نیمه پارامتری رگرسیون مدل در محتمل۴ استوار شده

می شود. پرداخته زمانی سری رگرسیون مدل

پارامتری برآوردگرهای معرفی به ٣ بخش می شوند. بیان اساسی فرضیات و نظری مقدمات ٢ بخش در

پارامترهای برآورد برآوردگر، فروریزش نقطه است. شده داده اختصاص f تابع و ضرایب نیمه پارامتری و

شامل عددی نتایج پایان در می دهند. تشکیل را ۵ و ۴ بخش های مطالب ترتیب به باند پهنای و اریب سازی

بحث به انتها در و شده ارائه ۶ بخش در واقعی داده های تحلیل و کارلو مونت روش به شبیه سازی بررسی

می شود. پرداخته نتیجه گیری و

اساسی فرض های ٢

به صورت نیمه پارامتری رگرسیون مدل ماتریسی شکل

y = Xβ + f + ϵ, (٢)

X = (x١, . . . ,xn)
پاسخ،′ مشاهدات از n×١ بردار y = (y١, . . . , yn)

′ آن در که می شود، تعریف

نامعلوم ضرایب p × ١ بردار β = (β١, . . . , βp)
خطی،′ بخش پیشگوی متغیرهای n × p ماتریس

بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)
′ و غیرخطی اثر n × ١ بردار f = (f(t١), . . . , f(tn))

′ خطی، بخش

به خطاها ناهمبستگی یا خطاها واریانس ناهمگنی فرض مدل این در هستند. تصادفی خطای n × ١

صورت

E(ϵ|X, t) = o , V ar(ϵ|X, t) = σ٢V ,

معلوم فرض با است. نامعلوم مثبت معین ماتریس یک V و مجهول پارامتری σ آن در که می شود، نوشته

روی بر yi − x′
iβ پاسخ رگرسیونی تابع هموارسازی روش از استفاده با را f(·) تابع می توان ،β بودن

4Feasible
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به صورت ti پیشگوی

f̂(t) =

n∑
i=١

ki(t)(yi − x′
iβ), (٣)

دارند. بستگی مشاهدات به و بوده مثبت وزنی توابع ki كه به طوری کرد، برآورد

صورت به وزن ها آن در که می شود، استفاده گاسر-مولر كرنل برآوردگر از مقاله این در

ki(t) =
١
ω

∫ si

si−١

K
( t− s

ω

)
ds , si = (ti + ti+٢/(١ , s٠ = ٠ , s١ = ١

کرد)، مراجعه ١٩٩٩ یوبانگ، به می توان برآوردگر این خصوصیات و بیشتر مطالعه (برای می شوند تعریف

تابع یک K(·) که می شود فرض همچنین هستند. باند پهنای پارامتر ω و هسته تابع K(·) به طوری كه

خصوصیات با (K ′′ ̸= ٠) دوم رتبه هسته

∫ ١

−١
K(u) du = ١,∫ ١

−١
uK(u) du = ٠,

M٢ =

∫ ١

−١
u٢K(u) du ̸= ٠,

κ٢ =

∫ ١

−١
K(u)٢ du <∞,

نوشت می توان (١٩٩٩) یوبانگ بنابر بالا شرایط تحت باشد.

E
(
f̂(t)− f(t)

)
=
ω٢f ′′(t)M٢

٢
+O(ω٢) +O(n−١)

Var
(
f̂(t)

)
= (nω)−١σ٢κ٢ +O((nω)−٢).
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معادله در f̂(·) مقدار جایگذاری با جزئی، مانده های به روش β خطی پارامتر بردار برآورد منظور به

مدل ،(١)

yi −
n∑

j=١

kj(ti)yj =
(
x′
i −

n∑
j=١

kj(ti)x
′
j

)
β + ϵi,

می شود. حاصل

می توان x̌′
i = x′

i −
∑n

j=١ kj(ti)x
′
j و y̌i = yi −

∑n
j=١ kj(ti)yj گرفتن نظر در با اکنون

با بنابراین، است. استاندارد رگرسیون مدل همان که نوشت، y̌i = x̌′
iβ + ϵi صورت به  را اخیر مدل

مولفه ,i)امین j) در هموارساری ماتریس K که y̌ = (In −K)y و X̌ = (In −K)X تعریف

مدل در β تعمیم یافته دوم های توان كم ترین کلاسیک برآورد است، i, j = ١, . . . , n برای kj(ti) برابر

به صورت y̌ = X̌β + ϵ جدید

β̂G =
(
X̌

′
V −١X̌

)−١
X̌

′
V −١y̌, (۴)

ماتریس X̌ = (x̌١, . . . , x̌n)
′ و شده هموار پاسخ بردار y̌ = (y̌١, . . . , y̌n)

′ آن در كه بود، خواهد

برآوردگری ،β برای آمده به دست برآوردگر كه كردند ثابت (١٩٩۵) همكاران و جائو است. شده هموار طرح

صورت به مجانبی نرمال توزیع دارای و سازگار

√
n(β̂G − β)

D−→ N
(
٠, σ٢

ϵΣ
−١
x|t
)
,

سازگار برآوردگرهای شوند. برآورد Σx|t و σ٢
ϵ باید ،β پارامتر به راجع استنباط برای عمل، در است.

s٢
ϵ =

١
n

(
y̌ − X̌β̂G

)′
V −١

(
y̌ − X̌β̂G

)
p−→ σ٢

ϵ

Σ̂x|t =
١
n

(
X̌

′
V −١X̌

) p−→ Σx|t.
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برآوردگر جایگذاری با را f(·) تابع توان می آخر، مرحله در می باشند. مساله این حل برای رهیافتی

برآوردگر از استفاده با ،(٣) معادله در β برای آمده به دست سازگار نیمه پارامتری

f̂(t) = k(t)(y − x′
iβ̂G), (۵)

است. f(t) برای سازگار برآوردگر یك f̂(t) برآوردگر (٢٠٠٠) همكاران و هاردل بنابر کرد. برآورد

محتمل پیراسته تعمیم یافته دوم توان های کم ترین شده مرزبندی برآورد ٣

و خطا جملات نمودن ناهمبسته منظور به y̌ = X̌β + ϵ معادله طرفین در V −١/٢ ماتریس ضرب با

جدید مدل می توان آن   ها، واریانس نمودن ثابت

V −١/٢y̌ = V −١/٢X̌β + V −١/٢ϵ,

e(β) = تبدیل یافته مانده های می توان ،V ar(V −١/٢ϵ) = σ٢I به توجه با حال گرفت. نظر در را

کم ترین استوار برآوردگر صورت این در کرد. جایگزین (y̌ − X̌β) مانده های با را V −١/٢(y̌ − X̌β)

به صورت تعمیم یافته پیراسته دوم توان های

β̂GLTS(z) = argmin
β

h∑
i=١

(e٢(β))i:n = argmin
β,z∈Eh

(y̌−X̌β)′V −١/٢ZV −١/٢(y̌−X̌β),

و مانده ها دوم توان مرتب آماره های (e٢(β))١:n ≤ · · · ≤ (e٢(β))n:n به طوری که می شود، تعریف

zi باشد، خوب iام مشاهده اگر است. z = (z١, . . . , zn)
′ اصلی قطر عناصر با قطری ماتریس Z

همچنین می کند. اختیار را صفر مقدار zi باشد، پرت iام مشاهده اگر و یک مقدار

Eh =
{
z; zi ∈ {٠, ١}, i = ١, . . . , n, z′١ = h

}
, h ≤ n.

و تاثیرگذار مشاهدات نسبت α ∈ (٠, ١) که می شود گرفته نظر در h = [[n(١ − α)]] کلی حالت در

غیر مشاهدات درصد برای اولیه حدس یک ١ − α واقع در است. x اعشاری عدد صحیح مقدار [[x]]
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نهایی برآورد انتخابی چنین با است. شده گرفته نظر در ٠/٧۵ محققان از برخی توسط که است دورافتاده

بود. خواهد ٪٢۵ نیز برآوردگر فروریزش نقطه و آمده دست به مشاهدات از توجهی قابل درصد اساس بر

و (آلفونس داده اند پیشنهاد h = [[n/٢]] + [[(p+ ٢/(١]] به صورت را h مقدار محققان از دیگر برخی

.(٢٠١٣ همکاران،

پیراسته دوم توان های کم ترین برآوردگر از می توان دورافتاده، مشاهدات و چندگانه هم خطی حضور در

به صورت تعمیم یافته شده مرزبندی

β̂GLTS(z, λ) = argmin
β,z∈Eh

Q(z,β),

قرار با .Q(z,β) = (y̌ − X̌β)′V −١/٢ZV −١/٢(y̌ − X̌β) + λβ′β آن در که کرد، استفاده

آن در که Z∗ = Diag(z∗) دادن

z∗ = argminEh

(
y̌ − X̌β(z, λ)

)′
V −١/٢ZV −١/٢(y̌ − X̌β(z, λ)

)
,

β(z, λ) = (X̌
′
V −١/٢ZV −١/٢X̌ + λIp)

−١X̌
′
V −١/٢ZV −١/٢y̌,

با است برابر تعمیم یافته شده مرزبندی پیراسته دوم توان های کم ترین برآوردگر

β̂GLTS(z
∗, λ) = (X̌

′
V −١/٢Z∗V −١/٢X̌ + λIp)

−١X̌
′
V −١/٢Z∗V −١/٢y̌. (۶)

رابطه از استفاده با t ∈ D نقطه هر در f(·) تابع استوار برآورد همچنین

f̂GLTS(t; z
∗, λ) = k(t)

(
y −Xβ̂GLTS(z

∗, λ)
)
, (٧)

ماتریس که حالاتی در تنها آن)، بودن کاربردی عین (در اخیر برآوردگرهای به صورت توجه با می شود. محاسبه

پوشش را واقعی و کاربردی مسائل حالت این ولی آورد، به دست دقیق نتایجی می توان است معلوم V

برآوردگرهای مجانبی رفتار می توان تنها واقعی مشاهدات از استفاده و بودن کاربردی به منظور نمی دهد.

١٩۶٢) زلنر به می توان مطلب این دلیل و توجیه مشاهده برای داد. قرار تحلیل و تجزیه مورد را اخیر

کرد. مراجعه و١٩۶٣)



۴۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . امینی مرتضی و روزبه مهدی

β̂GLTS(z
∗, λ) از استفاده بنابراین است، نامعلوم معمولا عمل Vدر یعنی خطا كوواریانس ماتریس چون

کرد ثابت (١٩۶٢) زلنر شود. جایگزین مناسب برآوردگر یك بوسیله V ماتریس باید و بوده غیرممكن

كم ترین برآوردگر b به طوریكه است، V برای سازگار برآوردگر یک S = ١
n−p)(y̌− X̌b)(y̌− X̌b)′

برآوردگر ،V بجای (۴) عبارت در S جایگزینی با است. (X̌ ′
X̌)−١X̌

′
y̌ یعنی β معمولی دوم توان های

صورت به  محتمل تعمیم یافته دوم توان های كم ترین

β̂FG =
(
X̌

′
S−١X̌

)−١
X̌

′
S−١y̌,

كم ترین برآوردگر می توان ،(١٩۶٢) زلنر توسط اخیر پیشنهادی برآوردگر اساس بر بنابراین، می آید. به دست

محتمل تعمیم یافته شده مرزبندی پیراسته دوم توان های

β̂FGLTS(z
∗, λ) = (X̌

′
S−١/٢Z∗S−١/٢X̌ + λIp)

−١X̌
′
S−١/٢Z∗S−١/٢y̌, (٨)

گرفت نتیجه می توان (١٩۶٢) زلنر از استفاده با آورد. به دست V بجای (٩) عبارت در S جایگزینی با را

كه

β̂FGLTS(z
∗, λ) = β̂GLTS(z

∗, λ) +O(n−١)

نرمال مجانبی توزیع دارای
√
n
(
β̂GLTS(z

∗, λ)−β
)

و
√
n
(
β̂FGLTS(z

∗, λ)−β
)

بنابراین، و

محتمل استوار برآورد است، نامعلوم خطا جملات كوواریانس ماتریس كه هنگامی بنابراین، هستند. یكسان

از استفاده با t ∈ D نقطه هر در f(·) تابع

f̂FGLTS(t; z
∗, λ) = k(t)

(
y −Xβ̂FGLTS(z

∗, λ)
)
, (٩)

می  شود. محاسبه

محتمل شده مرزبندی استوار برآوردگر فروریزش نقطه ۴

است. متناهی نمونه فروریزش نقطه برآوردگر، یک استواری میزان برای معیار یک
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n حجم به Z نمونه برای T = T (Z) برآوردگر فروریزش نقطه (٢٠٠۶ همکاران، و (مارونا :١ تعریف

به صورت

BP(T ;Z) = min
m

{m
n

: sup
Z∗

||T (Z∗)||٢ = ∞
}
,

دلخواه مقادیر با Z نمونه از نقطه m ≤ n جایگزینی با شده۵ آلوده نمونه Z∗ آن در که می شود، تعریف

است.

با است برابر f̂FGLTS(t; z
∗, λ) و β̂FGLTS(z

∗, λ) برآوردگرهای فروریزش نقطه :١ قضیه

BP
(
β̂FGLTS(z

∗, λ)
)
=
n− h− ١

n
. (١٠)

m ≤ جایگزینی با تخریبی) (نمونه پرت مشاهدات به شده آلوده نمونه (y̌∗, X̌
∗
) کنید فرض برهان:

برای و بوده n −m ≥ h برابر (y̌∗, X̌
∗
) در خوب مشاهدات تعداد بنابراین باشد. مشاهده n − h

داریم (y̌∗, X̌
∗
) نمونه

min
z∈Eh

Q(z, ٠) = min
z∈Eh

y̌∗′S−١/٢ZS−١/٢y̌∗ ≤ min
z∈Eh

y̌′S−١/٢ZS−١/٢y̌ ≤ hM ٢
y,

رابطه خلف) (فرض آن گاه ،β′β ≥ hM ٢
y+١
λ چنان چه .My = maxi=١,...,n |y̌i| به طوری که

min
z∈Eh

Q(z,β) ≥ λβ′β ≥ hM ٢
y + ١ > min

z∈Eh

Q(z, ٠),

باطل خلف فرض ،minz∈Eh
Q
(
z, β̂(z∗, k)

)
≤ minz∈Eh

Q(z, ٠) چون که است، برقرار

نوشت می توان بنابراین می شود.

β̂F (z
∗, λ)′β̂F (z

∗, λ) ≤
hM ٢

y + ١
λ

,

مشاهده m = n − h + ١ آخرین جای اکنون .BP
(
β̂FGLTS(z

∗, λ)
)
≥ n−h−١

n بنابراین و

یابد، تغییر ((a, ٠, . . . , ٠)′,Ma) به (X̌, y̌) مشاهده m آخرین که می کنیم عوض طوری را (X̌, y̌)

5Contaminated
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و a > ٠ ،M > ٠ آن در که

a٢ ≥ max(h−m, ٠)( max
i=١,...,n

|yi|+M max
i=١,...,n

||xi||)٢ + λM ٢.

با برابرند (y̌ − X̌βM ) مشاهده m آخرین ،βM = (M, ٠, . . . , ٠)′ ∈ Rp فرض با

(Ma−Ma) = ٠.

بنابراین

min
z∈Eh

Q(z,βM ) =


min

z∈Eh−m

(y̌ − X̌βM )′S−١/٢ZS−١/٢(y̌ − X̌βM ) + λM ٢, h > M

λM ٢, دیگر جاهای

نوشت می توان

min
z∈Eh

Q(z,βM ) ≤ max(h−m, ٠)( max
i=١,...,n

|y̌i|+M max
i=١,...,n

||x̌i||)٢ + λM ٢

≤ a٢ − ١. (١١)

نوشت می توان ،β = (β١, . . . ,βp) ∈ Rp و شده آلوده نمونه برای همچنین

min
z∈Eh

Q(z,β) ≥ (Ma− aβ١)
٢.

نظر در با است. مانده h کوچکترین مجموعه به متعلق آلوده نمونه در آخر مشاهده m از یکی حداقل زیرا

نوشت می توان ،β١ ≤ (β′β)١/٢ ≤M چون ،β′β ≤M ٢ گرفتن

min
z∈Eh

Q(z,β) ≥ a٢(M − β١)
٢ ≥ a٢, (١٢)

می شود نتیجه β̂FGLTS(z
∗, k)′β̂FGLTS(z

∗, k) ≥ M ٢ نابرابری ،(١٢) و (١١) نابرابری های از
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برهان بنابراین و است آن فروریزش و بینهایت به M کردن میل با برآوردگر شدن نامتناهی معنی به که

است. تمام

افتاده دور مشاهده های برابر در برآوردگر بیشتر استواری معنی به بالاتر فروریزش نقطه که است واضح

به آمد. خواهد به دست بالاتری فروریزش نقطه ،h شدن کوچک با که می شود معلوم (١٠) رابطه از است.

ریاضی لحاظ از می آید. دست به ٪۵٠ از بیش فروریزش نقطه حتی باشد، h < n/٢ اگر که می آید نظر

لروی و (روسیو است ٪۵٠ برابر حداکثر رگرسیونی پایای برآوردگر هر فروریزش نقطه که است شده اثبات

بیش اگر زیرا است، نامعقول ٪۵٠ از بیش فروریزش نقطه به عملی دستیابی حال این با ببینید). را ٢٠٠٣

خواهند مجموعه این واقع در نقاط اکثریت نکنند، تبعیت مشاهدات سایر الگوی از مشاهدات ٪۵٠ از

یا و α = ٠/٧۵ مقادیر عمل در معمولا نشود. استفاده h ≥ n/٢ مقادیر می شود توصیه بنابراین بود.

می شوند. پیشنهاد h = [[n/٢]] + [[(p+ ٢/(١]]

مجموعه از انتخاب 
(
n
h

)
تمامی باید Eh مجموعه روی شده معرفی برآوردگرهای و Z∗ محاسبه برای

دوم توان های کم ترین روش از مقاله این در دارد. نیاز زیادی فضای و زمان به که شود بررسی {١, . . . , n}

می شود. استفاده شده معرفی (٢٠٠۶) دریسن ون و روسیو توسط که سریع۶ پیراسته

اریب سازی و هموارسازی پارامترهای تعیین ۵

از ابتدا (١٩٩٩) ایوبانک بنابر شده، مرزبندی و هموارسازی پارامترهای بهینه مقادیر آوردن به دست برای

بهینه مقدار

ω∗
٠ = n−١/۵{ κ٢σ̂

٢
٠

M ٢
٢J

٢
٢

}١/۵
, (١٣)

برآورد همواری اندازه J٢ =
∫ ١

٠ f̂
′′(t) dt آن در که می شود، استفاده هموارسازی پارامتر تعیین برای

و بوده f(·)

κ٢ =

∫ ١

−١
K(u)٢ du <∞

M٢ =

∫ ١

−١
u٢K(u) du ̸= ٠,

6Fast-LTS
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σ̂٢
٠ =

∥∥S−١/٢(y −Xβ̂FG − f̂F (t)
)∥∥٢

n− p
,

است. β محتمل تعمیم یافته دوم توان های كم ترین برآورد β̂FG =
(
X̌

′
S−١X̌

)−١
X̌

′
S−١y̌ آن در كه

پارامتر اولیه بهینه مقدار تعیین برای (١٣) در آمده به دست هموارسازی پارامتر اولیه بهینه مقدار از اکنون
تعمیم یافته٧ اعتبارسنجی معیار براساس کار این می شود. استفاده (λ∗٠) شده مرزبندی

GCV(ω∗
٠ , λ) =

١
n

∥∥S−١/٢(In −L(ω∗
٠ , λ)

)
y
∥∥٢[

١ − ١
ntr
(
L(ω∗

٠ , λ)
)]٢ ,

آن در انجام می شود، که

L(ω∗
٠ , λ) = K + (In −K)X(X̌

′
X̌ + λIp)

−١X̌
′
(In −K).

از استفاده با GCV تابع مینیمم یافتن حال این با است. ω∗
٠ باند پهنای از استفاده با برازش ماتریس

به را الگوریتم اجرای زمان مدت سریع پیراسته دوم توان های کم ترین الگوریتم از تکرار هر در اخیر رابطه

است). زمان بر فرایند یک GCVخود تابع مینیمم سازی که است (واضح می دهد افزایش توجهی قابل گونه

پیشنهاد اریب سازی پارامتر از بعد، مراحل در شده مرزبندی و باند پهنای پارامترهای برآورد برای بنابراین

بهینه نهایی برآوردگرهای الگوریتم این تکرار بار l با و نموده استفاده (١٩٧٠) کنارد و هورل توسط شده

می دهیم: قرار sام مرحله در ،s = ١, . . . , l برای می شوند. استخراج

σ̂٢
s =

∥∥S−١/٢(y −Xβ̂FGLTS(z
∗
s−١, λ

∗
s−١)− f̂FGLTS(t; z

∗
s−١, λ

∗
s−١)

)∥∥٢

n− tr
(
L(ω∗

s−١, λ
∗
s−١)

) ,

λ∗s =
pσ̂٢

s∥∥β̂FGLTS(z
∗
s−١, λ

∗
s−١)

∥∥٢ ,

ω∗
s = n−١/۵{ κ٢σ̂

٢
s

M ٢
٢J

٢
٢

}١/۵
.

7Generalized Cross Validation
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عددی نتایج ۶

انجام کارلو مونت روش به شبیه سازی مطالعه یک شده، معرفی برآوردهای کارایی بررسی برای بخش این در

داده های تحلیل و شبیه سازی این رفت. خواهد کار به واقعی مثال یک در برآورد شیوه این سپس و شده

است. شده انجام ٣. ٣. ٢ نسخه R افزار نرم از استفاده با واقعی

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2
4

6
8

10

t

f(t
)

f(t) = exp(sin(t).cos(3t) + t) 

شبیه سازی مطالعه در ناپارامتری تابع :١ شکل

کارلو مونت روش به شبیه سازی مطالعه ١ .۶

کلاسیک برآوردگر با پیشنهادی برآوردگر مقایسه و بررسی به داده ها شبیه سازی از استفاده با بخش این در

بنابر پیشگو متغیرهای وابستگی، ساختار به رسیدن برای می شود. پرداخته نیمه پارامتری مدل در متداول

در که می شوند شبیه سازی xij = (١ − γ٢)
١
٢ zij + γzip, i = ١, . . . , n, j = ١, . . . , p, مدل

دو بین خطی همبستگی میزان کننده تعیین γ پارامتر و بوده استاندارد نرمال تصادفی متغیرهای zijها آن
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نیمه پارامتری رگرسيون مدل از پاسخ متغیر است. توضیحی متغیر

yi =
۶∑

j=١

xijβj + f(ti) + ϵi, i = ١, . . . , n, (١۴)

پارامترهای که طوری به می شود، شبیه سازی تکرار M = ١٠٣ با n = ١۵٠ برای پیشگو متغیر ۵ با

و β = (−١, ۴, ٢,−۵,−٣)′ است) شده رسم ١ شکل در تابع (این مدل غیرخطی و خطی قسمت

ϵ = (ϵ⊤١ , ϵ
⊤
٢ )

⊤ به صورت خطاها و بوده f(t) = exp
{
sin(٢t) cos(۵t) +

√
t
}
, t ∈ [٠, ٣]

که طوری به هستند،

ϵ١ (h×١) ∼ Nh(٠, σ٢V ), σ٢ = ١٫۴۴, vij = exp
(
− ٩|i− j|

)
,

ϵ٢ ((n−h)×١) ∼
i.i.d.

χ٢
١(١۵),

دلیل است. δ غیرمرکزی پارامتر و ν آزادی درجه با مرکزی غیر کای-دو توزیع دهنده نشان χ٢
ν(δ) آن در که

است. پیشنهادی برآوردگر ارزیابی منظور به پرت داده تعدادی ایجاد خطاها، برای ساختار این انتخاب اصلی

(مشاهدات بقیه و نرمال توزیع از خوب) (مشاهدات اول خطای h = [[٠٫۶٧n]] برای منظور همین به

به داده ها شدن منحرف باعث بودن غیرمرکزی شد. استفاده کای-دو غیرمرکزی مستقل توزیع از پرت)

می کنند. منحرف خود سمت به را غیراستوار برآورد نتیجه در که شده رگرسیون مدل از دور قسمتی

کارلو مونت روش به پیشنهادی برآوردگرهای مقایسه :١ جدول

γ = ٠٫٩۵ γ = ٠٫٩٠
β̂FGLTS(z

∗, λ∗) β̂FG β̂FGLTS(z
∗, λ∗) β̂FG برآوردگر

−١٫٠٠٢۵ −١٫٠١١٩ −١٫٠٠١٢ −١٫٠٠۶۴
٣٫٩۴۴٠ ٣٫٧٣٧٧ ٣٫٩٧۴١ ٣٫٨۵٨٨
١٫٨٣٢٠ ١٫٢١٣١ ١٫٩٢٢٣ ١٫۵٧۶۴ ضرایب میانگین
−۴٫٨۵۴٩ −۴٫٣٢٠۴ −۴٫٩٣٢٩ −۴٫۶٣۴٢
−٢٫٩٢٣۶ −٢٫۶۴٢٣ −٢٫٩۶۴٧ −٢٫٨٠٧۵

٠٫٩٩٠٣ ٢٫٣۵٧١ ٠٫٣۶٧١ ١٫١٧٧۶ m̂se
(
β̂)

٠٫٣١٣٩ ٠٫۴٧٢٩ ٠٫٢٩۵٩ ٠٫۵۵۶٢ m̂se
(
f̂(t))
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شده گزارش دورافتاده نقاط درصد ٣٣ با γ = ٠/٩٠, ٠/٩۵ و n = ١۵٠ برای ١ جدول در نتایج

به صورت برآوردگرها خطای دوم توان های میانگین برآورد مقدار جدول این در است.

m̂se
(
β̂) =

١
M

M∑
j=١

(β̂j − β)′(β̂j − β),

m̂se
(
f̂(t)) =

١
M

M∑
j=١

(f̂j(t)− f(t))٢,

دیده ١ جدول در که همان طور است. شبیه سازی تکرارهای تعداد M = ١٠٣ آن در که می آید، به دست

خطای دوم توان میانگین دارای شده مرزبندی استوار غیرخطی و خطی قسمت برآوردگرهای می شود،

خطی قسمت برآوردگرهای اریبی بودن کمتر همچنین هستند. غیراستوار برآوردگرهای به نسبت کمتری

است. قابل ملاحظه جدول این در خوبی به شده مرزبندی استوار

واقعی داده های تحلیل ٢ .۶

است. شده مطالعه همکاران(٢٠١٢) و دوران کدنیز آ توسط که است برق مصرف به مربوط داده ها مجموعه

ماهیانه مصرف لگاریتم LEC پاسخ متغیر می شوند: تعریف ترتیب این به مورد n = ١٧٧ برای متغیرها

قیمت نسبت لگاریتم LREG فرد، هر درآمد لگاریتم LI شامل پیشگو متغیرهای و نفر هر ازای به برق

٢٠ به مربوط داده ها هستند. خاص) ماه یک (برای دما متوسط شاخص جمع Temp و گاز قیمت به برق

نمودار از استفاده با اینجا در آمده اند. به دست آلمان هواشناسی سازمان از که است آلمان شهرهای از شهر

از یک هر اثر شهودی طور به افزوده متغیر نمودار دهیم. تشخیص را مدل ناپارامتری بخش افزوده٨ متغیر

کردن نگاه با می کند. آشکار پاسخ متغیر بر پیشگو، متغیرهای سایر اثر حذف از پس را پیشگو متغیرهای

مصرف پاسخ متغیر میان جزئی رابطه این که بر مبنی شواهدی که آن جا از ٢ شکل در افزوده متغیر نمودار به

این می آید، دست به نمودار از است غیرخطی رابطه یک (Temp) دما میانگین شاخص جمع متغیر و برق

به صورت نیمه پارامتری رگرسيون مدل بنابراین می شود، گرفته نظر در مدل ناپارامتری جزء بعنوان متغیر

(LEC)i = β١(LI)i + β٢(LREG)i + f(Tempe)i + ϵi, (١۵)

8Added Variable Plot
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نشان دهنده و −٠/۵۶٩٧ برابر خطی قسمت پیش بین متغیرهای بین همبستگی ضریب آن در که است،

که می دهد نشان را زیادی دورافتاده مشاهده های وجود ٢ شکل همچنین است. آن ها بین هم خطی وجود

مخرب تاثیر که دورافتاده مشاهده های شماره بگذارند. اثر استوار غیر شده مرزبندی برآوردهای بر می توانند

،١٢١ ،١١١ ،۶١ ،٢٧ ،٢٠ ،١٨ ،١۵ ،١٠ ،٣ از: عبارتند می گذارند دوم توان های کم ترین برآوردگر بر جدی

می دهند. تشکیل را مشاهدات کل از درصد ٨ حدود که ١٧٢ و ١۶٠ ،١٣٩ ،١٣٣ ،١٢٣
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(ج) (ب) (الف)

ممتد) (خط دوم توان های کم ترین برازش و پاسخ متغیر مقابل در پیشگو متغیرهای افزوده نمودار :٢ شکل
گاز، به برق قیمت نسبت لگاریتم ب- فرد، هر درآمد لگاریتم الف- چین)، (خط کرنل ناپارامتری برازش و

دما میانگین ج-

واقعی داده های در پیشنهادی برآوردگرهای مقایسه :٢ جدول

β̂FGLTS(z
∗, λ∗) β̂FG برآوردگر

٠٫١٨٨٧ ٠٫١۴٣٠ β̂١

−٠٫٠٧٩۵ −٠٫٠٨١١ β̂٢

٠٫٢٧٢١ ٠٫٣۴٣٣ RSS
٠٫۶٧۴١ ٠٫۶٣١٩ R2

مانده ها دوم توان های مجموع ترتیب، به که R٢ و RSS همچنین و برآوردگرها مقادیر ٢ جدول در

این در که همان طور شده اند. گزارش هستند، شده برازش نیمه پارامتری رگرسيون مدل تغییرات ضریب و

نسبت کمتری خطای دوم توان مجموع دارای محتمل شده مرزبندی استوار برآوردگرهای می شود، دیده جدول

برآوردگر به نسبت را پاسخ متغیر تغییرات بیشتر درصد ۴ حدود و بوده محتمل استوار غیر برآوردگرهای به

است. شده رسم ٣ شکل در شده برازش ناپارامتری تابع می کنند. بیان استوار غیر
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استوار روش به ناپارامتری تابع برازش ب: غیراستوار روش به ناپارامتری تابع برازش الف: :٣ شکل
مرزبندی شده

نتیجه گیری و بحث

رگرسیون مدل در غیرخطی توابع و خطی ضرایب محتمل استوار شده مرزبندی برآورد مقاله این در

دوم توان های کم ترین سریع الگوریتم کمک به چندگانه هم خطی و پرت داده های درحضور نیمه پارامتری

معرفی برآوردگرهای فروریزش نقطه شد. ارائه خطا، جملات بودن همبسته فرض با پیراسته شده مرزبندی

باشد. درصد ۵٠ از بیش می تواند فروریزش نقطه این که شد داده نشان نظری لحاظ از و آمد دست به شده

نیست. امکان پذیر درصد ۵٠ از بیش فروریزش نقطه به دستیابی عملی دیدگاه از حال این با

تعمیم یافته شده مرزبندی استوار برآوردگر از استفاده که می دهد نشان شبیه سازی مطالعه عددی نتایج

توابع و خطی ضرایب برآوردگرهای بهبود در سزایی به تاثیر دارای نیمه پارامتری، رگرسیون مدل در محتمل

چندگانه هم خطی دارای و دورافتاده مشاهدات دارای و همبسته داده های به مدل برازش در مدل غیرخطی

است.

تشکر و تقدیر

داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها از مجله، تحریریه هیئت مجترم اعضای از تشکر ضمن مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید آن سطح ارتقاء موجب که مقاله محترم ویراستار و
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