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مورد مدل های پارامترهای برآورد می پردازد. آماسیده دومتغیره  آمیخته  داده های تحلیل به مقاله این چکیده:

دو یا یک در که دومتغیره شمارشی پاسخ متغیر برای است. شده انجام درستنمایی ماکسیمم روش توسط نظر

آماسیده توزیع های این است. گردیده ارائه دومتغیره آماسیده  توانی سری جدید توزیع های شده، آماسیده نقطه

مدل های سودمندی همچنین گرفته اند. قرار استفاده مورد دومتغیره شماشی پاسخ های توأم مدل بندی در

است. شده ارائه واقعی داده های روی تحلیل نهایت در و بررسی شبیه سازی مطالعه  چند در شده پیشنهاد

تصادفی. اثرهای آماسیده، مدل های آمیخته، داده های توأم، مدل های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

به است. زیاد صفر تعداد دارای آن ها مقادیر که هستند شمارشی داده های کاربردی مسائل از بسیاری در

از استفاده بازخورد مطالعه  در دانشجویان عملکرد ارزیابی منظور به آموزشی پژوهش های در مثال، عنوان

پژوهش این در همچنین است. نظر مد کارشناسی اول سال دانشجویان رایانه ای سواد بررسی برای رایانه

طوری به می شود، گرفته نظر در بازدید فرایند کل زمان و شده بازدید صفحه های کل تعداد همچون متغیرهایی

است ممکن متغیرها، این مقادیر گرفت. نظر در شمارشی متغیرهای عنوان به را متغیر دو هر می توان که

است شده سعی مقاله این در باشند. زیادی صفر تعداد دارای دانشجویان از برخی نکردن بازدید دلیل به

شود. داده برازش داده ها این به مناسبی مدل های

محققان است. متغیره دو آماسیده صفر مدل نمود اشاره آن به می توان که مدل هایی مهمترین از یکی
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نموده اند. تحقیق زیاد صفر تعداد با شمارشی داده های مدل بندی برای صفر آماسیده مدل های مورد در بسیاری

عنوان تحت زیاد، صفر تعداد با شمارشی داده های روی را آماری مدل اولین (١٩٩٢) لمبرت مثال، عنوان به

،(١٩٩۵ ) ون دن براک ،(١٩٩۶) همکاران و گوپتا همچنین نمود. معرفی صفر آماسیده پواسون رگرسیون مدل

مورد را صفر آماسیده رگرسیون مدل های ،(٢٠٠۵) اگرستی و مین ،(٢٠٠١) همکاران و زای ،(١٩٩٨) ییپ

دست به چند متغیره شمارشی مدل های مورد در را جدیدی نتایج (٢٠٠١) کوچرلاکوتا دادند. قرار مطالعه

در دادند. قرار مطالعه مورد را صفر  آماسیده پارامتری دو توانی سری مدل (٢٠١١) شیرک و پاتیل آورد.

و پاتیل است. شده گرفته نظر در آمیختگی پارامتر یک و توانی سری توزیع برای پارامتر یک مدل ها، این

کردند. بررسی را توانی سری دومتغیره صفر آماسیده پارامترهای برابری همچنین (٢٠١١) شیرک

به همه گیرشناسی زمینه های از گسترده ای طیف در همچنین چند متغیره و دومتغیره شمارشی داده های

دارند. کاربرد غیره و بازاریابی علوم در مختلف، مناطق در بیماری یا بیماری یک مختلف انواع مثال عنوان

مورد (٢٠٠١) کوچرلاکوتا توسط توزیع این است، متغیره دو پواسون توزیع توزیع ها، از نوع این از یکی

ویژگی های و چندمتغیره صفر آماسیده پواسون مختلف مدل های (١٩٩٩) همکاران و لی گرفت. قرار توجه

صفر شمارشی داده های کاربرد برای مدل یک ،(٢٠١٠) وانگ دادند. قرار تحقیق مورد را آن توزیع های

اگرستی و مین وسیله به تصادفی اثرهای با صفر آماسیده پواسون مدل نهایت در و کرد پیشنهاد  آماسیده

و رضیی نهایت در گرفت. قرار پژوهش و تحقیق مورد (٢٠٠۴) راب هسکت و اسکروندال ،(٢٠٠۵)

با طولی ترتیبی و شمارشی پاسخ های با آمیخته دو متغیره پاسخ های تحلیل و بررسی به (٢٠١٧) همکاران

توانی سری توزیع های از شمارشی پاسخ های طوری که به پرداختند، چشم پوشی قابل غیر گم شدگی امکان

پاسخ های و شمارشی دو متغیره پاسخ های تحلیل نیز (٢٠١٨) همکاران و تبریزی همچنین می کردند. پیروی

همکاران و دهقانی آوردند. دست به را جدیدی نتایج و داده انجام (٠, ١) بازه در شده محدود پیوسته

به پرداختند تصادفی اثرهای بدون و با آماسیده صفر با متغیره دو پواسون مدل های بررسی به (١٣٩٨)

هستند. نرمال چوله توزیع دارای مدل ها این در تصادفی اثرهای که طوری

می شود، پرداخته آماسیده متغیره  دو پاسخ های تحلیل برای جدیدی توأم مدل های معرفی به مقاله این در

پژوهش های در دارد. وجود نقطه چند یا یک در تورم و آماسیدگی شمارشی، و پیوسته متغیر دو در طوری که به

مدل ها این است. نگرفته قرار محققان توجه مورد می شود، اشاره آن ها به مقاله این در که مدل هایی گذشته،

توانی-سری سری توزیع های برای صفر نقطه در آماسیده و آمیخته دومتغیره پاسخ های با مدل هایی شامل

که حالتی برای مدل ها این تعمیم و تصادفی اثرهای از استفاده با مقطعی حالت در توانی گاما-سری و توانی

می توان پیوسته پاسخ های از یک هر برای است ذکر به لازم است. داشته وجود ℓ و k نقطه دو در آماسیدگی
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نیز نظر مورد شمارشی پاسخ برای گرفت. نظر در توانی سری توزیع پاسخ این کردن گسسته با و گاما توزیع

صفر پواسون-پواسون مدل به می توان مدل ها این مهمترین از می گیرد. قرار استفاده مورد توانی سری توزیع

نمود. اشاره صفر آماسیده منفی-گاما دوجمله ای مدل درنهایت و صفر  آماسیده گاما پواسون-  آماسیده،

برای مقطعی دو متغیره مدل های عناوین با مدل ها این می شود. معرفی جدید مدل های ،٢ بخش در

مدل های آن از خاصی حالت ℓ و k دلخواه نقطه  دو در آماسیده توانی توانی-سری سری آمیخته پاسخ های

بررسی مورد توانی-گاما سری توزیع های برای مدل هایی نهایت در و صفر آماسیده توانی توانی-سری سری

صورت شده شبیه سازی مطالعه های شده مطرح مدل های سودمندی تشریح برای ،٣ بخش در اند. گرفته قرار

است. شده بیان واقعی داده های روی شده مطرح مدل های کاربرد ۴ بخش در نهایت در و گرفته

درستنمایی تابع های و مدل ها ٢

ورزشی علوم اجتماعی، علوم پزشکی، علوم همچون مختلفی حوزه های در کاربردی مسائل از بسیاری در

برای است. پاسخ ها این توأم بررسی و برازش هدف و هستند شمارشی نوع از آمیخته، پاسخ های غیره و

تعداد همچون پاسخ هایی است، شده انجام مجازی صورت به دانشجویان روی بر بازخورد مطالعه یک مثال،

ترتیب به فرم ها کردن پر برای لازم زمان مدت و دانشجویان توسط سایت در شده بازدید نظرسنجی فرم های

دو این بین که است واضح است. شده گرفته نظر در افراد این برای پیوسته، و شمارشی پاسخ عنوان به

پر برای لازم زمان باشد بیشتر شده بازدید فرم های تعداد چه هر زیرا دارد، وجود همبستگی آمیخته، پاسخ

بود. خواهد بیشتر فرم ها این کردن

(k, ℓ) آماسیده توانی توانی-سری سری آمیخته  پاسخ های با دومتغیره تحلیل ٢. ١

(ZIPS) نماد با که است، (k, ℓ) آماسیده توانی سری توزیع دارای شمارشی پاسخ های Y f
i کنید فرض

صورت به و است شده داده نشان

Y f
i ∼


k ϕ١ احتمال با

ℓ ϕ٢ (١ − ϕ١) احتمال با

PS(ϑ
(f)
i ) (١ − ϕ١) (١ − ϕ٢) احتمال با
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صورت به که است توانی سری توزیع احتمال جرم تابع PS(ϑi) آن، در که طوری به می گردد، تعریف

P (Yi = j) =
a(j)ϑji
g(ϑi)

,

توزیع های مهمترین از .g(ϑi) =
∑
j
a(j)ϑji و نامنفی تابع یک ترتیب به g(·) و a(·) آن، در که است،

نمود. اشاره منفی دوجمله ای و پواسون توزیع به می توان سری توانی

صورت به که است، (k, ℓ) آماسیده توانی سری توزیع دارای پیوسته پاسخ های T f
i کنید فرض

P (T f
i = k|ϑi = ϑ

(t)
i ) = ϕ١ + (١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

a(k)ϑki
g(ϑi)

/Ci(K),

P (T f
i = ℓ|ϑi = ϑ

(t)
i ) = ϕ١)٢ − ϕ١) + (١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

a(ℓ)ϑℓi
g(ϑi)

/Ci(K),

P (T f
i = ℓ|ϑi = ϑ

(t)
i ) = ϕ١)٢ − ϕ١) + (١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

a(ℓ)ϑℓi
g(ϑi)

/Ci(K),

صورت به Ci(K) آن در که است،

Ci(K) = P (Y f
i ≤ K|ϑ=ϑfi ) =

K∑
j=٠

a(j)ϑji
g(ϑi)

صورت به (k, ℓ) آماسیده پاسخ های با متغیره دو مدل می شود. تعریف

Y f
i |ϑ(f)i ∼ ZIPS(ϑ

(f)
i , ϕ١, ϕ٢),

T f
i |ϑ

(t)
i ∼ ZIPS(ϑ

(t)
i , ϕ١, ϕ٢),

q١(ϑ
(f)
i ) = X ′

١iβ١ +W ′
١iη١,

q٢(ϕ١) = X ′
٢iβ٢,
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q٣(ϕ٢) = X ′
٣iβ٣,

q۴(ϑ
(t)
i ) = X ′

۴iβ۴ +W ′
٢iη٢.

به مربوط تعمیم یافته خطی مدل های برای مناسب ربط توابع q٣(·) و q٢(·) ،q١(·) آن در که بود، خواهد

q٣ و q٢ و لگاریتم پیوند تابع q۴ و q١ مدل، این برای معمولا˗ هستند. ϑ(t)i و ϕ٢ ،ϕ١ ،ϑ(f)i پارامترهای

طرح ماتریس های iام سطر X۴i و X٣i ،X٢i ،X١i همچنین می شود. گرفته نظر در لوجیت پیوند تابع

طرح ماتریس های iام W٢iسطر W١iو بردارهای و هستند تبیینی متغیرهای X۴شامل X٣و ،X٢ ،X١

می شوند. گرفته نظر در X٢ ، X١ طرح ماتریس های از زیرماتریس هایی که طوری به هستند W٢ و W١

بردار با دومتغیره نرمال توزیع دارای (η١, η٢) که طوری به هستند، تصادفی اثر بردارهای η٢ و η١ همچنین

است. Ση کوواریانس ماتریس و صفر میانگین

صورت به درستنمایی ماکسیمم روش به مدل پارامترهای برآورد منظور به مدل، درستنمایی تابع

L =
∏n

i=١

∫
f(yfi , t

f
i |η١, η٢)f(η١, η٢)dη١dη٢

=
∏n

i=١

∫
f(yfi |η١)f(t

f
i |η٢)f(η١)dη١dη٢,

می آید. دست به

داشت: خواهیم آماسیده، پارامتر به مربوط مدل های برای لوجیت پیوند تابع گرفتن نظر در با

f(yfi |η١, η٢, η٣) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١

×
(
exp(x′٢iβ٢) +

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)a(k)q−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
k

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )ok
×

(
exp(x′٣iβ٣)

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١

+
(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١a(ℓ)q
−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
ℓ

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )oℓ
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×
((

١ + exp(x′٣iβ٣)
)−١a(j)q

−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
j

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )(١−ok)(١−oℓ)

f(tfi |η١, η٢, η٣) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١

×
(
exp(x′٢iβ٢) +

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)a(k)q−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢)
k

g
(
q−١

۴ (x′۴iβ۴ + w′
٢iη٢)

) )ok
×

(
exp(x′٣iβ٣)

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١

+
(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١a(ℓ)q
−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢)
ℓ

g
(
q−١

۴ (x′۴iβ۴ + w′
٢iη٢)

) )oℓ
×

((
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١a(j)q
−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢j

g
(
q−١

۴ (x′۴iβ۴ + w′
٢iη٢)

) )(١−ok)(١−oℓ)

این ادامه در که است صفر آماسیده توانی توانی-سری سری مدل شده، بیان مدل خاص حالت های از یکی

از زیاد صفر تعداد با شمارشی پاسخی ،(i = ١, ..., n, k = ٠, ...,K) Y f
i پاسخ می شود. معرفی مدل

توزیع از آمیخته ای ،Y f
i تصادفی متغیر توزیع بنابراین است. (ZIPS) صفر آماسیده توانی سری توزیع

می شود. گرفته نظر در صفر نقطه در تباهیده توزیع یک و توانی سری

صورت به نمونه iام مؤلفه به مربوط صفر آماسیده توانی سری مدل

Y f
i ∼

٠ ١ − ϕ١ احتمال با

PS(ϑ
(f)
i ) ϕ١ احتمال با

(١)

متغیر این که احتمال دیگر سویی از است. iام مؤلفه به مربوط آمیختگی پارامتر ϕi آن در که می شود، معرفی

صورت به کند، اختیار را صفر غیر مقدار یک و صفر مقدار یک ترتیب به iام پاسخ

P (Y f
i = ٠|ϑi = ϑ

(f)
i , Y f

i ≤ K) = (١ − ϕi) + ϕi
a(٠)
g(ϑi)

/Ci(K),
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P (Y f
i = j|ϑi = ϑ

(f)
i , Y f

i ≤ K) = ϕi
a(j)ϑji
g(ϑi)

/Ci(K).

صورت به Ci(K) آن در که می شود. محاسبه

Ci(K) = P (Y f
i ≤ K|ϑ=ϑfi ) =

K∑
j=٠

a(j)ϑji
g(ϑi)

مدت دهنده نشان که است صفر آماسیده توانی سری توزیع از پاسخی T f
i پاسخ همچنین می گردد، تعریف

صفر نقطه در تباهیده توزیع یک از آمیخته ای ،T f
i همچنین بود. خواهد سنجی نظر فرم های از بازدید زمان

احتمال می شود. گرفته نظر در صفر غیر مشاهدات برای توانی سری توزیع یک و ϕi آمیختگی پارامتر با

صورت به زمان پاسخ برای صفر غیر و صفر مقدار مشاهده

P (T f
i = ٠|ϑi = ϑ

(t)
i ) = (١ − ϕi) + ϕi

a(٠)
g(ϑi)

,

P (T f
i = ٠|ϑi = ϑ

(t)
i ) = (١ − ϕi) + ϕi

a(٠)
g(ϑi)

,

توانی سری توزیع دارای که پاسخ دو برای دومتغیره جدید مدل یک می توان دیگر سویی از می آید. دست به

صورت به مدل این نمود، معرفی زیر صورت به است صفر آماسیده

Y f
i |ϑ(f)i , ϕi ∼ ZIPS(ϑ

(f)
i , ϕi),

T f
i |ϑ

(t)
i , ϕi ∼ ZIPS(ϑ

(t)
i , ϕi),

q١(ϑ
(f)
i ) = X ′

١iβ١ +W ′
١iη١,

q٢(ϕi) = X ′
٢iβ٢,
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q٣(ϑ
(t)
i ) = X ′

٣iβ٣ +W ′
٣iη٢,

مربوط تعمیم یافته خطی مدل های برای مناسب پیوند توابع q٣(·) و q٢(·) ، q١(·) آن در که می گردد، بیان

تابع q٢ و لگاریتم پیوند تابع q٣ و q١ مدل، این برای معمولا˗ هستند. ϑ(t)i و ϕi ، ϑ(f)i پارامترهای به

X٢ ، X١ طرح ماتریس های iام سطر X٣i و X٢i ، X١i همچنین می شود. گرفته نظر در لوجیت پیوند

طرح ماتریس های iام سطر W٢i و W١i بردارهای دیگر سویی از هستند. تبیینی متغیرهای شامل X٣ و

بردارهای η٢ و η١ همچنین و X٣هستند ،X٢ ،X١ طرح ماتریس های از زیرماتریس هایی W٢که W١و

و صفر میانگین بردارهای با دومتغیره نرمال توزیع دارای (η١, η٢) می شوند که گرفته نظر در تصادفی اثر

استفاده درستنمایی ماکسیمم روش از مدل پارامترهای برآورد منظور به است. Ση کوواریانس ماتریس

صورت به مدل به مربوط درستنمایی تابع منظور این برای می شود.

L =
n∏

i=١

∫
Ai

f(yfi , t
f
i |η١, η٢).f(η١, η٢)dη١dη٢

=

n∏
i=١

∫
Ai

f(yfi |η١).f(t
f
i |η٢)f(η١, η٢)dη١dη٢,

پیوند توابع گرفتن نظر در با .Ai = {(η١, η٢); η١ ∈ Rd١ , η٢ ∈ Rd٢} آن در که می آید، دست به

صورت به است شده استفاده مدل درستنمایی تابع در که احتمالی جرم توابع نظر، مورد

f(yfi |η١, η٢) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١

×
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

a(٠)
g(q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١))

)١−oi

×
(
exp(x′٢iβ٢)

a(j)q−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
j

g(q−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١))

)oi
و

f(tfi |η١, η٢) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١
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×
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

a(٠)
g(q−١

٣ (x′٣iβ٣ + w′
٢iη٢))

)١−oi ,

×
(
exp(x′٢iβ٢)

a(j)q−١
٣ (x′٣iβ٣ + w′

٢iη٢)
j

g(q−١
٣ (x′٣iβ٣ + w′

٢iη٢))

)oi ,
نمود. اشاره صفر آماسیده پواسون-پواسون مدل های به می توان مدل ها این مهمترین از می گردند. محاسبه

(k, ℓ) آماسیده توانی-گاما سری آمیخته پاسخ های با متغیره دو تحلیل ٢. ٢

است ممکن پاسخ ها این در هستند، پیوسته و توانی سری نوع از آمیخته پاسخ های مطالعه ها، از برخی در

مدل هایی معرفی به ادامه در باشند. ℓ و k نقطه دو در شدن آماسیده ویژگی های دارای نظر مورد متغیرهای

آماسیده توانی سری توزیع از شمارشی پاسخ Y f
i کنید فرض می شود. پرداخته پاسخ ها این تحلیل برای

صورت به که است، (k, ℓ)

Y f
i ∼


k ϕ١ احتمال با

ℓ ϕ٢ (١ − ϕ١) احتمال با

PS(ϑ
(f)
i ) (١ − ϕ١) (١ − ϕ٢) احتمال با

آماسیده گامای توزیع دارای و شوند ثبت پیوسته صورت به زمان مشاهدات این که فرض با می شود. تعریف

داشت: خواهیم است، (k, ℓ)

P (T f
i = k|ϑi = ϑ

(t)
i ) = ϕ١ +

(١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

( ٢ϑi
ν )

ν
٢ Γ(ν٢ )

k
ν−٢

٢ exp(
−kν
٢ϑi

),

P (T f
i = ℓ|ϑi = ϑ

(t)
i ) = ϕ١)٢ − ϕ١) +

(١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

( ٢ϑi
ν )

ν
٢ Γ(ν٢ )

ℓ
ν−٢

٢ exp(
−ℓν
٢ϑi

),

P (T f
i = j|ϑi = ϑ

(t)
i ) =

(١ − ϕ١)(١ − ϕ٢)

( ٢ϑi
ν )

ν
٢ Γ(ν٢ )

j
ν−٢

٢ exp(
−jν
٢ϑi

).
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صورت به (k, ℓ) آماسیده پاسخ های با دومتغیره مدل

Y f
i |ϑ(f)i ∼ ZIPS(ϑ

(f)
i , ϕ١, ϕ٢),

T f
i |ϑ

(t)
i ∼ ZIG(ϑ

(t)
i , ϕ١, ϕ٢),

q١(ϑ
(f)
i ) = X ′

١iβ١ +W ′
١iη١,

q٢(ϕ١) = X ′
٢iβ٢,

q٣(ϕ٢) = X ′
٣iβ٣,

q۴(ϑ
(t)
i ) = X ′

۴iβ۴ +W ′
٢iη٢

به مربوط تعمیم یافته خطی مدل های برای مناسب پیوند توابع q٣(·) و q٢(·) ،q١(·) آن در که بود، خواهد

q٣ و q٢ و لگاریتم پیوند تابع q۴ و q١ مدل، این برای معمولا˗ هستند. ϑ(t)i و ϕ٢ ، ϕ١ ، ϑ(f)i پارامترهای

طرح ماتریس های iام سطر X۴i و X٣i ، X٢i ، X١i همچنین می شود. گرفته نظر در لوجیت پیوند تابع

ماتریس های iام سطر W٢i و W١i بردارهای و هستند تبیینی متغیرهای شامل X۴ و X٣ ، X٢ ، X١

η١ همچنین می شوند. گرفته نظر در X٢ ، X١ طرح ماتریس های از زیرماتریس هایی که W٢ و W١ طرح

میانگین بردار با دومتغیره نرمال توزیع دارای (η١, η٢) که طوری به هستند، تصادفی اثر بردارهای η٢ و

روش به مدل پارامترهای برآورد منظور به مدل، درستنمایی تابع است. Ση کوواریانس ماتریس و صفر

صورت به درستنمایی ماکسیمم

L =
n∏

i=١

∫
f(yfi , t

f
i |η١, η٢).f(η١, η٢)dη١dη٢

=

n∏
i=١

∫
f(yfi |η١)f(t

f
i |η٢).f(η١)dη١dη٢,
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خواهیم آماسیده، پارامتر به مربوط مدل های برای لوجیت پیوند تابع گرفتن نظر در با می آید. دست به

داشت:

f(yfi |η١, η٢, η٣) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١

×
(
exp(x′٢iβ٢) +

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)a(k)q−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
k

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )ok
×

(
exp(x′٣iβ٣)

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١

+
(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١a(ℓ)q
−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
ℓ

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )oℓ
×

((
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١a(j)q
−١
١ (x′١iβ١ + w′

١iη١)
j

g
(
q−١

١ (x′١iβ١ + w′
١iη١)

) )(١−ok)(١−oℓ)

و

f(tfi |η٢, η٣, η۴) =
(
١ + exp(x′٢iβ٢)

)−١
[
exp(x′٢iβ٢)

+

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)
(

٢q−١
۴ (x′

۴iβ۴+w′
٢iη٢)

ν )
ν
٢ Γ(ν٢ )

k
ν−٢

٢ exp(
−kν

٢q−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢)
)
]ok

×
[
exp(x′٣iβ٣)

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)−١

+

(
١ + exp(x′٣iβ٣)

)
(

٢q−١
۴ (x′

۴iβ۴+w′
٢iη٢)

ν )
ν
٢ Γ(ν٢ )

ℓ
ν−٢

٢ exp(
−ν

٢q−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢)
)
]oℓ

×
[ (

١ + exp(x′٣iβ٣)
)

(
٢q−١

۴ (x′
۴iβ۴+w′

٢iη٢)

ν )
ν
٢ Γ(ν٢ )

j
ν−٢

٢
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× exp(
−jν

٢q−١
۴ (x′۴iβ۴ + w′

٢iη٢)
)
](١−ok)(١−oℓ)

.

که است صفر آماسیده توانی-گاما سری مدل بخش، زیر این در شده بیان مدل خاص حالت های از یکی

به می توان مدل ها این مهمترین از است. حصول قابل آن درستنمایی تابع و مدل ،٢. ١ بخش زیر همانند

نمود. اشاره آماسیده صفر منفی-گاما دوجمله ای مدل و پواسون-گاما مدل

شبیه سازی مطالعه  ٣

پواسون- مدل صفر آماسیده، گاما مدل صفر آماسیده، پواسون مدل های سودمندی تشریح برای بخش این در

مطالعه ای  صفر آماسیده منفی-گاما جمله ای دو مدل و صفر آماسیده پواسون-گاما مدل صفر آماسیده، پواسون

نظر مورد مدل های سپس می شود، بیان داده ها تولید نحوه ابتدا منظور این برای می شود. انجام شبیه سازی

می شوند. داده برازش شده شبیه سازی داده های روی

(ZIP) صفر آماسیده پواسون مدل ٣. ١

تصادفی اثر متغیر همچنین است. λ(f)i پارامتر با پواسون توزیع دارای Y f
i توانی سری متغیر می شود فرض

σ٢
ηi = ١ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Y f

i گسسته پاسخ متغیر برای خطی مدل در ηi
از Xi تبیینی متغیر مدل ها این همه در شود. گرفته نظر در Y f

i شمارشی پاسخ بر تبیینی متغیر تنها X و

صورت به پارامترها واقعی مقادیر می گردند. تولید یک واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع

(β٠, β١, ξ٠, ξ١, σ
٢
ηi)

′ = (٠, ١, ٠, ١, ١)′,

نظر مورد مدل های در

Y f
i |λ(f)i ∼ ZIP (λ

(f)
i , ϕi),

log(λ
(f)
i ) = β٠ + β١Xi + σηηi,

logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi,
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می گردد: تولید شرح این به صفر آماسیده پواسون توزیع از Y f
i تصادفی متغیر بنابراین می گیرند. قرار

ϕi = ٠٫٨ گرفتن نظر در با سپس و شده تولید (٠, ١) بازه روی یکنواخت توزیع از ui تصادفی متغیر ابتدا

،ui ≤ ٠٫٨ اگر که می شوند تولید زیر صورت به Y f
i مقادیر ٠٫٨ با ui مقادیر مقایسه و آمیختگی) (احتمال

می شود. تولید λ(f)i پارامتر با پواسون توزیع از Y f
i تصادفی متغیر آن گاه ،ui > ٠٫٨ اگر ،yfi = ٠ آن گاه

صورت به مدل این برای درستنمایی تابع شده، مطرح مدل اساس بر تصادفی نمونه تولید از بعد نهایت در

L = Πn
i=١

∫
ηi

f(yfi |ηi)f(ηi)dηi

با بنابراین گردد، روبه رو دشواری هایی با است ممکن فوق انتگرال حل که آن جایی از می آید. دست به

این برای می شود. زده تقریب فوق انتگرال MCMC روش وسیله به انتگرال تقریب روش از استفاده

مورد انتگرال سپس می شود، تولید ηi ∼ N(٠, ١) توزیع از m حجم به تصادفی نمونه یک ابتدا منظور

صورت به ∫نظر
ηi

f(yfi |ηi)f(ηi)dηi ≃
١
m
Σm
k=١f(y

f
i |η

(k)
i )

می شود مینیمم درستنمایی تابع تقریب لگاریتم منفی نیوتون-رافسون روش با حال می شود. زده تقریب

استفاده R افزار نرم در nlminb دستور از منظور این برای می آید، دست به مدل پارامترهای برآورد و

این عکس سپس آورده، دست به را مدل پارامترهای برآورد به مربوط فیشر اطلاع ماتریس همچنین می گردد.

پارامترهای برآورد به مربوط واریانس های ماتریس، این اصلی قطر روی درایه های شده، محاسبه ماتریس

در موجود واریانس های مثبت جذر از مدل پارامترهای برآورد استاندارد خطای نهایت در هستند. مدل

fdHess دستور از فیشر اطلاع ماتریس آوردن دست به برای می آید. دست به فیشر اطلاع ماتریس عکس

با ١٠٠٠تایی و ١٠٠ ،۵٠ حجم به نمونه هایی شبیه سازی کار انجام برای می شود. استفاده R افزار نرم در

پارامترهای از یک هر استانداد خطای نقطه ای، برآورد است. شده تولید Y توزیع از R نرم افزار از استفاده

و نمونه تولید فرایند است. شده ارائه ١ جدول در و محاسبه ١٠٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ نمونه های حجم برای مدل

برآوردهای از گرفتن میانگین با و نموده تکرار بار ١٠٠٠ را نمونه مختلف حجم های در مدل پارامترهای برآورد

می گردد. گردآوری ١ جدول در مدل پارامترهای نهایی برآورد تکرار، بار ١٠٠٠ در مدل پارامترهای به مربوط

پارامترهای به مربوط استاندارد خطای تکرار، بار ١٠٠٠ در استاندارد خطای از گرفتن میانگین با همچنین

از کدام هر برای پایینی اریبی میزان که می دهد نشان شبیه سازی از حاصل نتایج می آید. دست به نیز مدل
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همچنین می کند. پیدا کاهش اریبی این میزان نمونه حجم افزایش با و دارد وجود پارامتر ها برآوردکننده های

برآورد مقادیر که است آن اهمیت حائز نکته یافته اند. کاهش نمونه تعداد افزایش با معیار انحراف مقادیر

می شود. دیده بهتر موضوع این نمونه حجم افزایش با و است نزدیک آن ها واقعی مقادیر به مدل پارامترهای

هستند. سازگار برآوردها که گرفت نتیجه می توان بنابراین

صفر آماسیده. پواسون مدل از شده شبیه سازی داده های برای استاندارد خطای برآورد و برآوردها :١ جدول

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ۵٠
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد واقعی مقدار پارامتر

٠٫٠١١ −٠٫٠٠٣ ٠٫٠١٧ −٠٫٠١٠ ٠٫١٩۴ −٠٫٠١٣٣ ٠ β٠
٠٫٠٢٧ ٠٫٩۵٧ ٠٫٠٧۴ ٠٫٩٨٢ ٠٫١٣٧ ٠٫٨۵١ ١ β١
٠٫٠١۶ −٠٫٠٠٣ ٠٫٣٢١ −٠٫٠۴۴ ٠٫۴٣١ −٠٫٠۶٢ ٠ ξ٠
٠٫١٢٣ ١٫٠٨۶ ٠٫٣٣٩ ١٫٠١٠ ٠٫۵٠٢ ٠٫٩۵٨ ١ ξ١
٠٫٠٢٩ ١٫٠٧٣ ٠٫٠٨٨ ١٫١٠٩ ٠٫١٣٧ ٠٫٩٧٩ ١ σ٢

η

(ZIG) صفر آماسیده گاما مدل ٣. ٢

تصادفی اثر متغیر همچنین است. (λ(t)i , v) پارامتر با گاما توزیع دارای Ti پیوسته متغیر می شود فرض

Xi و σ٢
ηi = ١ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Ti پاسخ متغیر برای خطی مدل در (ηi)

نرمال توزیع از Xi تبیینی متغیر به مربوط تصادفی نمونه های و بوده T f
i پیوسته پاسخ تبیینی متغیر تنها

صورت به مدل پارامترهای بردار برای واقعی مقادیر همچنین شود، تولید استانداراد

(γ٠, γ١, ξ٠, ξ١, σ
٢
ηi)

′ = (٠, ١, ٠, ١, ١)′,

می نماییم: عمل زیر شرح به T f
i تصادفی متغیر از تصادفی نمونه تولید برای حال می شود. گرفته نظر در

ϕi = ٠٫٨ گرفتن نظر در با سپس و تولید (٠, ١) بازه روی یکنواخت توزیع از ui تصادفی متغیر ابتدا

می گردد: تولید زیر صورت به T f
i مقادیر ٠٫٨ ثابت مقدار با ui مقادیر مقایسه و

نظر مورد نمونه آن گاه ، ui > ٠٫٨ اگر و می کند اختیار صفر برابر مقداری T f
i آن گاه ، ui ≤ ٠٫٨ اگر

صورت به شبیه سازی در مدل ها می شود. تولید گاما توزیع از

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIG(λ

(t)
i , ϕi),

log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi,
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logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi,

از استفاده با شده، مطرح مدل اساس بر تصادفی نمونه تولید از بعد نهایت در می شوند. گرفته نظر در

استفاده با و زده تقریب نظر مورد مدل درستنمایی لگاریتم تابع ، MCMC روش های انتگرال تقریب

می شود. حاصل مدل پارامترهای برآورد رافسون نیوتون روش

دست به و نظر مورد مدل برازش با و می شود انجام ١٠٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ نمونه حجم سه برای شبیه سازی

و پارامترها برآورد میانگین سپس و می گردد تکرار مرتبه ١٠٠٠ فرآیند این مدل پارامترهای برآورد آوردن

اریبی میزان که می دهد نشان شبیه سازی از حاصل نتایج می گردد. اعلام استاندارد خطای برآورد میانگین

کاهش اریبی این میزان نمونه حجم افزایش با و دارد وجود پارامترها برآوردکننده های از کدام هر برای پایینی

برآورد مقادیر است ذکر به لازم هستند. سازگار برآوردها که گرفت نتیجه می توان بنابراین می کند. پیدا

می شود. دیده بهتر موضوع این نمونه حجم افزایش با و است نزدیک آن ها واقعی مقادیر به مدل پارامترهای

هستند. نااریب و سازگار برآوردها که گرفت نتیجه می توان بنابراین

صفر آماسیده. گاما مدل از شده شبیه سازی داده های برای استاندارد خطای برآورد و برآوردها :٢ جدول

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ۵٠
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد واقعی مقدار پارامتر

٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠٣٢ −٠٫٠٨١ ٠٫١۴٩ −٠٫١٠٣ ٠ β٠
٠٫٠٠٢ ١٫٣١٠ ٠٫٠٠۵ ١٫٣٧٠ ٠٫٠٨٠ ١٫٣٠٠ ١ β١
٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٣ ٠٫٠۴٣ ٠٫٠١١ ٠٫٠۶١ ٠٫٠٣١ ٠ ξ٠
٠٫٠١۵ ١٫٠٠٩ ٠٫١١۵ ١٫٠٣١ ٠٫٢١٣ ١٫٣٢١ ١ ξ١
٠٫٠٠٢ ١٫٠٢٣ ٠٫٠٠۶ ١٫١٣٠ ٠٫١٣٩ ١٫٢۵٠ ١ σ٢

η

صفر آماسیده (ZIPG) گاما پواسون- و (ZIPP) پواسون-پواسون توأم مدل های ٣. ٣

صفر پواسون-گاما و آماسیده صفر پواسون-پواسون مدل برای شبیه سازی به مربوط نتایج ابتدا بخش این در

شبیه  سازی است. آن ها معیار خطای و مدل پارامترهای برآوردهای شامل نتایج این می شود. ارائه  آماسیده

حالت دو در زمان پیوسته متغیر و صفر آماسیده پواسون توزیع دارای شمارشی متغیر که است حالتی برای

زمان حالت و صفر آماسیده گاما توزیع از پیوسته زمان حالت در می گردد. تولید گسسته زمان و پیوسته زمان

ترتیب این به توزیع دو این از آماسیده پاسخ های است. شده استفاده صفر آماسیده، پواسون توزیع گسسته

می شوند: تولید
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می شود: تولید مدل این شبیه سازی از استفاده با پیوسته زمان ١-متغیر

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIG(λ

(t)
i , ϕi),

log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi,

logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi

می شود: تولید مدل این شبیه سازی از استفاده با گسسته زمان ٢-متغیر

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIP (λ

(t)
i , ϕi),

log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi.

مدل در رفته کار به تبیینی متغیر تنها و شده تولید استاندارد نرمال توزیع Xiاز تبیینی متغیر بالا مدل های در

مقادیر است. یک واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای (ηi) تصادفی اثر متغیر همچنین و است

مشابه است. ،(γ٠, γ١, σ
٢
ηi)

′ = (٠, ١, ١)′ صورت به بالا مدل های در رگرسیونی ضرایب به مربوط اولیه

نمونه های صفر آماسیده تک متغیره گاما و صفر آماسیده متغیره تک پواسون مدل های برای قبل بخش های

١٠٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ با برابر شده شبیه سازی مدل های برای نمونه حجم می گردند. تولید نظر مورد تصادفی

ترتیب به صفر آماسیده پواسون پواسون- و پواسون-گاما توأم آمیخته  پاسخ های خلاصه طور به بود. خواهد

می شوند. شبیه سازی زیر مدل های توسط

: صفر آماسیده -گاما پواسون مدل -١

Y f
i |λ(f)i ∼ ZIP (λ

(f)
i , ϕi),

log(λ
(f)
i ) = β٠ + β١Xi + σηηi,

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIG(λ

(t)
i , ϕi),
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log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi,

logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi.

: صفر آماسیده پواسون-پواسون مدل -٢

Y f
i |λ(f)i ∼ ZIP (λ

(f)
i , ϕi),

log(λ
(f)
i ) = β٠ + β١Xi + σηηi,

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIP (λ

(t)
i , ϕi),

log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi,

logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi.

صفر پواسون-پواسون مدل و صفر آماسیده پواسون-گاما مدل شبیه سازی نتایج ترتیب به ٣ جدول در

زیرا دارد، مدل پارامترهای برآورد در را خوبی قابلیت مدل که می دهند نشان نتایج شده اند. ارائه  آماسیده

می توان بنابراین می شوند بهتر برآوردها نمونه حجم افزایش با و هستند نزدیک اولیه مقادیر به برآوردها

هستند. سازگار برآوردها که گرفت نتیجه

(ZINBG) صفر آماسیده منفی-گاما دوجمله ای مدل ۴ .٣

و صفر آماسیده منفی دوجمله ای توزیع دارای شمارشی متغیر که می شود گرفته نظر در حالتی بخش این در

مدل در (ηi) تصادفی اثر متغیر می گردد فرض است. آماسیده صفر گاما توزیع دارای زمان پیوسته متغیر

توزیع از X تبیینی متغیر باشد. استاندارد نرمال توزیع دارای پیوسته و گسسته پاسخ متغیرهای برای خطی
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و گاما پواسون- مدل از شده شبیه سازی داده های برای استاندارد خطای برآورد و برآوردها :٣ جدول
صفر آماسیده. پواسون پواسون-

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ۵٠
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد واقعی مقدار پارامتر

٠٫٠٣۵ ٠٫٠۴٨ ٠٫١١٠ ٠٫٠۵٣ ٠٫١۵۵ ٠٫١١١ ٠ β٠
٠٫٠٢٨ ٠٫٩٢۵ ٠٫٠٧۴ ٠٫٩۴٣ ٠٫٠٨٨ ٠٫٩٩٩ ١ β١
٠٫٠٢٧ ٠٫۴٧۶ ٠٫٠٩٣ ٠٫٣٧٨ ٠٫١٣٠ ٠٫۵٨١ ٠ γ٠
٠٫٠١٩ ١٫٠۴٣ ٠٫٠۵٢ ١٫١۶٩ ٠٫٠۶١ ١٫٠۴٩ ١ γ١ ZIPG
٠٫٠۴٠ −٠٫١٠٠ ٠٫١٢۶ −٠٫٠٨٢ ٠٫١٨١ −٠٫١۶۶ ٠ ξ٠
٠٫٠۴١ ٠٫٠٨۶ ٠٫١٢٣ ٠٫١٠٣ ٠٫١٧٧ ٠٫٠۶۶ ١ ξ١
٠٫٠١۶ ١٫٠۵٠ ٠٫٠۶١ ٠٫٠١٠ ٠٫٠٧۵ ٠٫٩٨٨ ١ σ٢

η

٠٫١٢٧ −٠٫٣۴۶ ٠٫١١٢ −٠٫٢٢٢ ٠٫١٨٧ −٠٫۵٢۶ ٠ β٠
٠٫٠۶٠ ١٫١١٢ ٠٫٠٨٧ ٠٫٨٨٨ ٠٫١٣٨ ١٫١٢۴ ١ β١
١٫٠٢١ −٠٫٠٠٨ ١٫۶١٢ −٠٫٠٣١ ٢٫٣١٠ −٠٫٠٢١ ٠ γ٠
٠٫٠۶٢ ١٫١٧۴ ٠٫٠٧٨ ٠٫٩٢٨ ٠٫١٣٩ ١٫١۵٢ ١ γ١ ZIPP
٠٫٠٠۵ ٠٫٠٣١ ١٫٣١٣ ٠٫٠٢٣ ٢٫١٣١ ٠٫٠٣۶ ٠ ξ٠
٠٫٠۴١ ١٫٠٢٩ ٠٫٢۶١ ١٫١٣۶ ٠٫۶٣۵ ١٫۴۶٢ ١ ξ١
٠٫٠۵١ ١٫٠٣٩ ٠٫٠٣٧ ١٫٠٧١ ٠٫١۵٩ ١٫۵۴٠ ١ σ٢

η

صورت به مدل پارامترهای بردار برای واقعی مقادیر همچنین می شود. تولید استاندارد نرمال

(β٠, β١, γ٠, γ١, ξ٠, ξ١, σ
٢
η)

′ = (٠, ١, ٠, ١, ٠, ١, ١)′

صورت به شبیه سازی در مدل ها می شود. می شود داده قرار

Y f
i |λ(f)i ∼ ZINB(k, λ

(f)
i /k, ϕi),

log(λ
(f)
i ) = β٠ + β١Xi + σηηi,

T f
i |λ

(t)
i ∼ ZIG(λ

(t)
i , ϕi),

log(λ
(t)
i ) = γ٠ + γ١Xi + σηηi,

logit(ϕi) = ξ٠ + ξ١Xi.
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این به می شود عمل قبل مدل های مشابه منفی دوجمله ای توزیع از تصادفی نمونه تولید برای می گردد. فرض

گرفتن نظر در با سپس و تولید (٠, ١) بازه روی یکنواخت توزیع از را ui تصادفی متغیر ابتدا که صورت

می شوند: تولید زیر صورت به T f
i و Y f

i مقادیر ثابت، مقدار این با ui مقادیر مقایسه و ϕi = ٠٫٨

در Y f
i = ٠ ،ui ≤ ٠٫٨ تصادفی متغیر اگر منفی، دوجمله ای شمارشی متغیر از نمونه تولید برای -١

می شوند. تولید منفی دوجمله ای توزیع از Y f
i اینصورت غیر

غیر در بود، خواهد T f
i = ٠ آن گاه ،ui ≤ ٠٫٨ تصادفی متغیر اگر گاما، توزیع از نمونه تولید برای -٢

می شود. تولید گاما توزیع از T f
i پیوسته متغیر صورت این

پرداخته مدل پارامترهای برآورد به نظر مورد توزیع های از تصادفی نمونه های تولید از بعد نهایت در

همچنین هستند. نزدیک آن ها اولیه مقادیر به پارامترها برآورد شد ملاحظه ۴ جدول در که همان طور می شود.

منفی-گاما دوجمله ای مدل از شده شبیه سازی داده های برای استاندارد خطای برآورد و برآوردها :۴ جدول
صفر آماسیده.

n = ١٠٠٠ n = ١٠٠ n = ۵٠
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد واقعی مقدار پارامتر

٠٫٠٠١ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠١١ ٠٫٠١٩ ٠٫٠١٧ ٠٫٠٠٣ ٠ β٠
٠٫٠٠١ ٠٫٩٩٩ ٠٫٠٠٩ ١٫٠٠٢ ٠٫٠١۶ ٠٫٩٩١ ١ β١
٠٫٠٣٩ ٠٫٠٠١ ١٫٠٢٠ ٠٫٠٢٢ ١٫٢١١ ٠٫٠۴١ ٠ γ٠
٠٫٠١٧ ١٫١٩٨ ٠٫٠۴٢ ١٫٢٠١ ٠٫٠٨۵ ١٫٠٠۴ ١ γ١
٠٫٠٣٢ −٠٫١٢۴ ٠٫١٠۴ −٠٫١٧٧ ٠٫١۴٨ −٠٫١٧۴ ٠ ξ٠
٠٫٠٣٠ −٠٫٠١۶ ٠٫٠٩٢ ٠٫٠۶٣ ٠٫١۶٧ −٠٫٠١٣ ١ ξ١
٠٫٠٠١ ١٫٠٠٢ ٠٫٠١٠ ٠٫٩٨٨ ٠٫٠١۵ ١٫٠٢۴ ١ σ٢

η

در این و می شوند نزدیک تر واقعی مقادیر به پارامترها برآورد مقادیر نمونه حجم افزایش با که می شود دیده

نشان استاندارد خطای مقادیر می دهد. نشان را درستنمایی ماکسیمم برآوردهای بودن سازگار خاصیت واقع

شده اند. داده برازش خوبی به مدل ها این که می دهند

کاربردی مثال ۴

دانشجویان از است، گرفته انجام هلند در کاربردی علمی دانشگاه یک در که رایانه بر مبتنی ارزیابی یک در

روی بر پژوهش این دهند. پاسخ مجازی صورت به نظرسنجی) (فرم های سؤالات به که شده درخواست

یک است. گرفته قرار مطالعه مورد بازرگانی مدیریت و بهداشت حقوق، کارشناسی اول سال دانشجو ۶١٠

لحاظ (Y f
i ) شمارشی پاسخ یک عنوان به که است دانشجویان توسط شده بازدید فرم های تعداد مهم متغیر

انگیزه زمان، محدودیت جمله (از مختلف دلایل به دانشجویان از زیادی تعداد مطالعه، این در است. گردیده
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متغیر به مربوط مشاهدات بنابراین نکرده اند. بازدید را نظرسنجی فرم های هرگز ارزیابی) با آشنایی عدم و

نیست. درستی انتخاب داده ها این برای پواسون توزیع بنابراین است. صفر مقدار زیادی تعداد شامل Y f
i

استفاده صفر آماسیده پواسون توزیع از شمارشی پاسخ این تحلیل برای که می شود داده ترجیح رو، این از

ترتیب به پیوسته و شمارشی متغیرهای دارد. وجود پیوسته و شمارشی پاسخ متغیر دو مطالعه این در گردد.

از پیروی به می دهند. نشان را (T f
i ) بازخورد پردازش زمان کل و شده بازدید نظرسنجی صفحات تعداد

صفر زیادی مقدار نیز زمان پیوسته متغیر می کند، تولید صفر مقدار زیادی تعداد که شمارشی پاسخ متغیر

صفر آماسیده گاما توزیع از پیوسته پاسخ این تحلیل برای که می شود داده ترجیح رو این از و می کند تولید

هر زیرا دارد، وجود همبستگی نوعی T f
i و Y f

i آمیخته  پاسخ متغیر دو در که است واضح شود. استفاده

در بود. خواهد بیشتر نیز فرم ها این کردن پر برای لازم زمان باشد، بیشتر شده بازدید فرم های تعداد چه

رفتار بررسی هدف و شده جمع آوری دانشجویان یادگیری بر بازخورد اثرهای درباره اطلاعاتی مطالعه این

پردازش برای انتظار مورد زمان و شده بازدید صفحات تعداد مانند آزمون انجام از بعد و قبل دانشجویان

سرعت و مهارت ها گرفتند قرار بررسی مورد مطالعه این در که متغیرهایی جمله از است. بازخورد اطلاعات

در را دانشجویان سرعت و مهارت مختلفی، عامل های اندازه گیری با متغیرها این است. دانشجویان کار

(θ, ζ = ٣) ضعیف و (θ, ζ = ٢) متوسط و خوب ،(θ, ζ = ١) خوب خیلی و عالی رده های از یکی

می کند. دسته بندی

داده های تحلیل برای می شوند، داده شرح ادامه در که مدل هایی کاربرد از حاصل نتایج قسمت این در

ترتیب به Y f
i و T f

i متغیرهای می گردد. ارائه شدند، معرفی قبل بخش در که کامپیوتر بر مبتنی ارزیابی

دو این تبیینی متغیرهای مطالعه این در که طوری به هستند. شمارشی و پیوسته همبسته  آمیخته متغیرهای

بازدید نظرسنجی صفحات تعداد Y f
i متغیر این که به توجه با می شود. گرفته نظر در ζ و θ آمیخته پاسخ

این مشابه طور به و شده اند، دیده مشاهدات در زیادی دفعات به صفر مقادیر متغیر این برای و است شده

مدل مناسب ترین است. مشاهدات در زیادی تعداد به صفر مقادیر نیز زمان متغیر برای شمارشی پاسخ

دوجمله ای و صفر آماسیده پواسون-پواسون صفر آماسیده، پواسون-گاما مدل پاسخ ها این توأم تحلیل برای

پواسون مدل پنج داده ها این تحلیل برای امر این دادن نشان منظور به بود. خواهد صفر آماسیده منفی-گاما

صفر پواسون پواسون- مدل صفر آماسیده، گاما پواسون- مدل و صفر آماسیده گاما مدل صفر آماسیده،

این تحلیل برای است. شده داده  برازش صفر آماسیده گاما منفی- دوجمله ای مدل نهایت در و  آماسیده

شده اند. معرفی ادامه در ترتیب به مدل ها این می گیرند. قرار مقایسه مورد هم با حاصل نتایج پاسخ ها
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صفر آماسیده: پواسون مدل -١

Y f
i ∼ ZIP (ϕi, λ

(f)
i ),

ϕi =
exp(zi)

١ + exp(zi)
,

zi = α٠ + α١θ١i + α٢θ٢i + α٣ζ١i + α۴ζ٢i,

log λ
(f)
i = β٠٠ + β٠١θ١i + β٠٢θ٢i + β٠٣ζ١i + β٠۴ζ٢i + σηηi.

صفر آماسیده: گاما مدل -٢

Y t
i ∼ ZIG(ϕi, λ

(t)
i ),

ϕi =
exp(zi)

١ + exp(zi)
,

zi = α٠ + α١θ١i + α٢θ٢i + α٣ζ١i + α۴ζ٢i,

log λ
(t)
i = β١٠ + β١١θ١i + β١٢θ٢i + β١٣ζ١i + β١۴ζ٢i + σηηi.

صفر آماسیده: پواسون-گاما مدل -٣

(Y f
i , Y

t
i ) ∼ ZIPG(ϕi, λ

(f)
i , λ

(t)
i ),

ϕi =
exp(zi)

١ + exp(zi)
,

zi = α٠ + α١θ١i + α٢θ٢i + α٣ζ١i + α۴ζ٢i,
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log λ
(f)
i = β٠٠ + β٠١θ١i + β٠٢θ٢i + β٠٣ζ١i + β٠۴ζ٢i + σηηi,

log λ
(t)
i = β١٠ + β١١θ١i + β١٢θ٢i + β١٣ζ١i + β١۴ζ٢i + σηηi.

صفر آماسیده: پواسون-پواسون مدل -۴

(Y f
i , Y

t
i ) ∼ ZIPP (ϕi, λ

(f)
i , λ

(t)
i ),

ϕi =
exp(zi)

١ + exp(zi)
,

zi = α٠ + α١θ١i + α٢θ٢i + α٣ζ١i + α۴ζ٢i,

log λ
(f)
i = β٠٠ + β٠١θ١i + β٠٢θ٢i + β٠٣ζ١i + β٠۴ζ٢i + σηηi,

log λ
(t)
i = β١٠ + β١١θ١i + β١٢θ٢i + β١٣ζ١i + β١۴ζ٢i + σηηi.

صفر آماسیده: منفی-گاما دوجمله ای مدل -۵

(Y f
i , Y

t
i ) ∼ ZINBG(ϕi, λ

(f)
i , λ

(t)
i ),

ϕi =
exp(zi)

١ + exp(zi)
,

zi = α٠ + α١θ١i + α٢θ٢i + α٣ζ١i + α۴ζ٢i,

log λ
(f)
i = β٠٠ + β٠١θ١i + β٠٢θ٢i + β٠٣ζ١i + β٠۴ζ٢i + σηηi,

log λ
(t)
i = β١٠ + β١١θ١i + β١٢θ٢i + β١٣ζ١i + β١۴ζ٢i + σηηi.
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مدل های از استفاده با پاسخ ها تحلیل از حاصل نتایج است. استاندارد نرمال توزیع دارای ηi آن ها در که

شده اند. ارائه ۶ و ۵ جدول های در شده بیان

رایانه. بر مبتنی ارزیابی برای صفر آماسیده گاما و پواسون مدل های برآورد :۵ جدول

ZIG ZIP
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد پارامتر
١٫۵٣ × ٠−١٠۵ −۵٫١۴ × ٠−١٠۶ ٠٫۵٣٧ ٠٫۵٠۵ α٠

۶٫۵٨ × ٠−١٠۵ −٨٫٣١ × ٠−١٠۶ ٠٫٨٣۶ ٠٫٩١٩ α١

٨٫٣٢ × ٠−١٠۶ −٢٫٧٨ × ٠−١٠۶ ٠٫۶٠٢ ١٫٢۵٧ α٢

١٫٧٧ × ٠−١٠۵ ۵٫٩٣ × ٠−١٠۶ ٠٫٨٧٣ ٠٫٨۵٨ α٣

٩٫٩۶ × ٠−١٠۵ ١٫١٧ × ٠−١٠۵ ٠٫۵٩۶ ٠٫٨٣١ α۴

- - ٠٫١۴١ ٠٫٧٧٠ β٠٠

- - ٠٫١۴٨ −٠٫۴٨٩ β٠١

- - ٠٫١١٣ −٠٫۵١٩ β٠٢

- - ٠٫١۴۶ −٠٫٣۴١ β٠٣

- - ٠٫١١۶ −٠٫٣١٨ β٠۴

٣٫١٧ × ٠٢−١٠ ٢٫۴٣ - - β١٠

٨٫١٠ × ٠٢−١٠ −۴٫١٢ × ٠١−١٠ - - β١١

۵٫٨٩ × ٠٢−١٠ −٣٫٣٩ × ٠١−١٠ - - β١٢

٨٫۶٣ × ٠٢−١٠ −۴٫۴١ × ٠١−١٠ - - β١٣

۶٫٣٢ × ٠٢−١٠ −۴٫۶١ × ٠١−١٠ - - β١۴

٢٫٨۶ × ٠٢−١٠ ١٫٣٢ ٠٫٠۴٨ ١٫٢٨١ σ٢
η

٢٣١١٫٣۴٣ ٢۴۶٩٫۶١۵ -LogLike
۴۶۴۴٫۶٨۶ ۴٩١۶٫٣ AIC
٨۴٨١٫٧ ٨٧٩٧٫٣١۴ BIC

می دهند. نشان را تبیینی متغیر دو هر برای منفی اثرهای گاما پواسون- مدل پارامترهای برآوردهای

اگرچه دارد، وجود منفی ارتباط شده، بازدید صفحات انتظار مورد کل تعداد و کار وسرعت توانایی بین

احتمال بازخورد صفحه یک بازدید برای پایین توانایی با دانشجوی به نسبت بالا توانایی با دانشجوی

موجود نتایج اساس بر شود. بازدید کمتری، بازخورد صفحات مجموع در که می رود انتظار دارد، بیشتری

متغیرهای نمی کنند. بازدید را بازخورد صفحات از یک هیچ دانشجویان درصد ۴٢ حدود که می رسد نظر به

معنی این به دارند، بازخورد از استفاده احتمال با معنی داری ارتباط دانشجو کار سرعت و توانایی تبیینی
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برای صفر آماسیده گاما منفی- دوجمله ای و گاما پواسون- پواسون-پواسون، مدل های برآورد :۶ جدول
رایانه. بر مبتنی ارزیابی

ZINBG ZIPG ZIPP
استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد استاندارد خطای برآورد پارامتر
٨٫٨٨ × ٠٧−١٠ −٣٫١۶ × ٠−١٠۶ ٠٫٣٧١ ٠٫٢٣٨ ١۵٫۵٠٢ ١۵٫۵٨٣ α٠
٧٫۵١ × ١−١٠۶ −۵٫۶٢ × ٠−١٠۶ ٠٫١٢٣ ٠٫٠۴٩ ١٫٨۶۶ ٢٫٩۵٨ α١
٩٫۶ × ١٣−١٠ −٢٫١٩ × ٠−١٠۶ ٠٫۴١۵ ٠٫٠۵۵ ٧۶٫٩۶٧ ۴٫۴٢۴ α٢
٢٫٢۶ × ٠−١٠۴ ٨٫٩٢ × ٠−١٠۶ ٠٫٣١۶ ٠٫٠٢۶ ۵٢٫٧٢۵ ۵٫۵۶١ α٣
١٫٩٨ × ٠−١٠۴ ١٫١٠ × ٠−١٠۵ ٠٫۴٢٩ ٠٫٠٢۵ ٨٩٫۴۶٩ ۴٫۶١٧ α۴

۵٫٨٢ × ٠٢−١٠ ١١٫١ ٠٫۴٨٠ ٠٫٨۵٢ ٠٫٣٣۴ ٠٫۵۶٩ β٠٠
۵٫٩۶ × ٠٢−١٠ −٣٫٣۶ × ٠١−١٠ ٠٫۴۶١ −٠٫٢۵٣ ٠٫۶١۶ −٠٫١٠٨ β٠١
۵٫٢٧ × ٠٢−١٠ −٣٫۴۶ × ١٠٠١ ٠٫٣٣٣ −٠٫٣١۵ ٠٫٣۶٩ −٠٫٣٢۵ β٠٢
٧٫٢٣ × ٠٢−١٠ −٢٫۵٨ × ٠١−١٠ ٠٫۵١٧ −٠٫١۶١ ٠٫٠٣۴ ٠٫٠٠١ β٠٣
۴٫٠٧٧ × ٠٢−١٠ −٢٫۶۴ × ٠١−١٠ ٠٫٣٧٩ −٠٫١٣٨ ٠٫٢٩٠ −٠٫٣٠٩ β٠۴

١٫٠۴١ × ٠١−١٠ ٢٫٧۴ ٠٫٢٣٨ ٢٫٣١٣ ٠٫۴١۵ ١٫٢٩١ β١٠
١٫٣۶ × ٠١−١٠ −۶٫٢١ × ٠١−١٠ ٠٫٢۴٣ −٠٫١٨۶ ٠٫۴۵٨ −٠٫١٠٣ β١١
١٫١١ × ٠١−١٠ −۴٫۶٩ × ٠١−١٠ ٠٫١٧٨ −٠٫٢٣٣ ٠٫٣۵٢ −٠٫٢١٩ β١٢
١٫۵٣ × ٠١−١٠ −٣٫٢٧ × ٠١−١٠ ٠٫٢٧٧ −٠٫٣١٣ ٠٫٣٧١ −٠٫٢٢۴ β١٣
٩٫۶٠ × ٠٢−١٠ −٣٫٠٣ × ٠١−١٠ ٠٫١٩۴ −٠٫٣٠٩ ٠٫٢۴٧ −٠٫۴٠٨ β١۴
١٫٨۵ × ٠٢−١٠ ١٫٠٠٧ ٠٫٠۶١ ١٫٠٧۶ ٠٫١٢٩ ١٫۶٣٠ σ٢

η

٧٧٣٫٢۵۴ ٨۵۴٫١۴١۵ ۴٠۵٫۶۵۵٢ -LogLike
١۵١۴٫۵٠٨ ١۶٧۶٫٢٨٣ ٧٧٩٫٣١٠۴ AIC
١٧٩٧٣٫٢۵۴ ١٧٨١١٫٧١٧ ١٨٧٠٨٫۶٨٩۶ BIC

استفاده نظرسنجی فرم از بالا احتمال با معنی داری طور به دارند آزمون در خوبی عملکرد که دانشجویانی که

بازخورد از استفاده احتمال با ارتباط در کار سرعت کردند). بازدید را صفحه یک حداقل (یعنی می کنند

می کنند کار آهسته که دانشجویانی به نسبت می کنند کار سریع که دانشجویانی که معنی این به است، منفی

مقابل در بازخورد صفحات انتظار مورد تعداد مجموع مقایسه از می کنند. استفاده بازخورد از کمتر احتمالا

کار سرعت همان با دانشجویان برای شده بازدید صفحات تعداد که می شود مشاهده کار سرعت و توانایی

نتایج است. منفی کار سرعت و توانایی به نسبت بازخورد پردازش زمان کل نهایت در است. متفاوت

متغیرهای اثرهای که می شود نتیجه صفر آماسیده پواسون-پواسون مدل های پارامترهای برآورد به مربوط

عبارت به است. صفر آماسیده منفی-گاما دوجمله ای و صفر آماسیده پواسون-گاما مدل مشابه کاملا˹ تبیینی

شرطی غیر انتظار مورد مقدار با مقایسه در بازخورد زمان کل به توجه با شده بازدید صفحات کل تعداد دیگر،

شده بازدید صفحات کل تعداد شرط به بازخورد زمان کل می رود انتظار ترتیب، همین به است. کوچکتر

درستنمایی تابع لگاریتم مستخرج مقادیر به توجه با است. کوچکتر غیرشرطی انتظار مورد مقدار به نسبت

صفر آماسیده پواسون-پواسون مدل صفر آماسیده، پواسون-گاما مدل های بین BIC و AIC مقادیر و
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به داده ها این روی صفر آماسیده پواسون-پواسون مدل صفر آماسیده، منفی-گاما دوجمله ای مدل های و

می شود. انتخاب مناسب مدل عنوان

نتیجه گیری و بحث

که آن جا از شد. پرداخته نرمال و توانی سری همبسته آمیخته پاسخ های تحلیل و بررسی به مقاله این در

پاسخ ها مدل بندی می توان هستند، برخوردار زیادی اهمیت از طولی مطالعات در پاسخ های نوع این تحلیل

به گردید ارائه صفر آماسیده توانی-گاما سری مدل یک مقاله این در داد. قرار بررسی مورد طولی حالت در را

سویی از است. شده پرداخته رایانه ای ارزیابی یک در دانشجویان بازخورد رفتار تحلیل و بررسی که طوری

نهایت در و داد قرار بررسی مورد هستند گم شدگی دارای پاسخ ها که حالتی در را مدل ها این می توان دیگر،

آورد. دست به را پرکاربردی و مهم نتایج و داد تعمیم متغیره دو حالت برای را شده معرفی مدل های

تشکر و تقدیر

شده اند آن بهتر ارائه و مقاله این ارتقای سبب مفید بسیار توصیه های با که مجله محترم ویراستار و داوران از

داریم. را تشکر کمال
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