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آزمون روش های است. آماری استنباط های از بسیاری پیش نیاز داده ها کامل استقلال فرضیه چکیده:

ساده آزمونی آماره  مقاله این در نیست. بالا ابعاد با داده های در فرضی چنین بررسی پاسخ گوی کلاسیک

نرمال مجانباً مارتینگل ها نظریه  از استفاده با و معرفی بالا ب̧عد با نرمال داده های در کامل وجوداستقلال برای

روش های با آن مقایسه  و پیشنهادی آزمون عملکرد ارزیابی منظور به است. شده ثابت آماره این توزیع بودن

دارای پیشنهادی آزمون که می دهد نشان شبیه سازی نتایج است. شده انجام شبیه سازی مطالعه  ای موجود،

از کاربردی است. موجود آزمون های به نسبت کوچکتر نسبی خطای میانگین با تجربی اول نوع خطای

است. شده معرفی پروستات تومور ژن بیان سطح داده مجموعه بر پیشنهادی روش

مارتینگل. نظریه بالا، ب̧عد با داده های چند متغیره، نرمال توزیع کامل، استقلال آزمون کلیدی: واژه های

مقدمه ١

و (ساراناداسا نیستند استفاده قابل بالا ابعاد با داده های برای کلاسیک متغیره  چند آماری استنباط های

ب̧عد که شده اند طراحی اساس این بر آزمون ها این بیشتر که چرا .(١٩۶٠ ،١٩۵٨ ، دمپستر ١٩٩۶؛ ، بای

برقرار دیگر شرط این بالا ب̧عد با داده های برای است. کوچک n نمونه  اندازه با مقایسه در و ثابت p

نمونه هایی است. بزرگتری عدد مراتب به نمونه  اندازه با مقایسه در ب̧عد داده هایی چنین در که چرا نیست،

در .(٢٠١۴ ، (ژیراد یافت چندرسانه ای و مالی، زیستی، ریز آرایه١، داده های در می توان را داده ها چنین از
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60F05 ،62H10 ،62H15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
1Microarray
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از چند متغیره نرمال توزیع دارای تصادفی بردارهای استقلال آزمون همواره بالا، ب̧عد با چند متغیره ادبیات

تبدیل های دوم توان های مجموع توزیع (١٩٩٠) مودهولکار و چن است. بوده برخوردار خاصی اهمیت

در آزمون هایی (٢٠٠۶ ،٢٠٠۵) سیرواستاوا کردند. بررسی را کامل استقلال فرضیه آزمون برای فیشر z
و رید کرد. معرفی را بالا ب̧عد با نرمال داده های در استقلال آزمون جمله از و کوواریانس ماتریس مورد

مطالعه مورد را بالا ب̧عد با نرمال بردار یک زیربردار های استقلال برای آزمون هایی (٢٠١٢) سیرواستاوا

نجارزاده توسط بالا نسبتاً ب̧عد با نرمال بردار چند زیربردار های برای استقلال همزمان آزمون دادند. قرار

ب̧عد با نرمال داده های کوواریانس ماتریس با رابطه در نسبت درست نمایی آزمون های شد. معرفی (١٣٩٨)

(٢٠١٣) یانگ و جیانگ شد. معرفی (٢٠١۵) کی و جیانگ و (٢٠١٢) همکاران و جیانگ توسط بالا

جوامع در استقلال، آزمون جمله از کلاسیک، نسبت درست نمایی آزمون های برای مرکزی حدیِ قضیه های

کردند. معرفی را بالا ب̧عد با نرمال

نرمال توزیع از تصادفی نمونه ای X١, . . . ,Xn کنید فرض می شود. معرفی زیر صورت به آزمون این

صورت به کامل استقلال فرضیه حالت، این در است. Σ کوواریانس ماتریس با p-متغیره

H٠ : ρij = ٠, ١ ≤ i < j ≤ p, (١)

همبستگی ماتریس ,i)ام j) درایه ρij آن در که می شود، تعریف

ρ = (diagΣ− ١
٢ )Σ(diagΣ− ١

٢ ) = [ρij ]p×p

S کنید فرض است. Σ ماتریس اصلی قطر روی درایه های با قطری ماتریس diag(Σ) آن در که است،

همبستگی و کوواریانس ماتریس های ترتیب به R = (diag(S)−
١
٢ )S(diag(S)−

١
٢ ) = [rij ]p×p و

H٠ فرضیه درستنمایی نسبت آزمون اساس بر صورت، این در باشند. X١, . . . ,Xn از حاصل نمونه ای

آماره  مقدار اگر می شود رد

−
(
n− ٢p+ ١١

۶

)
log(det(R))

در که (۵ .١١. ٢ قضیه ،٢٠٠۵ ، (مؤرهد باشد بزرگ تر χ٢
p(p−١)/٢ توزیع درصد ١)١٠٠ − α) صدک از

غیر ،p > n آنها در که بالا ابعاد با داده های برای آزمون این است. R ماتریس دترمینان det(R) آن

صفر det(R) با تکین ماتریسی ،p > n ازای به R نمونه ای همبستگی ماتریس زیرا است، تعریف قابل

شده انجام پژوهش های (١) فرضیه برای بالا ابعاد با داده های در مناسب آزمونی ارائه  منظور به است.
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بینهایت به دو هر n و p وقتی (١) فرضیه تحت که کرد ثابت (٢٠٠۵) سیرواستاوا راستا، این در است.

صورت به آزمون آماره می کنند، میل

T ∗ =
(n− ١)tnp − p(p−١)

٢√
p(p− ١)

d→N(٠, ١),

داد نشان (٢٠٠۵) سیرواستاوا است. توزیع در همگرایی نماد d→ و tnp =
p∑

i=٢

i−١∑
j=١

r٢
ij آن در که است،

آزمون آماره  مشکل، این بر غلبه برای است، کند T ∗ توزیع همگرایی

T =
(n− ١)(γ̂٣ − ١)

٢
√

١ − â۴٠
pâ٢

٢٠

آن در که داد پیشنهاد را

γ̂٣ =
(n− ١)[tr(S٢)− tr(S)٢/(n− ١)]

(n− ٢)tr(diag(S)٢)
, â٢٠ =

n− ١
p(n+ ١)

tr(diag(S)٢),

p→ ∞ وقتی tr(Σi)
p حد i = ١, . . . , ٨ هر ازای به اینکه فرض با .â۴٠ = ١

p tr(diag(S)
۴) و

که داد نشان (٢٠٠۵) سیرواستاوا ،٠ < δ ≤ ١ برای n = O(pδ) همچنین و است مثبت و موجود

S نمونه ای کوواریانس ماتریس اساس بر T که آنجا از .n → ∞ و p → ∞ وقتی T d→N(٠, ١)

گرفتن نظر در با (٢٠٠۵) اسکات بود. نخواهد ٢ ناوردا متغیر ها از مقیاس تبدیلات تحت می شود، ساخته

همواره ،limn,p→∞( pn) → γ ∈ (٠,∞) که فرض این و H٠ فرضیه تحت که داد نشان ،tnp آماره 

t∗np =
tnp − p(p−١)

٢(n−١)

σ٢
np

d→N(٠, ١),

2Invariance
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آماره  (٢٠١۴) مائو ،(٢٠٠۵) اسکات آزمون از الهام با .σ٢
np =

p(p−١)(n−٢)
(n−١)٢(n+١)

آن در که

Tnp =

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

r٢
ij

١ − r٢
ij

آنگاه ،limn,p→∞( pn) → γ ∈ (٠,∞) وقتی داد نشان و کرده معرفی (١) فرضیه آزمون برای را

T ∗
np =

Tnp − p(p−١)
٢(n−۴)

δ٢
np

d→N(٠, ١),

limn,p→∞( pn) → γ ∈ فرض (٢٠١٨) کویی و چانگ اخیراً، .δ٢
np = p(p−١)(n−٣)

(n−۴)٢(n−۶)
آن در که

نظر در بدون کردند ثابت و حذف را (٢٠١۴) مائو و (٢٠٠۵) اسکات آزمون های در شده بیان (٠,∞)

فرضیه تحت T ∗
np و t∗np مجانبی توزیع نیز n→ ∞ و p→ ∞ فرض های وجود با تنها و قید این گرفتن

آماره های مجانبی توزیع ،(١) فرضیه تحت که دادند نشان بعلاوه بود. خواهد نرمال همچنان صفر

tcnp =
√
p(p− ١)t∗np +

p(p− ١)
٢

,

T c
np =

√
p(p− ١)T ∗

np +
p(p− ١)

٢
,

بود. خواهد آزادی درجه p(p− ٢/(١ با کای دو

وقتی صفر فرضیه تحت می شود ثابت و معرفی (١) فرضیه آزمون برای جدید آماره ای ،٢ بخش در

همبستگی ماتریس اساس بر که آماره این است. نرمال توزیع دارای ،n → ∞ و p = pn → ∞

مقایسه  و بررسی منظور به شبیه سازی مطالعه  ،٣ بخش در است. مکان-مقیاس٣ ناوردای شده طراحی

T c
np و tcnp ،T ∗

np ،t∗np آماره های مبنای بر آزمون های با پیشنهادی آزمون توان همچنین و اول نوع خطای

۴ بخش در واقعی مطالعه یک از حاصل داده های مجموعه بر پیشنهادی آزمون از کاربردی می شود. ارائه

می شود. ارائه گیری نتیجه و بحث ۵ بخش در می شود. معرفی

3Location-scale invariance



٢٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نجارزاده داریوش

آن مجانبی توزیع و آزمون آماره  ٢

برای را Tnp =
p∑

i=٢

i−١∑
j=١

r٢
ij

١−r٢
ij

آماره (٢٠١۴) مائو و tnp =
p∑

i=٢

i−١∑
j=١

r٢
ij آماره (٢٠٠۵) اسکات

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

√
|ρij | = ٠ که نکته این و فوق آماره های در رفته کار به شهود دادند. پیشنهاد (١) فرضیه آزمون

صورت به H٠ فرضیه آزمون برای دیگر آماره ای به را ما ،ρij = ٠ اگر تنها و اگر

Dnp =

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

√
|rij |

همواره ،ρij = ٠ فرضیه تحت که داریم توجه ساخت. رهنمون

E|rij |k = E
[(
r٢
ij

) k
٢
]
=

Γ
(
n−١

٢

)
Γ
(
k+١

٢

)
√
πΓ

(
k+n−١

٢

) = Γn(k), (٢)

H٠ فرضیه تحت بنابراین .(٢٠٠۵ ، (مؤرهد

EDnp =

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

E
√
|rij | =

p(p− ١)
٢

Γn(
١
٢
) = µnp.

مستقل تصادفی بردار های U ١, . . . ,Up آن در که ،(٢٠٠۵ ، (اسکات ،rij = UT
i U j نوشت می توان و

احتمال چگالی تابع دارای و ،Sn−(١)١ یک، شعاع با (١−n)-ب̧عدی گوی سطح روی یکنواخت توزیع با

fU (u) =
Γ
(
n−١

٢

)
٢π

n−١
٢

I
(
uTu− ١

)
, u ∈ Rn−١,

نحوه به توجه با بنابراین است . x = ٠ نقطه  روی نشانگر تابع I(x) آن در که ،(٢٠١٣ ، (فولند هستند

در مستقل اند. ri٢j٢ و ri١j١ تصادفی متغیر های j١ ̸= j٢ و i١ ̸= i٢ برای rij = UT
i U j نمایش

مستقل مجانبی شکل به حداقل ri٢j٢ و ri١j١ باشد، برقرار j١ ̸= j٢ یا i١ ̸= i٢ از یکی تنها که حالتی

حداقل برای می شود فرض است، آمده بدست مجانبی صورت به نتایج چون .(٢٠٠۵ ، (سیرواستاوا هستند

هستند. مستقل همواره ri٢j٢ و ri١j١ تصادفی متغیر های j١ ̸= j٢ یا i١ ̸= i٢ حالت دو از یکی
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در باشد. Sm(١) روی یکنواخت توزیع با تصادفی بردار یک U = [U١, . . . , Um]T کنید فرض :١ لم

.
[
|vTU |

]
= Γm+(١)١ داریم ،v ∈ Sm(١) ثابت بردار هر برای صورت این

نتیجه در .vTv = UTU = ١ هستند، Sm(١) روی بردار هایی دو هر U و v که آنجا از برهان:

vTU = (vTv)(UTU) cos(θ) = cos(θ),

آنها مکان به نه و U و v بین زاویه به تنها vTU بنابراین، است. مذکور بردار دو بین زاویه  θ آن در که

سوی از .v = [١, ٠, . . . , ٠]T ∈ Sm(١) کرد فرض می توان رو این از است. وابسته Sm(١) روی

نوشت: می توان قطبی مختصات در دیگر

Uj =

 cos(θj) sin(θ١) · · · sin(θj−١) j = ١, . . . ,m− ١

sin(θm−١) sin(θ١) · · · sin(θm−٢) j = m

نتیجه در .(١٩٩٨ ، (سزبووسکی θm−١ ∈ [٠, ٢π] و j = ١, . . . ,m− ٢ ،θj ∈ [٠, π] آن در که

E
[
|vTU |

]
=

∫
Rm

|u١|fU (u)dU .

=

∫ π

٠
· · ·

∫ π

٠

∫ ٢π

٠
| cos(θ١)|

m−٢∏
j=١

sinm−j−١(θj)
Γ
(
m
٢

)
٢π

m
٢
dθm−١ · · · dθ١

=
Γm

٢

π
m
٢ −١

[m−٢∏
j=٢

∫ π

٠
sinm−j−١(θj)dθj

]∫ π

٠
| cos(θ١)|sinm−٢(θ١)dθ١. (٣)

داریم: u = sin٢(θj) متغیر تغییر با

∫ π
٢

٠
sinm−j−١(θj)dθj =

١
٢

∫ ١

٠
u

m−j
٢ −١)١ − u)

١
١−٢du =

١
٢
Γ(m−j

٢ )
√
π

Γ(m−j+١
٢ )

.

∫ π

π
٢

sinm−j−١(θj)dθj =
١
٢
Γ(m−j

٢ )
√
π

Γ(m−j+١
٢ )

.



٢٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نجارزاده داریوش

نتیجه در

∫ π

٠
sinm−j−١(θj)dθj =

Γ
(m−j

٢

)√
π

Γ
(m−j+١

٢

) . (۴)

داریم: u = sin٢(θ١) متغیر تغییر با دوباره

∫ π
٢

٠
cos(θ١)sin

m−j−١(θ١)dθ١ =
١

m− ١
و
∫ π

π
٢

cos(θ١)sin
m−j−١(θ١)dθ١ = − ١

m− ١
.

∫پس π

٠
| cos(θ١)|sinm−٢(θ١)dθ١ =

٢
m− ١

. (۵)

داریم: (٣) معادله در (۵) و (۴) جایگذاری با حال

E
[
|vTU |

]
=

Γ
(
m
٢

)
√
πΓ

(
m+١

٢

) = Γm+(١)١.

j١ ̸= j٢ یا i١ ̸= i٢ حالت دو از یکی حداقل برای ri٢j٢ و ri١j١ اینکه و ١ لم از استفاده با نتیجه در

نوشت: می توان (١) فرضیه تحت هستند، مستقل همواره

VarDnp =

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

Var
√
|rij |

=

p∑
i=٢

i−١∑
j=١

[
E|rij | − Γ٢

n(
١
٢
)
]

=
p(p− ١)

٢

[
Γn(١)− Γ٢

n(
١
٢
)
]
= τ ٢

np. (۶)

آنگاه می شوند، همگرا ∞ به n و p وقتی ،(١) فرضیه تحت :١ قضیه

D∗
np =

Dnp − µnp
τnp

d→N(٠, ١).
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کنید فرض برهان:

dnℓ = Dnℓ − µnℓ =
ℓ∑

i=٢

( i−١∑
j=١

√
|rij | − (i− ١)Γn(

١
٢
)
)

Xnℓ = dnℓ − dn(ℓ−١) =
ℓ−١∑
j=١

√
|rℓj | − (ℓ− ١)Γn(

١
٢
), ℓ = ٢, ..., p,

Fn,ℓ−١ = فرض با ،rij = UT
i U j نوشت می توان H٠ فرضیه تحت چون .dn١ = ٠ آن در که

،١ داریم لم بنابه و
{
U ١, . . . ,U ℓ−١

}
E
[
|rℓj ||Fn,ℓ−١

]
= E

[
|UT

l U j ||Fn,ℓ−١
]
= Γn(١), j = ١, . . . , l − ١

نتیجه در است. شرطی ریاضی امید E
[
· | ·

]
آن در که

E
[
Xnℓ|Fn,ℓ−١

]
= E

[
dnℓ|Fn,ℓ−١

]
− dn(ℓ−١) = ٠

، هی دی و (هال مارتینگل یک {dnℓ, ℓ = ٢, . . . , k} دنباله .E
[
dnℓ|Fn,ℓ−١

]
= dn(ℓ−١) یا

مشابه طور به است، ثابت مقداری τnp چون این بر علاوه است. Xn٢, . . . , Xnk تفاضل های با (١٩٨٠

Yn٢ =
Xn٢
τnp

, . . . , Ynk تفاضل های= با مارتینگل یک نیز {dnℓ
τnp
, ℓ = ٢, . . . , k} دنباله ،n ≥ ٢ برای

اینکه برای (١٩٧۴) مک لیش در ٣. ٢ قضیه  بنابر حال است. Xnk
τnp

D∗
np =

p∑
ℓ=٢

Ynℓ
d→N(٠, ١)

آنگاه ،p, n→ ∞ وقتی شود ثابت کافیست

p∑
ℓ=٢

E
[
Y ۴
nℓ

]
→ ٠ و E

( p∑
ℓ=٢

Y ٢
nℓ − ١

)٢ → ٠.
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داریم: (٢) از استفاده با (١) فرضیه تحت حال

E[X٢
nℓ] = E

{[ ℓ−١∑
j=١

√
|rℓj | − (ℓ− ١)Γn(

١
٢
)
]٢}

=

ℓ−١∑
j=١

E|rℓj| +
ℓ−١∑
j١=١

ℓ−١∑
j١=٢
j٢ ̸=j١

E
√
|rℓj١ |E

√
|rℓj٢ | −

[
(ℓ− ١)Γn(

١
٢
)
]٢

= (ℓ− ١)Γn(١) + Γ٢
n(

١
٢
)(ℓ− ١)(ℓ− ٢)−

(
(l − ١)Γn(

١
٢
)
)٢

= (ℓ− ١)
[
Γn(١)− Γ٢

n(
١
٢
)
]

رابطه و (٢) از سوم برابری آن در که

ℓ−١∑
j١=١

ℓ−١∑
j١=٢
j٢ ̸=j١

E
√
|rℓj١ |E

√
|rℓj٢ | =

ℓ−١∑
j١=١

ℓ−١∑
j١=٢

E
√
|rℓj١ |E

√
|rℓj٢ |︸ ︷︷ ︸

Γ٢
n(

١
٢ )

I(j٢ ̸= j١)

= Γ٢
n(

١
٢
)
ℓ−١∑
j١=١

ℓ−١∑
j١=٢

(١ − I(j٢ = j١))

= Γ٢
n(

١
٢
)
[
(ℓ− ٢(١ − (ℓ− ١)

]
= Γ٢

n(
١
٢
)(ℓ− ١)(ℓ− ٢).

که گونه ای به ،Uℓj =
√

|rℓj | − Γn(
١
٢) کنید فرض .

p∑
ℓ=٢

EX٢
nℓ = τ ٢

np پس است. آمده بدست

تحت j١ ̸= j٢ برای rℓj٢ و rℓj١ استقلال مورد در که آنچه به توجه با .EUℓj = ٠ و j = ١, . . . , ℓ−١

Xnℓ =
ℓ−١∑
j=١

Uℓj که آنجا از حال بود. خواهند مستقل مجانباً حداقل Uℓj٢ و Uℓj١ شد، بیان H٠ فرضیه

داد نشان می توان

X۴
nℓ =

ℓ−١∑
j=١

Uℓj۴ + ۶
ℓ−١∑
j٢=١

j١−١∑
j١=٢

U ٢
ℓj١
U ٢
ℓj٢

+ U٠,
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پس است. صفر فرضیه تحت EU٠ = ٠ با جمله ای ،U٠ آن در که

EX۴
nℓ =

ℓ−١∑
j=١

EUℓj۴ + ۶
ℓ−١∑
j٢=١

j١−١∑
j١=٢

E
[
U ٢
ℓj١

]
E
[
U ٢
ℓj٢

]
. (٧)

نوشت می توان (٢) رابطه اساس بر اما

EU ۴
ℓj = E

(√
|rℓj | − Γn(

١
٢
)
)۴

= E|rℓj |٢ − ۴Γn(
١
٢
)E|rℓj |

٣
٢ + ۶Γ٢

n(
١
٢
)E|rℓj | − ۴Γ٣

n(
١
٢
)E

√
|rℓj |+ Γ۴

n(
١
٢
)

= Γn(٢)− ۴Γn(
١
٢
)Γn(

٣
٢
) + ۶Γ٢

n(
١
٢
)Γn(١)− ٣Γ۴

n(
١
٢
) = c۴ (٨)

EU ٢
ℓj = E

(√
|rℓj | − Γn(

١
٢
)
)٢

= E|rℓj | − ٢Γn(
١
٢
)E

√
|rℓj |+ Γ٢

n(
١
٢
)

= Γn(١)− Γ٢
n(

١
٢
) = c٢. (٩)

(٧) رابطه  در (٩) و (٨) جایگذاری از

EX۴
nℓ = (ℓ− ١)c۴ + ٣c٢

٢(ℓ− ١)(ℓ− ٢), ℓ = ٢, . . . , k.

نتیجه در

p∑
ℓ=٢

E
[
X۴

nℓ

]
=
p(p− ١)

٢

(
c۴ + ٢(p− ٢)c٢

٢
)
=

(
c۴ + ٢(p− ٢)c٢

٢
)

p(p−١)
٢

[
Γn(١)− Γ٢

n(
١
٢)
]٢ .

(٢٠١٣) یانگ و جیانگ در ١ .۵ لم بنابه حال

Γ
(
n−١

٢

)
Γ
(
k+n−١

٢

) =
(n− ١

٢

)− k
٢ + o(١),
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نتیجه، در .n→ ∞ وقتی

Γn(k) =
Γ
(
n−١

٢

)
Γ
(
k+١

٢

)
√
πΓ

(
k+n−١

٢

) =
Γ
(
k+١

٢

)
√
π

(n− ١
٢

)− k
٢ + o(١), (١٠)

داریم: ،n→ ∞ وقتی ،(٩) و (٨) روابط در (١٠) کارگیری به با حال .n→ ∞ وقتی

c۴ = k٠
(n− ١

٢

)−١
+ o(١) و c٢ = k١

(n− ١
٢

)− ١
٢ + o(١),

پس، هستند. متناهی و ثابت اعدادی k١ و k٠ آن در که

p∑
ℓ=٢

E
[
Y ۴
nℓ

]
=

k٠ + ٢(p− ٢)k١
٢

p(p−١)
٢

( ١√
π
− Γ٢( ٣

۴ )

π

)٢ + o(١) → ٠. (١١)

می شود نتیجه ،ℓ١ ̸= ℓ٢ برای Ynℓ٢ و Ynℓ١ استقلال از همچنین، می شود. همگرا بینهایت به n و p وقتی

٠ ≤ E
[( p∑

ℓ=٢

Y ٢
nℓ − ١

)٢]
=

p∑
ℓ=٢

E
[
Y ۴
nℓ

]
+

p∑
ℓ٢=١

p∑
ℓ٢=٢
ℓ٢ ̸=ℓ١

E
[
Y ٢
nℓ١
Y ٢
nℓ٢

]
− ١

=

p∑
ℓ٢=١

E
[
Y ۴
nℓ١

]
+

p∑
ℓ٢=١

p∑
ℓ٢=٢
ℓ٢ ̸=ℓ١

E
[
Y ٢
nℓ١

]
E
[
Y ٢
nℓ٢

]
− ١

≤
p∑

ℓ=٢

E
[
Y ۴
nℓ

]
+
( p∑
ℓ=٢

E
[
Y ٢
nℓ

])٢ − ١

=

p∑
ℓ=٢

E
[
Y ۴
nℓ

]
. (١٢)

داشت خواهیم (١٢) و (١١) روابط از بنابراین،

E
[( p∑

ℓ=٢

Y ٢
nℓ − ١

)٢] → ٠. (١٣)
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می شود نتیجه (١٣) و (١١) روابط از ،p, n→ ∞ وقتی ،(١٩٧۴ ، (مک لیش ٣. ٢ قضیه  بنابر نهایت، در

D∗
np =

Dnp − µnp
τnp

d→N(٠, ١).

شبیه سازی مطالعه ٣

و tcnp ،T ∗
np ،t∗np آزمون های با آن مقایسه  همچنین و D∗

np آزمون عملکرد بررسی منظور به بخش این در

١٠٠٠٠ اساس بر آزمون ها از یک هر برای توان و اندازه برآورد است. شده انجام شبیه سازی مطالعه T c
np

اندازه  و p ب̧عد اینجا در است. شده محاسبه α = ٠٫٠۵ معنی داری سطح در و مستقل نمونه گیری تکرار

برای است. شده گرفته  نظر در {۶, ۶٠, ٣٠٠} و {۵, ۵٠, ۵٠٠} مجموعه های از ترتیب به مقادیری n نمونه

صورت به نسبی خطای میانگین معیار آزمون، اندازه دیدگاه از آزمون ها عملکرد بررسی

ARE =
١٠٠
Mα

M∑
j=١

|α̂j − α|, (١۴)

α̂١, . . . , α̂M و (M = ٩ اینجا، (در n و p مقادیر از ترکیبات کلیه Mبرابر آن در که است، شده استفاده

یک برای (١۴) کوچک مقادیر است. نظر مد ترکیبات با متناظر برآورد شده یا تجربی اندازه های مقادیر

مقدار هر ازای به مطالعه این در است. α معنی داری سطح حفظ در آزمون آن بهتر عملکرد بیانگر آزمون

Σ(ϕ) = (١ − ϕ)Ip + ϕJp صورت به کوواریانس ماتریس و صفر بردار برابر میانگین بردار ،p ب̧عد از

که Jp = ١p١Tp و p× p همانی ماتریس Ip ثابت، مقداری ٠ < ϕ < ١ آن در که است، شده انتخاب

H٠ فرضیه از گسیختگی میزان ϕ پارامتر مقدار حقیقت، در است. یک ها از p× ١ ستونی بردار برابر ١p

هر برای است. شده انتخاب
{

٠, ٠٫٠٢, ٠٫٠۵
}

مجموعه  از عضوی ϕ مطالعه، این در می دهد. نشان را

به Np(٠,Σ(ϕ)) p-متغیره  نرمال توزیع از n نمونه اندازه  با نمونه گیری فرایند ،ϕ و p ،n مقادیر از ترکیب

محاسبه D∗
np و T c

np ،tcnp ،T ∗
np ،t∗np آزمون های تجربی توان و اندازه مقادیر و تکرار بار ١٠٠٠٠ تعداد

برای و ١ جدول در آزمون ها تجربی اندازه های (ϕ = ٠) (١) فرضیه تحت نمونه های برای است. شده

و ٢ جداول در آزمون ها این با متناظر تجربی توان های (ϕ = ٠٫٠٢, ٠٫٠۵) مقابل فرضیه تحت نمونه های

دارای آزمون ها تمامی هستند، بزرگی  اعداد p ب̧عد و n نمونه اندازه دو هر که حالتی در است. شده آورده ٣

n نمونه اندازه آن در که بالا ب̧عد با داده های برای هستند. ٠٫٠۵ اسمی مقدار به نزدیک تجربی اندازه های
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ϕ = ٠ ازای به تجربی آزمون اندازه های :١ جدول

D∗
np T c

np tcnp T ∗
np t∗np p n

٠٫٠۵١١ ٠٫٠۴۶٢ ٠٫٠۴۶۵ ٠٫٠۴٢٨ ٠٫٠۴۴۶ ۵
٠٫٠۴٨٩ ٠٫١٠٧۴ ٠٫٠۶۴٣ ٠٫١٣۴٣ ٠٫٠۴۴٩ ۵٠ ۶
٠٫٠۴٧٣ ٠٫١۵٨۶ ٠٫٠۶۵۶ ٠٫٢۶٣٠ ٠٫٠۴١۴ ۵٠٠

٠٫٠۵٠٠ ٠٫٠۵٣١ ٠٫٠۵١۴ ٠٫٠۴۵۶ ٠٫٠۴٣۶ ۵
٠٫٠۵١٢ ٠٫٠۵١۵ ٠٫٠۵١١ ٠٫٠۵٢٣ ٠٫٠۵٠٣ ۵٠ ۶٠
٠٫٠۴٨۶ ٠٫٠۵٢٠ ٠٫٠۵٠۵ ٠٫٠۵١۴ ٠٫٠۴٩٠ ۵٠٠

٠٫٠۴٩٨ ٠٫٠۵٠۶ ٠٫٠۴٩۶ ٠٫٠۴٢٩ ٠٫٠۴٢٢ ۵
٠٫٠۴٩٧ ٠٫٠۵۴٧ ٠٫٠۵۴۶ ٠٫٠۵٠٩ ٠٫٠۵٠٩ ۵٠ ٣٠٠
٠٫٠۵١٠ ٠٫٠۴٧٩ ٠٫٠۴٧٠ ٠٫٠۴٩٠ ٠٫٠۴٩١ ۵٠٠
٢٫٠٠٠٠ ۴٠٫٨۴۴۴ ٩٫٨۶۶٧ ٧١٫۴۶۶٧ ٨٫٠٨٨٩ ARE

آزمون های تجربی اندازه ،(p = ۵٠٠ و n = ۶ مثال، عنوان (به است کوچک بسیار p ب̧عد با مقایسه در

است. α = ٠٫٠۵ اسمی آزمون سطح از بالاتر بسیار ٠٫١۵٨۶ و ٠٫٢۶٣٠ مقادیر با ترتیب به T c
np و T ∗

np

α = ٠٫٠۵ اسمی مقدار به نزدیک D∗
np ویژه به و t∗np آزمون های تجربی اندازه که است حالی در این

نسبت ٠٫٠۵ اسمی معنی داری سطح حفظ با رابطه در tcnp آزمون بالاتر، ابعاد برای میان، این در است.

با دارد. بهتری عملکرد T c
np و T ∗

np آزمون های به نسبت و ضعیف تر عملکرد D∗
np و t∗np آزمون های به

تجربی اندازه های و نموده  حفظ خوبی به ٠٫٠۵ اسمی معنی داری سطح آزمون پنج هر نمونه، اندازه افزایش

اعدادی نمونه اندازه با ب̧عد اختلاف آنها در که بالا ابعاد با داده های برای حال هر به داده اند. ارائه را یکسانی

یافته های به توجه با همچنین نمی شود. توصیه T c
np و tcnp ،T ∗

np آزمون های از استفاده است بزرگ بسیار

کمترین از آزمون ها سایر با مقایسه در D∗
np آماره بر مبنی مقاله این در معرفی شده آزمون روش ،١ جدول

تجربی آزمون اندازه دیگر، عبارت به است. برخوردار ٢ برابر ARE مقدار با نسبی خطای میانگین مقدار

است. نزدیک تر α = ٠٫٠۵ مقدار به موجود روش های سایر با مقایسه در مقاله این در شده معرفی روش

به اسمی معنی داری سطح حفظ لحاظ به نسبی، خطای میانگین مقدار ملاک با کلی، حالت در

بر که است ذکر به لازم برخوردار اند. اولویت از T ∗
np و T c

np ،tcnp ،t∗np ،D∗
np آزمون های ترتیب

فوق اولویت بندی همواره نیز نشده اند ذکر مقاله این در زیاد حجم دلیل به که شبیه سازی هایی اساس

بسیار کوچک بسیار انحرافات به نسبت آزمون ها تمامی ٣ و ٢ جداول به توجه با است. شده حفظ

متوسط، نمونه  اندازه برای صفر فرضیه از ϕ = ٠٫٠۵ اندازه  به انحرافی با مثلا که طوری به حساس اند
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ϕ = ٠٫٠٢ ازای به تجربی آزمون توان های :٢ جدول

D∗
np T c

np tcnp T ∗
np t∗np p n

٠٫٠۵٢٩ ٠٫٠۴۶١ ٠٫٠۴٧٠ ٠٫٠۴٢٧ ٠٫٠۴۴۵ ۵
٠٫٠۵١۶ ٠٫١١٣٣ ٠٫٠٧٠٢ ٠٫١۴٠١ ٠٫٠۴٩٨ ۵٠ ۶
٠٫٠٩٩٨ ٠٫٢٠٢٨ ٠٫١۴٠۵ ٠٫٢۶٩۶ ٠٫١٠۵٧ ۵٠٠

٠٫٠۵١٠ ٠٫٠۶٠۵ ٠٫٠۵٨٣ ٠٫٠۵٣١ ٠٫٠۵١۵ ۵
٠٫٠٩٢٨ ٠٫١۵٨٢ ٠٫١۵۵٧ ٠٫١١۴٧ ٠٫١١٢۴ ۵٠ ۶٠
٠٫٩٢٣٢ ٠٫٩٧٣۵ ٠٫٩٧٢۶ ٠٫٩۶٢۴ ٠٫٩۶١٣ ۵٠٠

٠٫٠۶٧۴ ٠٫٠٩١١ ٠٫٠٩٠١ ٠٫٠٨٠٠ ٠٫٠٧٨٨ ۵
٠٫۶٣۶١ ٠٫٨١۶٧ ٠٫٨١۶۵ ٠٫٧۵١٣ ٠٫٧۵١٠ ۵٠ ٣٠٠

١ ١ ١ ١ ١ ۵٠٠

ϕ = ٠٫٠۵ ازای به تجربی آزمون توان های :٣ جدول

D∗
np T c

np tcnp T ∗
np t∗np p n

٠٫٠۵٢١ ٠٫٠۴۶٣ ٠٫٠۵١٣ ٠٫٠۴٣۶ ٠٫٠۴۶۵ ۵
٠٫٠٧٨٩ ٠٫١٣٨٧ ٠٫١١١٠ ٠٫١۴٧۶ ٠٫٠٧٩٣ ۵٠ ۶
٠٫٣٨٣٠ ٠٫۴١٨٩ ٠٫۴۵٨٨ ٠٫۴٣١٠ ٠٫۴٠٨٣ ۵٠٠

٠٫٠٧۴٣ ٠٫١٠٨١ ٠٫١٠۴١ ٠٫٠٩٧٧ ٠٫٠٩۵١ ۵
٠٫٧٠٢۴ ٠٫٨٣٠٩ ٠٫٨٣٠٢ ٠٫٧٧٩٧ ٠٫٧٧٨٣ ۵٠ ۶٠

١ ١ ١ ١ ١ ۵٠٠

٠٫٢٨٢۶ ٠٫٣٩٩٢ ٠٫٣٩٨٧ ٠٫٣٧۵۴ ٠٫٣٧۴٩ ۵
١ ١ ١ ١ ١ ۵٠ ٣٠٠
١ ١ ١ ١ ١ ۵٠٠

بالاتر ابعاد در است. شده حاصل p ≥ ۵٠ ابعاد برای یک به نزدیک تجربی توان های ،n = ۶٠

مجموع شدن تر بزرگ نتیجه در و صفر فرضیه از کوچک چند هر انحرافات تعداد افزایش دلیل به

همین برای حال هر به است. آمده دست به آزمون ها تمامی طرف از بالاتر توان های انحرافات این

D∗
np و tcnp ،t∗np آزمون های به نسبت بالاتری توان دارای T ∗

np و T c
np آزمون های کوچک، انحرافات

این است. آزمون ها سایر به نسبت کمتری توان دارای شده معرفی آزمون آماره  مواقع اکثر در و هستند

در است. پیش بینی قابل امری آزمون ها سایر نسبی خطای میانگین مقدار بودن بالا به توجه با امر
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دارند فریبنده و کاذب بزرگ توان های همواره α اسمی سطح از بزرگتر اندازه های با آزمون هایی حقیقت،

٢ جداول به توجه با .(٢٠١٧ ، همکاران و ژانگ ٢٠١٣؛ ، یانگ و جیانگ ١٩٩٧؛ ، رنچر و (کریستنسن

می شود. آزمون ها تمامی از بالاتر توان های به منجر دو هر یا ب̧عد یا نمونه اندازه افزایش همواره ،٣ و

پیشنهادی روش کاربرد ۴

پروستات تومور ژن بیان سطح داده مجموعه  بر پیشنهادی آزمون روش از کاربردی ارائه  به بخش این

در می توان را داده ها این .(٢٠٠٢ ، بوهمن و دتلینگ ٢٠٠٢؛ ، همکاران و (سینگ است۴ یافته اختصاص

فناوری کمک به ژن ۶٠٣٣ بیان سطح اندازه گیری شامل مجموعه این یافت. R نرم افزار از ۵spls بسته 

پروستات تومور بافت های از ترتیب به n٢ = ۵٠ و n١ = ۵٢ اندازه های با نمونه دو روی اَفی متریکس۶

و بیان سطوح مقادیر بین همبستگی های اساس بر (٢٠٠٢) همکاران و سینگ است. سالم بافت های و

آزمون های نتیجه  بیمار، سن (مانند آسیب شناختی و بالینی متغیر های با سطوح این بین همبستگی همچنین

پرداختند. پروستات سرطان بالینی رفتار تشریح به غیره) ،GS رتبه  و PSA تشخیصی

در بیان سطح ۶٠٣٣ بین از نخست ژن بیان سطح p = ١٠٠٠ همزمان استقلال α = ٠٫٠۵ سطح در

آزمون های از حاصل نتایج است. شده بررسی (II) سرطانی بافت های و (I) سالم بافت های دوجامعه  هر

ملاحظه که همان طور است. آمده ۴ جدول در جامعه دو روی D∗
np و T c

np ،tcnp ،T ∗
np ،t∗np استقلال

پرستات تومور داده های در استقلال آزمون :۴ جدول

آماره مقدار
بحرانی مقدار سالم بافت های سرطانی بافت های آزمون روش
١٫٩۵٩٩ ٣٠١٢٫١٠۴ ٢۴۴٢٫۶٠٢ t∗n,p
١٫٩۵٩٩ ٣۶۵٧۵٫٨٧ ٩٫۵٣۶٧ × ١٠١۵ T ∗

n,p

١٢۵۵٧٢٫٧ ١۶٢٩٢٩۵ ١٣۴۴٨٢٩ tcn,p
١٢۵۵٧٢٫٧ ١٨٣٩۴٣٨٨ ۴٫٧۶٣۶ × ١٠١٨ T c

n,p

١٫٩۵٩٩ ٨٣٢٫٢٢١١ ٧٣٨٫۶٧٩٧ D∗
n,p

و پروستات تومور دارای بافت های جامعه  دو هر در ژن ١٠٠٠ این بیان سطوح استقلال فرضیه می شود

دارد. وجود ژن ها این بیان سطوح بین قوی نسبتاً خطی همبستگی و می شود رد شدت به سالم بافت های
4Prostate Tumor Gene Expression dataset
5https://CRAN.R-project.org/package=spls
6Affymetrix technology
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نتیجه گیری و بحث ۵

شبیه سازی، با شد. ارائه جدید آزمونی و بررسی بالا ب̧عد با نرمال داده های در استقلال آزمون مقاله، این در

ویژه به شده معرفی آزمون که شد داده نشان و محاسبه موجود آزمون های با پیشنهادی آزمون توان و اندازه 

است. نسبی خطای میانگین مقدار کمترین دارای آزمون ها دیگر با مقایسه در بالا، ب̧عد با داده های حالت در

شکل به آزمون هایی چنین است. متفاوت α اسمی مقدار با آزمون ها سایر واقعی اول نوع خطای واقع در

اسمی سطح به نزدیک واقعی آزمون اندازه دلیل به پیشنهادی آزمون هستند. بالاتری توان دارای کاذب

آزمون ها، سایر با توان در اختلاف این البته بود. آزمون ها سایر با مقایسه در آزمون توان مقدار کمترین دارای

توان حالت ها این که بالاتر و میانگین انحرافات برای نه و بود صفر فرضیه از جزئی انحرافات برای تنها

میانگین مقدار دلیل به پیشنهادی آزمون از استفاده بالا، ب̧عد داده های برای می شد. برابر آزمون ها تمامی

می شود. توصیه α اسمی سطح به نزدیک آزمون اندازه دیگر عبارت به و کم نسبی خطای
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