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در می کند. ایفا سیستم ها عمر طول مطالعات و اعتماد قابلیت مباحث در اساسی نقش آنتروپی چکیده:

جایگزین رویکردی عنوان به آن کاربردهای و خواص چندک، تابع از استفاده به زیادی توجه اخیر مطالعات

بر مبتنی تسالیس مانده آنتروپی حاضر مقاله در است. شده داده ها تحلیل و آماری مدل های تشخیص در

توزیع های گرفتن نظر در با می شود. پرداخته پیوسته مدل های در آن خواص بررسی به و معرفی چندک تابع

یکنوایی خواص و آورده به دست چندکی تسالیس مانده آنتروپی برای بسته صورت هایی خاص، عمر طول

اندازه همچنین شده است. پرداخته آنتروپی این اساس بر مشخص سازی به و داده قرار مطالعه مورد را آنها

در می شود. آورده به دست عمر مانده متغیر برای آن چندکی شکل و چندک تابع مبنای بر تسالیس واگرایی

آن عملکرد شبیه سازی، مطالعه با و شده معرفی چندکی تسالیس مانده آنتروپی برای برآوردگر یک نهایت

گرفته است. قرار بررسی  مورد
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مشخص سازی. و تصادفی ترتیب های چندک،
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معرفی دارد، مختلف رشته های در بسیاری کاربردهای امروزه که را حتمیت عدم از معیاری (١٩۴٨) شانون

احتمال چگالی تابع ،F (t) = P (X ≤ t) توزیع تابع با X نامنفی پیوسته تصادفی متغیر برای کرد.
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به صورت X تصادفی متغیر شانون آنتروپی ،F̄ (t) = P (X > t) اعتماد قابلیت تابع و f(t)

H(X) = −
∫ ∞

٠
f(x) log f(x)dx = −E(log f(X)), (١)

و اعتماد قابلیت اطلاع، نظریه مباحث در آنتروپی مفهوم از تعمیم هایی اخیر سال های در می شود. تعریف

شد. خواهند معرفی آنها از برخی ادامه در که شده است ارائه احتمال، و آمار متون

توزیع دو بین فاصله اندازه گیری معیارهای از یکی و توزیع دو مقایسه برای اطلاع اندازه های از یکی

برای شد. معرفی (١٩۵١) لیبلر و کولبک توسط بار اولین که است کولبک-لیبلر تشخیص اطلاع احتمال،

کولبک اطلاع ،gY و fX احتمال چگالی توابع با ترتیب به Y و X نامنفی و پیوسته تصادفی متغیر دو

از عبارتست متغیر، دو این توزیع های تفاوت میزان عنوان به لیبلر -

DKL(X,Y ) =

∫ ∞
٠

f(x) log
f(x)

g(x)
dx.

جمله از زیادی زمینه های در علاقه مورد اصلی متغیر عنوان به مطالعاتی دوره یک زمان مدت که مواردی در

زمان از تابعی اطلاع اندازه های می شود، گرفته نظر در غیره و تجارت اقتصاد، بقا، تحلیل اعتماد، قابلیت

مانده متغیر شانون آنتروپی (١٩٩۵) پلری و ابراهیمی ایده، همین پایه بر می باشند. پویا نتیجه در و هستند

به صورت (١) رابطه از استفاده با t زمان در را X عمر طول

H(X; t) = −
∫ ∞
t

f(x)

F̄ (t)
log

f(x)

F̄ (t)
dx, (٢)

مانده عمر Xt = (X − t | X > t) آن در که ،H(X; t) = H(Xt) که شود توجه کردند. تعریف

شانون آنتروپی به مانده آنتروپی آنگاه ،t→ ٠ اگر که است واضح می باشد. ،X > t شرط تحت سیستم

می کند. میل

اساس بر مشخص سازی به ،(٢٠٠۴) همکاران و بلزونس و (١٩٩۶) ابراهیمی اخیر، سال های در

اسدی کردند. بیان را آن سالخوردگی و تصادفی ترتیب های ویژگی های از برخی و پرداختند مانده آنتروپی

آنتروپی اساس بر رکوردی مقادیر و ترتیبی آماره های با رابطه در را جدیدی نتایج ،(٢٠٠٠) ابراهیمی و

کردند تعیین چندک تابع مبنای بر را مانده آنتروپی (٢٠١٢) سانکاران و سانوج آوردند. به دست مانده

برخی مشخص سازی از نتایجی ،(٢٠١۴) همکاران و ناندا دادند. قرار مطالعه مورد را آن ویژگی های و
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تابع بر مبتنی رنی مانده آنتروپی پایه بر تصادفی ترتیب های ویژگی های برخی همراه به را خاص توزیع های

آوردند. به دست چندک

به صورت که است (١٩٨٨) تسالیس آنتروپی شانون، آنتروپی تعمیم های از یکی

Hα(X) =
١

α− ١
[١ −

∫ ∞
٠

fα(x)dx], α ̸= ١, α > ٠, (٣)

را تسالیس مانده آنتروپی می کند. میل شانون آنتروپی به تسالیس آنتروپی ،α→ ١ وقتی می شود. تعریف

به صورت می توان (٣) رابطه از استفاده با

Hα(X; t) =
١

α− ١
[١ −

∫ ∞
t

(
f(x)

F̄ (t)
)αdx], α ̸= ١, α > ٠. (۴)

تابع با X تصادفی متغیر برای می شوند. بیان چندک تابع حسب بر شده ذکر مفاهیم حال کرد. تعریف

به صورت چندک تابع ،F (x) توزیع

Q(u) = F−١(u) = inf{x | F (x) ≥ u}, ٠ ≤ u ≤ ١, (۵)

چندک تابع از استفاده آماری، مطالعات در می گویند. نیز توزیع ام u مرتبه چندک آن به و می شود تعریف

مطالعات در همچنین می گیرد. قرار استفاده مورد آماری داده های تحلیل و مدل بندی برای روشی عنوان به

بیان شوند. بازنویسی چندک تابع بر مبتنی آن اساسی اندازه های و مفاهیم است شده سعی اعتماد قابلیت

u مرتبه چندک xu اگر مثال، عنوان به است. ویژه ای خواص دارای چندک تابع اساس بر مفاهیم این

دچار جامعه واحدهای درصد ١٠٠ × u ،xu زمان در آن گاه باشد، عمر طول توزیع (٠ < u < ١) ام

در است. u برابر u مرتبه چندک از قبل واحد یک خرابی احتمال دیگر، به عبارت یا می شوند، خرابی

تاثیر می تواند اعتماد قابلیت اندازه های روی بر حدی مشاهده یک یا دورافتاده داده یک وجود مواقعی که

یا حدی مشاهدات تاثیر تحت  کمتر که چندکی اندازه های با کارکردن و استفاده باشد، داشته توجهی قابل

مراجعه آنها به می توان که منابع جمله از است. راحت تر و مناسب تر می گیرند، قرار دورافتاده مشاهدات

و سانکاران ،(٢٠١١) همکاران و نیر ،(٢٠٠٩) نیر و سانکاران ،(٢٠٠٩) سانکاران و نیر از عبارتند نمود

.(٢٠١۴) همکاران و ناندا و (٢٠١٠) همکاران
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را (٢) و (١) روابط x = Q(p) متغیر تغییر و (۵) رابطه از استفاده با (٢٠١٢) سانکاران و سانوج

به صورت به ترتیب

H(X) =

∫ ١

٠
log q(p)dp,

H(u) = H(X;Q(u)) = log(١ − u) + (١ − u)−١
∫ ١

٠
log q(p)dp,

است ذکر به لازم می شود. نامیده چندک چگالی تابع و است Q(p) تابع مشتق q(p) آن در که کردند، بیان

مبنای بر مانده آنتروپی نمی کند، مشخص یکتا به طور را تصادفی متغیر توزیع که مانده آنتروپی خلاف بر که

خواص نیز (٢٠١٣) همکاران و سانوج می کند. مشخص یکتا به طور را تصادفی متغیر توزیع چندک، تابع

نیز (٢٠١۶) همکاران و سانکاران کردند. بررسی چندک تابع اساس بر را گذشته عمر طول متغیر آنتروپی

عبارت و x = QX(p) متغیر تغییر ،(۵) رابطه از استفاده با

G(F−١(u)) = G(QX(u)), ٠ ≤ u ≤ ١,

واگرایی اندازه است، X تصادفی متغیر چندک تابع QX و Y تصادفی متغیر توزیع تابع G آن در که

به صورت چندک تابع اساس بر را کولبک-لیبلر

D∗KL(X,Y ) = −
∫ ١

٠
log(

d

dp
(Q−١

Y (QX(p))))dp,

شکل توزیع توابع که مواردی در اولا دارد. مختلفی مزایای و ویژگی ها پیشنهادی، اندازه این کردند. بیان

ثانیا است. آسا ن تر واگرایی اندازه محاسبه دارند، ساده تری شکل متناظر چندک های اما دارند پیچیده ای

خاصی ویژگی های چندک ها به علاوه می دهد. ارائه واگرایی اندازه مطالعه در را جایگزینی شیوه رویکرد، این

اندازه ویژگی های درباره را بهتری دیدگاه و جدید نتایج ویژگی ها این کاربرد و ندارند توزیع توابع که دارند

می دهد. ارائه است، مشکل معمول روش به آن آوردن به دست که واگرایی

قرار مطالعه مورد آن مهم خواص و معرفی چندک تابع اساس بر تسالیس مانده آنتروپی مقاله، این در

می شود ارائه چندک تابع اساس بر تسالیس مانده آنتروپی برای بسته ای صورت های ،٢ بخش در می گیرد.

مشخص سازی و می کند مشخص یکتا به طور را تصادفی متغیر توزیع شده، تعریف اندازه می دهیم نشان و
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آنتروپی تصادفی ترتیب های رابطه می کنیم. بیان عمر طول توزیع های از برخی برای را آنتروپی این پایه بر

اساس بر تسالیس واگرایی اندازه ،۴ بخش در می شود. ارائه ٣ بخش در چندک تابع اساس بر تسالیس مانده

تصادفی متغیر برای اندازه این چندکی شکل و شده بیان آن مهم ویژگی های از برخی همراه به چندک تابع

عملکرد و پرداخته مذکور آنتروپی برای برآوردگری معرفی به ۵ بخش در می شود. آورده به دست عمر مانده

می گیرد. قرار بررسی مورد آن

چندک تابع اساس بر تسالیس مانده آنتروپی ٢

چگالی تابع و Q(u) چندک تابع ،F (x) توزیع تابع با نامنفی پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض

،(۵) رابطه از استفاده با باشد، q(u) چندک

F (Q(u)) = u, ٠ ≤ u ≤ ١,

می شود نتیجه ،u حسب بر آن از مشتق گیری با که

q(u)f(Q(u)) = ١. (۶)

به صورت چندکی خطر تابع همچنین

R(u) = r(Q(u)) =
f(Q(u))

F̄ (Q(u))
= [(١ − u)q(u)]−١, ٠ < u < ١, (٧)

١٠٠× (١−u) نقطه تا بودن فعال شرط به Q(u) زمان بعد کوتاهی فاصله در را شکست نرخ که است،

آنتروپی بنابراین .(٢٠١٣ همکاران، و سانوج ٢٠١٢؛ سانکاران، و (سانوج می دهد نشان را توزیع درصد

از عبارتست چندک، تابع اساس بر تسالیس مانده

Hα(X;Q(u)) =
١

α− ١
[١ −

∫ ∞
Q(u)

(
f(x)

F̄ (Q(u))
)αdx]

=
١

α− ١
[١ −

∫ ١

u
(
f(Q(p))

١ − u
)αq(p)dp]
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=
١

α− ١
[١ − ١

(١ − u)α

∫ ١

u
[q(p)]−(α−١)dp], α ̸= ١, α > ٠

(٨)

(٣) رابطه چندکی صورت واقع در که می آید به دست چندکی تسالیس آنتروپی ،u→ ٠ وقتی (٨) رابطه در

قابل آن ها آنتروپی لذا ندارند، بسته ای صورت آن ها چگالی تابع یا توزیع تابع که هستند توزیع هایی است.

آن ها چندکی آنتروپی و داشته بسته ای صورت آن ها چندک چگالی تابع یا چندک تابع اما نیست محاسبه

.(٢٠١٣ همکاران، و (نیر است محاسبه قابل

چندک تابع دارای دیویس١ توزیع :١ مثال

QX(u) = C
uλ١

(١ − u)λ٢
, ٠ ≤ u < ١,

(٢٠٠٠) گیلچریست هستند. شکل پارامترهای و مثبت λ٢ و λ١ و مقیاس پارامتر C > ٠ آن در که است،

چگالی تابع اما ندارند، بسته ای صورت ،X چگالی تابع یا توزیع تابع اگرچه نامید. پارتو توانی توزیع آن را

به صورت آن چندک

qX(u) = C
uλ١−١

(١ − u)λ١+٢ [λ١)١ − u) + λ٢u],

محاسبه قابل آن برای چندکی غیر حالت در که چندک تابع اساس بر تسالیس مانده آنتروپی لذا است.

از است عبارت ،C = ١ وقتی نیست،

Hα(X;Q(u)) =
١

α− ١
[١ − ١

(١ − u)α

∫ ١

u
[
p(λ١−١)(λ١)١ − p) + λ٢p)

(١ − p)λ١+٢ ]−(α−١)dp],

به صورت می توان را (٨) رابطه است. محاسبه قابل عددی روش های با آن انتگرال که

∫ ١

u
[q(p)]−(α−١)dp = (١ − u)α[١ − (α− ١)Hα(X;Q(u))], (٩)

1Davies
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به صورت چندک چگالی تابع u به نسبت (٩) رابطه از مشتق گیری با کرد. بازنویسی

q(u) =
١

١ − u
[α(١ − (α− ١)Hα(X;Q(u))) + (α− ١)(١ − u)H ′α(X;Q(u))]−

١
α−١ ,

نمی کند، مشخص یکتا به طور را تصادفی متغیر توزیع تسالیس مانده آنتروپی اینکه وجود با می شود. حاصل

نمود. مشخص یکتا به طور را چندک چگالی تابع می توان چندکی، تسالیس مانده آنتروپی داشتن با

تابع اساس بر تسالیس مانده آنتروپی به مربوط روابط معروف عمر طول توزیع های از تعدادی برای

متغیر توزیع چندکی، تسالیس مانده آنتروپی می دهد نشان زیر قضیه است. شده ارائه ١ جدول در چندک

می کند. مشخص یکتا به طور را تصادفی

دارای به ترتیب و χ مشترک تکیه گاه با نامنفی پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض :١ قضیه

است، FX(x) = FY (x), x ∈ χ آن گاه باشند، QY و QX چندک توابع و FY و FX توزیع توابع

اگر تنها و اگر

Hα(X;QX(u)) = Hα(Y ;QY (u)), ٠ < u < ١.

،FX(x) = FY (x), x ∈ χ کنید فرض ابتدا قضیه اول طرف اثبات برای برهان:

QX(u) = QY (u), ٠ < u < ١,

داریم و qX(u) = qY (u), ٠ < u < ١ بنابراین

١
(١ − u)α

∫ ١

u
[qX(p)]

−(α−١)dp =
١

(١ − u)α

∫ ١

u
[qY (p)]

−(α−١)dp. (١٠)

برقرار (١٠) رابطه کنید فرض عکس، اثبات برای Hα(X;QX(u)) = Hα(Y ;QY (u)) نتیجه در

داریم آن از مشتق گیری با باشد،

[qX(u)]
−(α−١) = [qY (u)]

−(α−١), ٠ < u < ١,
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بنابراین QX(u) = QY (u), ٠ < u < ١ نتیجه در و qX(u) = qY (u), ٠ < u < ١ لذا

FX(u) = FY (u), ٠ < u < ١.

می شود. پرداخته چندکی تسالیس مانده آنتروپی اساس بر توزیع ها از خانواده یک مشخص سازی به حال

چندک چگالی تابع دارای X تصادفی متغیر :٢ قضیه

qX(u) = Ku−B(١ − u)−(A+B), K > ٠, (١١)

برابر آن چندکی تسالیس مانده آنتروپی اگر تنها و اگر است،

Hα(X;QX(u)) =
١

α− ١
[١ − (١ − u)−αK−(α−١)D

× (١ − ١
D
Beta(u;B(α− ١) + ١, (α− ١)(A+B) + ١))],

ناقص، بتای ;Beta(xتابع a, b) =
∫ x

٠ t
a−١(١−t)b−١dt حقیقی، Bثابت های Aو آن در که باشد،

D = [Γ(B(α− ١) + ١)Γ((α− ١)(A+B) + ١)]/Γ((α− ١)(A+ ٢B) + ٢)

است. Γ(x) =
∫∞

٠ tx−١e−tdt و

نیز آن عکس طرف می شود. نتیجه ناقص بتای تابع و (٨) رابطه کارگیری به با قضیه اول طرف برهان:

است. برقرار همواره ١ قضیه به توجه با

سازی مشخص را مشهور توزیع چندین می توان (١١) رابطه در شده معرفی توزیع خانواده به توجه با

یکنواخت توزیع A = ٠ و B = ٠ ازای به و نمایی توزیع A = ١ و B = ٠ ازای به جمله از کرد،

به ازای و می شود حاصل تعمیم یافته پارتو توزیع A = ٢a+١
a+١ و B = ٠ هرگاه می شود. مشخص سازی

به دست منفی نمایی توزیع A = ١ و B = ١ به ازای و توانی توزیع A = ١
β − ١ و B = ١− ١

β مقادیر

می آید.
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می شود. مشخص سازی ١ قضیه از استفاده بدون و مستقیم به صورت نمایی توزیع بعدی قضیه در

اگر تنها و اگر است، ١/λ میانگین با نمایی توزیع دارای X تصادفی متغیر :٣ قضیه

Hα(X;QX(u)) = c, ∀ ٠ < u < ١,

است. ثابتی مقدار c آن در که

از مشتق گیری با عکس طرف اثبات برای می شود. نتیجه ١ جدول به توجه با قضیه اول طرف برهان:

آن، دادن قرار صفر مساوی و u به نسبت (٨) رابطه

α

∫ ١

u
q(p)−(α−١)dp = (١ − u)q−(α−١)(u). (١٢)

داریم جبری محاسبات انجام و u به نسبت (١٢) رابطه از مجدد مشتق گیری با

q′(u)

q(u)
=

١
١ − u

. (١٣)

می شود. حاصل log q(u) = − log(١ − u) + c عبارت ،u به نسبت (١٣) رابطه از انتگرال گیری با

λ پارامتر با نمایی توزیع ،c = − log λ شود داده قرار اگر حال .q(u) = (١ − u)−١ec نتیجه در

می شود. نتیجه

چندکی تسالیس مانده آنتروپی ترتیبی و یکنوایی خواص ٣

و سانوج کردند. بررسی را شانون مانده آنتروپی ترتیبی و یکنوایی خواص (٢٠١٢) سانکاران و سانوج

این در دادند. قرار مطالعه مورد را شانون گذشته آنتروپی ترتیبی و یکنوایی خواص نیز (٢٠١٣) همکاران

این به توجه با سپس می شود، بررسی چندکی تسالیس مانده آنتروپی ترتیبی و یکنوایی خواص بخش،

می شوند. بیان تعاریفی و قضایا خواص،

هرگاه است، (نزولی) صعودی چندکی تسالیس مانده آنتروپی خاصیت دارای X تصادفی متغیر :١ تعریف

باشد. (نزولی) صعودی u به نسبت Hα(X;QX(u))
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آن گاه: باشد، (نزولی) صعودی u حسب بر Hα(X;QX(u)) اگر :۴ قضیه

Hα(X;QX(u)) ≥ (≤)[
١

α− ١
− (R(u))α−١

α(α− ١)
]. (١۴)

.((٧) (رابطه است چندکی خطر تابع R(u) آن در که

داریم u به نسبت (٨) رابطه طرفین از مشتق گیری با برهان:

H ′α(X;QX(u)) = −(
α

α− ١
)(١ − u)−(α+١)

∫ ١

u
q−(α−١)(p)dp

+
(١ − u)−α

(α− ١)[q(u)]α−١

= α(١ − u)−١Hα(X;QX(u))−
α(١ − u)−١

α− ١

+
(١ − u)−α

(α− ١)[q(u)]α−١

= α(١ − u)−١Hα(X;QX(u))−
α(١ − u)−١

α− ١

+
(١ − u)−١

(α− ١)[R(u)]α−١ . (١۵)

می شود. نتیجه (١۴) نامساوی آن گاه باشد، (نزولی) صعودی u به نسبت Hα(X;QX(u)) اگر بنابراین

و f(u, x) : R٢
+ → R+ که باشند توابعی g و f کنید فرض (٢٠١۴ همکاران، و (ناندا :١ لم

(نزولی) صعودی x حسب بر g(x) و صعودی u حسب بر
∫∞
u f(u, x)dx اگر .g(x) : R+ → R+

انتگرال صورتی که در است، (نزولی) صعودی u حسب بر
∫∞
u f(u, x)g(x)dx صورت، این در باشد،

باشد. موجود

و صعودی ، نامنفی تابع یک ϕ(x) و باشد نامنفی پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض :۵ قضیه

آن گاه: ،Y = ϕ(X) اگر باشد. (مقعر) محدب

u حسب بر Hα(Y ;QY (u)) آن گاه نزولی، u حسب بر Hα(X;QX(u)) اگر ،α > ١ برای (الف)

است. (نزولی) صعودی

حسب Hα(Yبر ;QY (u)) آن گاه نزولی، uحسب Hα(X;QX(u))بر اگر ،٠ < α < ١ برای (ب)

است. (صعودی) نزولی u
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فرض ابتدا می شود. ثابت مشابه به طور نیز ٠ < α < ١ برای کرده، ثابت α > ١ برای را قضیه برهان:

،(٨) رابطه به توجه با بنابراین، باشد، u حسب بر نزولی تابعی Hα(X;QX(u))  کنید

١
α− ١

∫ ١

u

[qX(p)]
−(α−١)

(١ − u)α
dp,

آن گاه Y باشد، = ϕ(X) احتمال چگالی تابع g(y) اگر طرفی از است. صعودی تابعی u حسب بر

بنابراین ،g(y) = f(ϕ−١(y))
ϕ′(ϕ−١(y))

g(QY (u)) =
١

qY (u)
=
f(Q(u))

ϕ′(Q(u))
=

١
qX(u)ϕ′(Q(u))

. (١۶)

از عبارتست (١۶) از استفاده با Y تصادفی متغیر برای تسالیس مانده آنتروپی لذا

Hα(Y ;QY (u)) =
١

α− ١
− (١ − u)−α

α− ١

∫ ١

u
[qY (p)]

−(α−١)dp

=
١

α− ١
− ١
α− ١

∫ ١

u

[qX(p)]
−(α−١)

(١ − u)α
[ϕ′(QX(p))]

−(α−١)dp.

است، (صعودی) نزولی [ϕ′(QX(p))]−(α−١) بنابراین است، (مقعر) محدب تابعی ϕ و α > ١ چون

عبارت ،١ لم به توجه با لذا

١
α− ١

∫ ١

u

[qX(p)]
−(α−١)

(١ − u)α
[ϕ′(QX(p))]

−(α−١)dp,

است. (نزولی) صعودی u حسب بر Hα(Y ;QY (u)) بنابراین است، (صعودی) نزولی u حسب بر

Hα(X;QX(u)) آن گاه ،٠ < α < ١ و باشد uحسب بر محدب QX(u)تابعی اگر (الف) :۶ قضیه

است. صعودی u حسب بر

نزولی u حسب بر Hα(X;QX(u)) آن گاه ،α > ١ و باشد u حسب بر مقعر تابعی QX(u) اگر (ب)

است.
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داریم است، u حسب بر محدب تابعی QX(u) اینکه به توجه با و p > u از (الف) برهان:

∫ ١

u
[q(p)]−(α−١)dp > (١ − u)[q(u)]−(α−١),

بنابراین

(
α

α− ١
)(١ − u)−(α+١)

∫ ١

u
[q(p)]−(α−١)dp < (

α

α− ١
)(١ − u)−α[q(u)]−(α−١)

<
(١ − u)−α

α− ١
[q(u)]−(α−١),

می شود. ثابت الف مشابه نیز قضیه ب قسمت می شود. حاصل مطلوب نتیجه (١۵) رابطه از استفاده با لذا

F (t) = e−λ/t; t > ٠ توزیع تابع با نمایی وارون توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض :٢ مثال

وایبل وارون توزیع دارای Y آنگاه ،Y = ϕ(X) = Xβ اگر باشد. Q(u) = − λ
log u چندک تابع و

با لذا ،q(u) = λ
u(log u)٢ نمایی، وارون توزیع برای است. F (t) = e−λ/t

β
; t > ٠ توزیع تابع با

داریم (١۵) و (٨) روابط از استفاده

H ′α(X;QX(u)) = −α(١ − u)−(α+١)

α− ١

∫ ١

u
(

λ

p(log p)٢ )
−(α−١)dp

+
(١ − u)−α

α− ١
(

λ

u(log u)٢ )
−(α−١).

داریم ،α > ١ برای بنابراین ،p(log p)٢ > u(log u)٢ می شود نتیجه ،p > u از

α(١ − u)−(α+١)

α− ١

∫ ١

u
(

λ

p(log p)٢ )
−(α−١)dp >

α(١ − u)−α

α− ١
(

λ

u(log u)٢ )
−(α−١)

>
(١ − u)−α

α− ١
(

λ

u(log u)٢ )
−(α−١),

لذا است. محدب تابعی ϕ آن گاه ،β > ١ اگر حال است. u حسب بر نزولی Hα(X;QX(u)) درنتیجه

تابعی ϕ آن گاه ،٠ < β < ١ اگر و است صعودی u حسب بر Hα(Y ;QY (u)) ،۵ قضیه از استفاده با

است. نزولی u برحسب Hα(Y ;QY (u)) ،۵ قضیه به توجه با و است مقعر
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می شود گفته آن گاه ،Hα(X;QX(u)) ≤ Hα(Y ;QY (u)) ،٠ ≤ u ≤ ١ هر برای هرگاه :٢ تعریف

نماد با و است کمتر Y تصادفی متغیر از چندکی تسالیس مانده آنتروپی ترتیب در X تصادفی متغیر

می شود. داده نشان X ≤TQE Y

در X تصادفی متغیر می شود گفته آن گاه ،RX(u) ≥ RY (u) ،٠ ≤ u ≤ ١ هر برای هرگاه :٣ تعریف

می شود. داده نشان X ≤QFR Y نماد با و است کمتر Y تصادفی متغیر از چندکی خطر نرخ ترتیب

.X ≤TQE Y آن گاه ،X ≤QFR Y اگر ،α > ٠ هر برای :٧ قضیه

طبق است. اثبات قابل مشابه به طور نیز ٠ < α < ١ برای می شود، اثبات α > ١ برای قضیه برهان:

داریم لذا ،RX(p) ≥ RY (p) قضیه فرض

∫ ١

u
[RX(p)]

α−١dp ≥
∫ ١

u
[RY (p)]

α−١dp.

نتیجه در

١
α− ١

[١ − ١
(١ − u)

∫ ١

u
[RX(p)]

α−١dp] ≤ ١
α− ١

[١ − ١
(١ − u)

∫ ١

u
[RY (p)]

α−١dp],

.X ≤TQE Y بنابراین

آن گاه ،X ≤TQE Y به طوری که باشند، نامنفی پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض :٨ قضیه

داریم ،ϕ(x) محدب و صعودی نامنفی تابع هر برای

ϕ(X) ≤TQE ϕ(Y ). (١٧)

٠ ≤ u ≤ ١ هر برای شود داده نشان است کافی .α > ١ که می شود گرفته نظر در حالتی ابتدا برهان:

نامساوی

١
α− ١

[١ −
∫ ١

u

[qX(p)]
−(α−١)

(١ − u)α
[ϕ′(QX(p))]

−(α−١)dp] ≤

١
α− ١

[١ −
∫ ١

u

[qY (p)]
−(α−١)

(١ − u)α
[ϕ′(QY (p))]

−(α−١)dp].
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قضیه، فرض به توجه با است، برقرار

∫ ١

u

[qX(p)]
−(α−١)

(١ − u)α
dp ≥

∫ ١

u

[qY (p)]
−(α−١)

(١ − u)α
dp, ∀u ∈ [٠, ١]. (١٨)

ϕ′(x) است، محدب تابعی ϕ(x) چون .QX(u) ≤ QY (u) لذا .qX(u) ≤ qY (u) نتیجه در

لذا است. صعودی

[ϕ′(QY (p))]
−(α−١) ≤ [ϕ′(QX(p))]

−(α−١). (١٩)

داریم (١٨) رابطه از استفاده با

∫ ١

u
([qX(p)]

−(α−١) − [qY (p)]
−(α−١))dp ≥ ٠, (٢٠)

،(٢٠) و (١٩) روابط از استفاده با بنابراین

∫ ١

u
[qX(p)]

−(α−١)[ϕ′(QX(p))]
−(α−١)dp ≥

∫ ١

u
[qY (p)]

−(α−١)[ϕ′(QY (p))]
−(α−١)dp.

می شود. ثابت مشابه به طور نیز ٠ < α < ١ برای می شود. حاصل مطلوب نتیجه لذا،

و باشد (نزولی) صعودی چندکی تسالیس مانده آنتروپی خاصیت دارای X تصادفی متغیر اگر :٩ قضیه

Y آن گاه باشند، برقرار تصادفی متغیر دو بین X ≥QFR (≤)Y و X ≤TQE (≥)Y روابط همچنین

است. (نزولی) صعودی چندکی تسالیس مانده آنتروپی خاصیت دارای نیز

می شود. اثبات ٣ و ٢ تعاریف و ۴ قضیه از استفاده با برهان:

چندک تابع مبنای بر تسالیس واگرایی اندازه ۴

می شود. بیان آن خواص از برخی و تعیین چندک اساس بر تسالیس واگرایی اندازه ابتدا بخش، این در

کنید فرض می شود. آورده به دست عمر طول مانده متغیر برای تسالیس واگرایی اندازه چندکی شکل سپس

توزیع توابع ،g و f احتمال چگالی توابع دارای به ترتیب نامنفی پیوسته مطلقا تصادفی متغیرهای Y و X
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خانواده باشند. qY (u) و qX(u) چندک چگالی توابع و QY (u) و QX(u) چندک توابع ،G و F

می رود، به کار احتمال توزیع دو فاصله تعیین برای و است معروف نیز ϕ واگرایی رده به که سیزار واگرایی

به صورت (١٩۶٧) سیزار توسط

Dϕ(X,Y ) =

∫ ∞
٠

g(x)ϕ[
f(x)

g(x)
]dx, (٢١)

صورتی که در .ϕ(١) = ٠ به طوری که است، محدب تابع یک ϕ : [٠,∞] → R آن در که شد، ارائه

اندازه بنابراین، می دهد. نتیجه را کولبک-لیبلر واگرایی اندازه Dϕ(X,Y ) آن گاه ،ϕ(x) = x log(x)

از دیگر یکی است. سیزار واگرایی اندازه از خاص حالت یک DKL(X,Y ) کولبک-لیبلر واگرایی

برای ϕ(x) تابع که است تسالیس واگرایی اندازه می گیرد، قرار سیزار واگرایی رده در که اطلاعی اندازه های

از است عبارت آن

ϕ(x) =
xα − x

α− ١
, α ̸= ١, α > ٠.

به صورت (٢١) رابطه از استفاده با تسالیس واگرایی اندازه بنابراین

DT (X,Y ) =
١

α− ١
[

∫ ∞
٠

(
f(x)

g(x)
)αg(x)dx− ١], α ̸= ١, α > ٠. (٢٢)

تسالیس واگرایی اندازه ،(۶) رابطه از استفاده با و (٢٢) رابطه در x = QX(p) متغیر تغییر با است.

به صورت

D∗T (X,Y ) =
١

α− ١
[

∫ ١

٠
(
f(QX(p))

g(QX(p))
)αg(QX(p))dQX(p)− ١]

=
١

α− ١
[

∫ ١

٠
(qX(p)g(QX(p)))

−(α−١)dp− ١], (٢٣)

لذا ،F−١(u) = QX(u) داریم F (QX(u)) = u رابطه از استفاده با حال است. بیان قابل

G(F−١(u)) = G(QX(u)). (٢۴)
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عبارت u به نسبت (٢۴) از مشتق گیری با

d

du
(G(F−١(u))) =

d

du
(G(QX(u))) = qX(u)g(QX(u)), (٢۵)

داریم معادل به طور می شود. حاصل

d

du
(Q−١

Y (QX(u))) = qX(u)g(QX(u)). (٢۶)

به صورت می توان را (٢٣) رابطه ،(٢۶) رابطه از استفاده با

D∗T (X,Y ) =
١

α− ١
[

∫ ١

٠
(
d

dp
(Q−١

Y (QX(p))))
−(α−١)dp− ١], (٢٧)

می کند. بیان آنها چندک توابع حسب بر Gرا و F توزیع های بین فاصله واقع در (٢٧) رابطه کرد. بازنویسی

صعودی تابع هر زیرا است. F (G−١) چندک تابع که می شود گرفته نظر در Q٣(u) = Q−١
Y (QX(u))

به صورت (٢٧) رابطه نتیجه در است. چندک تابع چندک، تابع از

D∗T (X,Y ) =
١

α− ١
[

∫ ١

٠
(
d

dp
(Q٣(p)))

−(α−١)dp− ١]

=
١

α− ١
[

∫ ١

٠
[q٣(p)]

−(α−١)dp− ١], (٢٨)

توزیع توابع با متناظر QY و QX چندک توابع وقتی .q٣(p) =
d
dp(Q٣(p)) آن در که می شود، تعریف

تسالیس واگرایی اندازه محاسبه برای را ساده ای شیوه (٢٨) و (٢٧) روابط باشند، داشته وجود G و F

.D∗T (X,Y ) = ٠ آن گاه ،QX = QY وقتی (٢٧) در که است واضح به علاوه می کنند. فراهم

به صورت چندکی خطر تابع اساس بر می توان را (٢٨) رابطه ،(٧) رابطه از استفاده با

D∗T (X,Y ) =
١

α− ١
[

∫ ١

٠
[R٣(p)(١ − p)]−(α−١)dp− ١], (٢٩)

باشد، داشته وجود Q٣(u) چندکی خطر تابع وقتی D∗T (X,Y ) محاسبه صورت این در که کرد بیان

است. امکان پذیر به سادگی
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چندک توابع دارای به ترتیب نمایی تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض :٣ مثال

QX(u) = − ١
λ١

ln(١ − u), λ١ > ٠

QY (u) = − ١
λ٢

ln(١ − u), λ٢ > ٠

در q٣(u) =
λ٢
λ١
(١ − u)

λ٢
λ١
−١ لذا ،Q٣(u) = Q−١

Y (QX(u)) = ١ − (١ − u)
λ٢
λ١ آن گاه باشند،

داریم ،(٢٨) رابطه از استفاده با نتیجه

D∗T (X,Y ) =
١

α− ١
[

(λ٢
λ١
)−(α−١)

λ٢
λ١
(١ − α) + α

− ١].

داریم ϕ(x) معکوس پذیر و مشتق پذیر پیوسته، تابع برای :١ نتیجه

D∗T (ϕ(X), ϕ(Y )) =
١

α− ١
[

∫ ١

٠

[ ddp(Q
−١
X (h(QX(p)))]

α

[ ddp(Q
−١
Y (h(QX(p)))]α−١

dp− ١], (٣٠)

.h(x) = ϕ−١(x) آن در که

توزیع تابع و چگالی تابع ترتیب به GZ١(z١) و gZ١(z١) ،FZ١(z١) ،fZ١(z١) کنید فرض برهان:

آن گاه ،ϕ−١(z١) = x = h(z١) اگر باشند. Z٢ = ϕ(Y ) و Z١ = ϕ(X) تصادفی متغیرهای

بنابراین gZ٢(z١) = h′(z١)g(h(z١)) مشابه به طور و fZ١(z١) = h′(z١)f(h(z١))

Dϕ(X),ϕ(Y ) =
١

α− ١
[

∫ ∞
٠

(
fZ١(z١)

gZ٢(z١)
)αgZ٢(z١)dz١ − ١]

=
١

α− ١
[

∫ ∞
٠

(
f(h(z١))h

′(z١)

g(h(z١))h′(z١)
)αg(h(z١))h

′(z١)dz١ − ١].

داریم (٣١) رابطه در z١ = QX(p) متغیر تغییر با حال

D∗ϕ(X),ϕ(Y )

١
α− ١

[

∫ ١

٠

[f(h(QX(p)))h
′(QX(p))]

α

[g(h(QX(p)))h′(QX(p))]α−١dQX(p)− ١]. (٣١)
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عبارت F−١(u) = QX(u) رابطه از استفاده با

G(h(QX(u))) = G(h(F−١(u))) = Q−١
Y (h(QX(u))), (٣٢)

مشابه، به طور می شود. نتیجه

F (h(QX(u))) = F (h(F−١(u))) = Q−١
X (h(QX(u))). (٣٣)

،(٣٣) و (٣٢) روابط از مشتق گیری با

g(h(QX(u)))h
′(QX(u))qX(u) =

d

du
Q−١
Y (h(QX(u))), (٣۴)

g(h(QX(u)))h
′(QX(u))qX(u) =

d

du
Q−١
Y (h(QX(u))), (٣۵)

می شود. حاصل مطلوب نتیجه (٣١) رابطه در (٣۴) و (٣۵) روابط جای گذاری با بنابراین

چندک تابع اساس بر مانده تسالیس واگرایی اندازه ١ .۴

مقایسه برای DT (X,Y ) شد، پرداخته آن توضیح به ١ بخش در که عمر طول مانده متغیر تعریف طبق

به صورت Yt و Xt مانده عمرهای طول

DT (X,Y ; t) =
١

α− ١
[

∫ ∞
t

[f(x)/F̄ (t)]α

[g(x)/Ḡ(t)]α−١dx− ١]

=
١

α− ١

[(
Ḡ(t)

F̄ (t)

)α ١
Ḡ(t)

∫ ∞
t

(
f(x)

g(x)

)α
g(x)dx− ١

]
, (٣۶)

به صورت چندک تابع اساس بر مانده تسالیس واگرایی اندازه بنابراین است. بیان قابل

D∗T (X,Y ;QX(u)) =
١

α− ١
[
[١ −G(QX(u))]

α−١

(١ − u)α

×
∫ ١

u
(qX(p)g(QX(p)))

−(α−١)dp− ١]
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=
١

α− ١
[
[١ −Q−١

Y (QX(u))]
α−١

(١ − u)α

∫ ١

u
[q٣(p)]

−(α−١)dp− ١]

=
١

α− ١
[
[١ −Q٣(u)]

α−١

(١ − u)α

∫ ١

u
[q٣(p)]

−(α−١)dp− ١], (٣٧)

به صورت چندکی تسالیس مانده آنتروپی اساس بر می توان را (٣٧) رابطه می شود. حاصل

D∗T (X,Y ;QX(u)) = [١ −Q٣(u)]
α−١[Hα(X,Y ;Q٣(u)) +

١
α− ١

]− ١
α− ١

,

کرد. بازنویسی

از استفاده با نتیجه در باشند. ٢ مثال در شده تعریف تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض :۴ مثال

،(٣٧) رابطه

D∗T (X,Y ;QX(u)) =
١

α− ١
[

(λ٢
λ١
)−(α−١)

λ٢
λ١
(١ − α) + α

− ١].

می شود: ثابت ١ نتیجه مشابه ،ϕ(x) معکوس پذیر و مشتق پذیر پیوسته، تابع برای :٢ نتیجه

D∗T (ϕ(X), ϕ(Y );QX(u)) =
١

α− ١
[١ −Q−١

Y (h(QX(p)))]
α−١

[١ −Q−١
X h(QX(p))]α

×
∫ ١

u

[ ddp(Q
−١
X h(QX(p)))]

α

[ ddp(Q
−١
Y (h(QX(p))))]α−١

dp− ١. (٣٨)

چندک تابع مبنای بر تسالیس مانده آنتروپی برآورد ۵

با آن عملکرد سپس و می شود معرفی چندکی تسالیس مانده آنتروپی برای برآوردگر یک بخش، این در

نیاز Hα(X;QX(u)) برآورد برای (٨) رابطه به توجه با می گیرد. قرار بررسی مورد شبیه سازی مطالعه

و سونی است. شده معرفی تابع این برای برآوردگر چندین مقالات سایر در است. q(u) تابع برآورد به
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برآوردگر (٢٠١٢) همکاران

qn(u) =
١

nh(n)

n∑
i=١

K( i/n−uh(n) )

fn(Xi:n)
, (٣٩)

هسته چگالی برآوردگر fn(t) و کننده هموار پارامتر h(n) هسته، تابع K(.) آن در که کردند، معرفی را

صورت به و است f(t) برای

fn(t) =
١

nh(n)

n∑
i=١

K(
t−Xi

h(n)
), (۴٠)

برآوردگرها سایر به نسبت را آن خوب عملکرد ،qn(u) برآوردگر برای آمده به دست نتایج می شود. تعریف

Hα(X;QX(u)) در q(u) برآورد برای برآوردگر این از بنابراین .(٢٠١٢ همکاران، و (سونی می دهد نشان

به صورت Hα(X;QX(u)) برآوردگر (۴٠) و (٣٩) از استفاده با لذا می شود. استفاده

Ĥα(X;QX(u)) =
١

α− ١

[
١ − S١(u, n, h(n))

(١ − u)α(nh(n))١−α

]
,

آن در که می شود، معرفی

S١(u, n, h(n)) =

∫ ١

u
[
n∑
t=١

(K(
t/n− p

h(n)
)/fn(Xt:n))]

−(α−١)dp. (۴١)

هسته تابع یک عنوان به که (١٩۶٩) اپانچنیکوف٢ هسته تابع از متون در شده معرفی هسته توابع بین از

صورت به تابع این می شود. استفاده است، شده معرفی بهینه

K(u) =
٣
۴
(١ − u٢)I(|u|≤١), (۴٢)

2Epanechnikov
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عبارت (۴١) در (۴٢) جایگذاری با است. نشانگر تابع IA آن در که می شود، تعریف

S١(u, n, h(n)) =

∫ ١

u
[

n∑
t=١

{
٣
۴(١ − ( t/n−ph(n) )٢)I

(| t/n−p
h(n)

|≤١)

fn(Xt:n)
}]−(α−١)dp, (۴٣)

صورت به بازه هایی روی (۴٣) رابطه انتگرال تقسیم بندی با می شود. حاصل

t

n
− h(n) ≤ p ≤ t

n
+ h(n),

گرفت: نظر در می توان را زیر حالات
.t∗ = min{t|( tn − h(n)) > u} کنید فرض ،٠ < u ≤ ١

n + h(n) برای (الف)
آن گاه ، t∗n − h(n) < ١

n + h(n) اگر

S١(u, n, h(n)) =

∫ t∗
n −h(n)

u

t∗−١∑
t=١

(S٢(p, n, h(n)))
−(α−١)dp

+

min([٢nh(n)],n)∑
j=t∗

∫ j+١
n −h(n)

j
n−h(n)

j∑
t=١

(S٢(p, n, h(n)))
−(α−١)dp

+

∫ ١
n+h(n)

a١

min([٢nh(n)]+١,n)∑
t=١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp

+

t١−٠∑
i=١

∫ min(n, i+١
n +h(n))

i
n+h(n)

min([i+٢nh(n)],n)∑
t=i+١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp

جزء [x] ،S٢(p, n, h(n)) =
∑n

t=١{
٣
۴(١ − ( t/n−ph(n) )٢)I

(| t/n−p
h(n)

|≤١)
/fn(Xt:n)} آن در که

،x صحیح

a١ =
min([٢nh(n)] + ١, n)

n
− h(n)

t٠ = min{t|( t
n
+ h(n)) ≥ ١}.
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آن گاه ، t∗n − h(n) ≥ ١
n + h(n) اگر این صورت غیر در

S١(u, n, h(n)) =

∫ ١
n+h(n)

u

min([n(u+h(n))],n)∑
t=١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp

+

t١−٠∑
i=١

∫ min(n, i+١
n +h(n))

i
n+h(n)

min([i+٢nh(n)],n)∑
t=i+١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp.

k = ١, ..., n− ١ که k
n + h(n) < u ≤ k+١

n + h(n) برای (ب)

S١(u, n, h(n)) =

∫ min(١, k+١
n +h(n))

u

min([n(u+h(n))],n)∑
t=k+١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp

+

t١−٠∑
i=k+١

∫ min(n, i+١
n +h(n))

i
n+h(n)

min([i+٢nh(n)],n)∑
t=i+١

(S٢(p, n, h(n))
−(α−١)dp.

λ١ = ١, λ٢ =
٣
٢ به ازای ١ مثال در دیویس توزیع شده، معرفی برآوردگر عملکرد بررسی منظور به :۵ مثال

با n = ۵٠, ١٠٠, ٢٠٠ ازای به ۵٠٠٠ تکرار تعداد با محاسبات می شود. گرفته نظر در C = ١ و

خطا دوم توان میانگین کمترین اساس بر h(n) بهینه انتخاب شده است. انجام R نرم افزار از استفاده

ازای به و ٠٫٢ بهینه h(n) مقدار ٠ < u < ٠٫۵ ازای به به طوری که است. Hα(X;QX(u)) برآوردگر

در α > ١ ازای به نظر مورد برآوردگر (Bias) اریبی و MSE است. ٠٫٣ مقدار این ٠٫۵ ≤ u < ١

است. شده ارائه ١ شکل

چندک مرتبه افزایش با و کاهش Bias و MSE نمونه، حجم افزایش با آمده، به دست نتایج طبق

qn(u) برآوردگر ضعیف عملکرد به (٢٠١٢) همکاران و سونی که همان طور می یابد، افزایش مقادیر این

α افزایش با مذکور برآوردگر Bias و MSE می شود مشاهده همچنین داشته اند. اشاره توزیع دم های در

است خوبی عملکرد دارای توزیع، دم های در حتی α > ١٫۵ به ازای گفت می توان کلی به طور و یافته کاهش

می کنند. میل صفر سمت به پایین چندک های در Bias و MSE ،٢ به نزدیک های α ازای به و

نتیجه گیری و بحث

کند، توصیف را نظر مورد سیستم عمر طول تصادفی رفتار کافی اندازه به بتواند که عمری طول توزیع یافتن

شاخص های از یکی عنوان به چندک تابع طرفی از است. اعتماد قابلیت مطالعات در مهم مسائل از یکی
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α > ١ برای و مختلف نمونه های حجم ازای به Bias و MSE نمودار :١ شکل
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اساس بر اعتماد قابلیت مفاهیم بیان می گیرد. قرار استفاده مورد آن ها بهتر شناسایی برای آماری توزیع های

از استفاده فرین، مقادیر و دورافتاده مشاهدات وجود صورت در است. ویژه ای خواص دارای چندک تابع

توزیع هایی با رابطه در به علاوه است. بهتر می گیرند، قرار مقادیر این تحت تاثیر کمتر که چندکی اندازه های

کار ندارند، صریحی شکل آن ها احتمال چگالی تابع یا توزیع تابع و است مشخص آن ها چندک تابع تنها که

باشد. مفید می تواند توزیع تابع جای به چندک تابع با کردن

استفاده با آن ها ترتیبی ویژگی های بررسی و خاص عمر طول توزیع های مشخص سازی به مقاله این در

گردید. معرفی آنتروپی این برای برآوردگری و شد پرداخته چندک تابع بر مبتنی تسالیس مانده آنتروپی از

هدف شد. بیان آن مهم ویژگی های از برخی همراه به چندک تابع اساس بر تسالیس واگرایی اندازه همچنین

بپردازیم. برازش نیکویی آزمون های به واگرایی اندازه این از استفاده با که است آن آینده در ما

تشکر و تقدیر

کمال گردیدند، مقاله بهبود موجب خود ارزنده پیشنهادات با که مجله محترم ویراستار و داوران از نویسندگان

دارند. را سپاسگزاری و تشکر
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