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Introduction
Graphical mixture models provide a powerful tool to visually depict the
conditional independence relationships between high-dimensional heteroge-
neous data. In the study of graphical mixture models, the distribution of the
mixture components is mostly considered multivariate normal with different
covariance matrices. The resulting model is the Gaussian graphical mixture
model (GGMM). The nonparanormal graphical mixture model (NGMM) has
been introduced by replacing the normal assumption with a semiparamet-
ric Gaussian copula, which extends the nonparanormal graphical model and
mixture models. This study proposes clustering based on NGMM under two
forms of ℓ1 penalty functions. Its performance is compared with clustering
based on GGMM, in terms of cluster reconstruction and parameters estima-
tion.

Material and Methods
The clustering based on NGMM is performed via a penalized EM algorithm
under conventional and unconventional forms of ℓ1 penalty functions (de-
noted by NGMM0 and NGMM1, respectively) and its performance over
Gaussian and non-Gaussian simulated data sets are compared with the Gaus-
sian ones (represented by GGMM0 and GGMM1, respectively). Along with
the conventional ℓ1 penalty, an alternative, unconventional penalty term is
considered, which depends on the mixture proportions. Thus, the choice
of mixture model distribution (Gaussian or nonparanormal) along with the
choice of penalty function has emerged as the primary key of comparison. To
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better compare the studied methods in terms of robustness against outliers,
we considered deterministic and random contamination mechanisms. The
proposed methodology is applied to Wisconsin diagnostic breast cancer data
set to diagnose malignant or benign cancer patients.

Results and Discussion
The results of the simulation study on normal and nonparanormal datasets
in ideal and noisy settings, as well as the application of breast cancer data
set, showed that clustering approaches based on NGMM (NGMM0 and
NGMM1) are more efficient and robust in the recovery of true cluster as-
signments than the clustering based on GGMM (GGMM0 and GGMM1),
whereas, the unconventional PMLEs (GGMM1 and NGMM1) are more ef-
ficient in estimating the elements of precision matrices than the conventional
PMLEs (GGMM0 and NGMM0).

Conclusion
The performance of clustering methods depends on the choice of penalty
function and model selection, such that the combination of the nonparanor-
mal graphical mixture model and the penalty term depending on the mixing
proportions (NGMM1) is more accurate than Gaussian ones in terms of
cluster reconstruction and parameters estimation.

Keywords: Clustering, Graphical mixture models, Nonparanormal distri-
bution, Penalized log-likelihood.
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داده های بین شرطی استقلال روابط دیداری نمایش برای قدرتمند ابزاری گرافی، آمیخته مدل های چکیده:

چندمتغیره نرمال آمیخته، مولفه های توزیع اغلب مدل ها، این مطالعه در است. کرده فراهم بالاب̧عد ناهمگن

معروف گاوسی گرافی آمیخته مدل به حاصل، مدل که شده گرفته نظر در متفاوت کواریانس ماتریس های با

گرافی آمیخته مدل نرمال، نیمه پارامتری مفصل یک با نرمال محدودکننده فرض کردن جای گزین با است.

داده تعمیم را آمیخته مدل های هم و ناپارامتری نرمال گرافی مدل هم که شده معرفی ناپارامتری نرمال

ℓ١ تاوان تابع فرم دو با ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی مطالعه، این در است.

گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی روش با آن عملکرد و است شده پیشنهاد نامتعارف) و (متعارف

عدم و حضور در غیرنرمال، و نرمال داده های روی شبیه سازی مطالعه نتایج است. شده مقایسه گاوسی

مدل ترکیب که داد نشان سینه سرطان داده های روی کاربردی نتایج همچنین و دورافتاده داده های حضور

برآورد و خوشه ها بازسازی نظر از آمیخته، نسبت های به وابسته تاوان تابع با ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته

است. برخوردار بالاتری دقت از مدل بر مبتنی خوشه بندی روش های سایر به نسبت مدل، پارامترهای

گرافی. آمیخته مدل های تاوانیده، درستنمایی لگاریتم خوشه بندی، ناپارامتری، نرمال توزیع کلیدی: واژه های

.62H30 ،62H20 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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مقدمه ١

به کار ٢ بالاب̧عد داده های در متغیرها بین شرطی استقلال یا وابستگی روابط توصیف برای ١ بی سو گرافی مدل های

گراف یک راس های با متناظر X = (X١, . . . , Xp) تصادفی بردار توام توزیع تعیین مدل ها، این در می رود.

توزیع به عنوان اغلب آن ها توزیع باشند، پیوسته راس ها با متناظر تصادفی متغیرهای وقتی است. مهم چالشی ،G

تعبیر (GGM) گاوسی٣ گرافی مدل به حاصل، مدل و (X ∼ N(µ,Σ)) می شود گرفته نظر در متغیره چند نرمال

تعبیر گاوسی گرافی مدل یک به مستقیم به طور را Ω = Σ−١ ۴ تُنُکِ دقت ماتریس می توان حالت، این در می شود.

بسیاری الگوریتم های می شود. محدود دقت ماتریس برآوردیابی به گاوسی گرافی مدل برآورد مساله بنابراین، کرد.

دقت ماتریس برآورد برای گرافی٧، لاسوی الگوریتم و همسایگی۶ انتخاب شده۵، ℓ١-منظم درستنمایی ماکسیمم نظیر

.(٢٠٠٨ ، همکاران و فریدمن ٢٠٠۶؛ ، بولمن و (مینشاوسن است شده داده تعمیم گاوسی گرافی مدل در

نظیر تبدیل هایی (با داده ها کردن تبدیل از حالت، این در که نباشد برقرار بودن نرمال فرض است ممکن عمل در

تبدیل ها همه باید منظور، بدین می شود. استفاده گاوسی گرافی مدل ویژگی های از بهره مندی برای لگاریتمی) تبدیل

این ساده تر حل راه مدل سازی، دیدگاه از شود. حاصل می کند، نزدیک نرمال به را داده ها که تبدیلی تا کرد بررسی را

توسط نرمال فرض رابطه، این در شوند. برآورد مناسب روش های با و شوند فرض نامعلوم تبدیل، توابع که است

تصادفی بردار مشخص، به طور است. شده جای گزین گاوسی٨ نیمه پارامتری مفصل یک با (٢٠٠٩) همکاران و لیو

است شده جای گزین f(X) =
(
f١(X١), . . . , fp(Xp)

)
تبدیل شده تصادفی بردار با X = (X١, . . . , Xp)

نامیده ٩ ناپارامتری نرمال توزیع که شد منجر نرمال توزیع تعمیم یک به رویکرد این .f(X) ∼ N(0,Σ) آن در که

حفظ را GGM ویژگی این و است GGM از انعطاف پذیرتر (NGM) ١٠ ناپارامتری نرمال گرافی مدل است. شده

در می شود. کدگذاری گرافی فرم یک در Ω = Σ−١ دقت ماتریس در متغیرها بین شرطی استقلال روابط که می کند

دارد. بستگی Ω دقت ماتریس و {fj}pj=١ متغیره تک تبدیل توابع برآورد به NGM برآورد نتیجه،

از و آمده اند همگن منبع یک از مشاهده شده داده های که است آن بر فرض غالباً گرافی، مدل های ادبیات در

مدل یا (٢٠٠٩ ، همکاران و (لیو ناپارامتری نرمال گرافی مدل ،(٢٠٠٧ ، لین و (یوان پارامتری گاوسی گرافی مدل

معمولا˗ مشاهده ها وجود، این با می کنند. پیروی (٢٠١٢ ، همکاران و (لیو SKEPTIC ناپارامتری نرمال گرافی

ساختاری وابستگی های است ممکن واقعی، دنیای کابردهای از گسترده ای طیف در و می آیند متفاوت منبع های از

1Undirected graphical models
2High-dimensional data
3Gaussian Graphical Model
4Sparse precision matrix
5ℓ1-regularized maximum likelihood
6Neighborhood selection
7Graphical lasso
8Gaussian semiparametric copula
9Nonparanormal distribution

10Nonparanormal Graphical Model
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آمده متفاوت مولفه های یا خوشه ها از مشاهده ها است ممکن دقیق تر، عبارت به باشد. داشته وجود جامعه کل در

متناهی زیرجامعه های کشف بنابراین، باشد. دست در خوشه ها در عضویت شان مورد در اطلاعاتی آن که بدون باشند؛

است. اساسی چالش یک زیرجامعه ها، این در شرطی استقلال های یا وابستگی ها برآورد و خاص اشتراک های وجه با

فراهم داده هایی چنین مدل بندی برای قدرتمند ابزاری آمیخته، مدل های از استفاده با ١ مدل بر مبتنی خوشه بندی

جمله از خوشه بندی الگوریتم های پیرامون غنی ادبیات .(٢٠٠۴ ، پیل و لاکلان مک ١٩٩۵؛ ، (لیندسی است آورده

.(١٩۶٧ ، کوئین (مک دارد وجود مدل بر مبتنی خوشه بندی و ٣ سلسله مراتبی خوشه بندی ،٢ -میانگین K

براساس -میانگین K الگوریتم مثال، به عنوان است. نشده توجه داده ها آماری توزیع به پیشین، روش های در

میانگین که می شود داده تخصیص خوشه ها به به گونه ای اشیاء و می کند عمل خوشه هر میانگین تا اشیاء فاصله میانگین

یک مدل، بر مبتنی خوشه بندی در مقابل، در باشد. داشته را مقدار کم ترین خوشه ها، در فاصله ها مربعات مجموع

است، آن ها خوشه ی معرف که اشیاء برچسب برآورد به آن، از استفاده با و می شود فرض داده ها برای آمیخته مدل

آن، با که است احتمالی خوشه بندی الگوریتم یک مدل، بر مبتنی خوشه بندی دقیق تر، عبارت به می شود. پرداخته

احتمال های تخصیص با دارد، تعلق خاص خوشه یک به شده داده نقطه یک که این بر مبنی شخص باور شدت میزان

می شود. ابراز معین نقطه آن به پسین

مدل های و مدل بر مبتنی خوشه بندی که است شبکه بر مبتنی خوشه بندی رویکرد یک گرافی آمیخته مدل های

فراهم هم زمان به طور را خوشه ای زیرشبکه های برآورد و خوشه ها بازسازی امکان مدل ها این می آورد. هم گرد را گرافی

و روش شناسی که شد معرفی (٢٠١۶) ویت و لاتسی توسط (GGMM) گاوسی۴ گرافی آمیخته مدل است. آورده

جدیدی نسخه ،GGMM مدل دقت ماتریس های و آمیخته نسبت های برآورد برای داد. تعمیم را GGM مدل کاربرد

مدل بندی برای GGM به نسبت GGMM اگرچه شد. طراحی (EM) ریاضی-بیشینه سازی۵ امید الگوریتم از

نظر در مدل مولفه های برای را نرمال محدودکننده فرض هنوز اما است، مناسب تر و انعطاف پذیرتر ناهمگن داده های

استفاده با (NGMM) ناپارامتری۶ نرمال گرافی آمیخته مدل مدل، مولفه های بودنِ نرمال فرض تقلیل برای می گیرد.

برآورد به ،NGMM مدل ساختار برآورد شد. پیشنهاد (٢٠٢١) همکاران و خلیلی توسط ناپارامتری، نرمال توزیع از

دارد. بستگی متغیره تک حاشیه ای تبدیل های و دقت ماتریس های آمیخته، نسبت های

آن مولفه های که است مدل بر مبتنی خوشه بندی رویکرد یک طریق از خوشه ها بازسازی مطالعه، این هدف

گرفته نظر در تاوانیده درستنمایی لگاریتم یک منظور، بدین است. شده تعریف ناپارامتری نرمال گرافی مدل توسط

بازیابی امکان استفاده، مورد EM الگوریتم است. وابسته آمیخته نسبت های به آن تاوان عبارت که است شده

توسط مدل بر مبتنی خوشه بندی مطالعه، این سرتاسر در می دهد. را مدل پارامترهای برآورد و خوشه ها تخصیص

1Model-based clustering
2K-means
3Hierarchical clustering
4Gaussian Graphical Mixture Model
5Expectation-maximization algorithm
6Nonparanormal Graphical Mixture Model
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نرمال آمیخته متناهی مدل یک از داده ها که است آن بر فرض و شده گرفته نظر در (٢٠٠۴) پیل و لاکلان مک

است. معلوم ،(K) آن مولفه های تعداد که شده اند استخراج ناپارامتری

آمیخته مدل و (٢٠٠٩) همکاران و لیو از ناپارامتری نرمال گرافی مدل پیرامون نیاز مورد زمینه پیش ٢ بخش در

درستنمایی برآورد رویکرد ٣ بخش در سپس، است. شده مرور (٢٠٢١) همکاران و خلیلی از ناپارامتری نرمال گرافی

است. شده ارائه مفصل بر مبتنی EM الگوریتم یک طریق از نامتعارف) و (متعارف تاوان تابع فرم دو با ℓ١-تاوانیده

نوع دو با شبیه سازی شده داده های روی مدل بر مبتنی خوشه بندی روش چندین بین تجربی مقایسه یک شامل ۴ بخش

مجموعه یک روی بحث مورد خوشه بندی روش های ،۵ بخش در است. تصادفی) و (قطعی داده ها آلودگی سازوکار

می پردازد. یافته ها مورد در بحث و نتیجه گیری به پایانی بخش شده اند. مقایسه سینه سرطان واقعی داده

زمینه پیش ٢

یال های از مجموعه ای و V = {١, . . . , p} راس های از متناهی مجموعه ای شامل G = (V,E) بی سو گراف یک

توزیع بی سو، گرافی مدل های است. می کند) متصل هم به را (i, j) راس های جفت از برخی (که E ⊂ V × V

به را G گراف راس های با متناظر X = (X١, . . . , Xp) p-بعدی تصادفی بردار یک از مستقل مشاهده n توام

ناپارامتری نرمال آمیخته و گاوسی آمیخته ناپارامتری، نرمال گاوسی، توزیع ،X توام توزیع زمانی که می کشد. تصویر

برآوردیابی رویکرد و ناپارامتری نرمال توزیع است. شده برآورد نظر مورد گرافی مدل ویژگی های باشد، شده فرض

گرافی لاسوی الگوریتم مرور به همچنین است. شده داده شرح ناپارامتری نرمال گرافی مدل برآورد برای ١ جای گذاری

معرفی ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل نهایت، در است. شده پرداخته می رود، به کار دقت ماتریس برآورد برای که

است. شده

(NPN) ناپارامتری نرمال مدل ١. ٢

تبدیل های به عنوان که است نامعلوم متغیره تک مشتق پذیر و یکنوا تابع های از مجموعه ای {fj}pj=١ کنید فرض

که است همیشه مثبت همبستگی ماتریس یک Σ ∈ Rp×p کنید فرض همچنین شده اند. گرفته نظر در حاشیه ای

.µ = 0 و diag(Σ) = 1 مساله کلیت دادن دست از بدون

نرمال p-بعدی توزیع دارای X = (X١, . . . , Xp) p-بعدی تصادفی بردار (٢٠٠٩ ، همکاران و (لیو .١ تعریف
و یکنوا تبدیلات از مجموعه ای هرگاه می دهند، نمایش X ∼ NPN(f ,Σ) نماد با را آن و است ناپارامتری٢

به نحوی که باشد، موجود {fj}pj=١ متغیره تک مشتق پذیر

f(X) =
(
f١(X١), . . . , fp(Xp)

)
:= (Z١, . . . , Zp) = Z ∼ N(0,Σ). (١)

1Plug-in estimation approach
2Nonparanormal
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آن توام̟ توزیع که می کند فرض (١) مدل بنابراین می آید، به دست تبدیلات با همیشه حاشیه ای بودن نرمال

ماتریس مولفه های هستند، نرمال متغیره تک حاشیه ای توزیع های آن جایی که از است. نرمال تبدیل شده، متغیرهای

چگالی تابع باشند، مشتق پذیر توابع fjها اگر می دهند. نشان را متغیرها بین زوجی همبستگی دقیقاً ،Σ همبستگی

فرم به X توام احتمال

PX(x) =
١

(٢π)
p
٢ |Σ|

١
٢
exp

{
−١

٢

(
f(x)

)T
Σ−١(f(x))} p∏

j=١

∣∣f ′j(xj)∣∣. (٢)

که است شده فرض باشد، شناسا پذیر خانواده این این که برای نیست. شناساپذیر که بود خواهد

µj = E(Zj) = E(Xj) = ٠, σ٢
j = V ar(Zj) = V ar(Xj) = ١, j = ١, . . . , p.

واضح می کند، پیروی نرمال توزیع یک از Z = (Z١, . . . , Zp) =
(
f١(X١), . . . , fp(Xp)

)
این که فرض با

Ω = Σ−١ دقت ماتریس از (i, j) درایه نماد ωij که ،Zi ⊥ Zj |Z\{i,j} اگر تنها و اگر ωij = ٠ که است

به صورت (٢٠٠٩) همکاران و لیو توسط ایده این است.

ωij = ٠ ⇐⇒ Zi ⊥ Zj |Z\{i,j} ⇐⇒ Xi ⊥ Xj |X\{i,j} ⇐⇒ (i, j) /∈ E, (٣)

است کافی ناپارمتری، نرمال گراف برآورد برای این رو، از .X\{i,j} := {Xk : k ̸= i, j} آن در که شد، کامل

شوند. مشخص Ω ماتریس غیرصفر درایه های مکان سپس، و شوند برآورد {fj}pj=١ نامعلوم متغیره تک تابع های

دو شامل که است جای گذاری برآوردیابی رویکرد یک ناپارامتری، نرمال گرافی مدل برآورد طبیعی روند نتیجه، در

است: زیر گام

می شود. استفاده f̃j به صورت طبیعی برآوردگر یک از ،Xj متغیر روی fj تبدیل برآورد برای -١

برآورد برای تبدیل شده، داده های روی گرافی) لاسوی (نظیر گاوسی گرافی مدل برآوردیابی روش تعمیم یک از -٢

می شود. استفاده دقت ماتریس

.Xi = (Xi
١ , . . . , X

i
p) که باشد NPN(0,Σ) از تصادفی نمونه یک X١, . . . ,Xn کنید فرض حال

ماتریس .f̃(Xi) = (f̃١(X
i
١), . . . , f̃p(X

i
p)) که باشد تبدیل شده نمونه f̃(X١), . . . , f̃(Xn) همچنین

به صورت ،Σ نامعلوم همبستگی ماتریس برآورد به عنوان تبدیل شده، تصادفی متغیرهای برای R نمونه ای همبستگی

Σ̂ = R =

n∑
i=١

(
f̃(Xi)

)(
f̃(Xi)

)T
,
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.rjk =
∑n

i=١ f̃j(x
i
j)f̃k(x

i
k)√∑n

i=١ f̃
٢
j(x

i
j)
√∑n

i=١ f̃
٢
k(x

i
k)

با برابرند R ماتریس مولفه های آن در که می شود، تعریف

Ω̂ = یعنی می آید؛ به دست همبستگی ماتریس کردن معکوس با دقت ماتریس درستنمایی ماکسمیم برآوردگر

تکین ماتریس یک R ،(n ≪ p) باشد مشاهدات تعداد از بیشتر بسیار متغیرها تعداد زمانی که .Σ−١ = R−١

ℓ١ تاوان یک ا˒عمال با می توان را تُنُک برآوردهای حالت، این در کرد. استفاده Ω برآورد برای آن از نمی توان و است

صورت به تاوانیده درستنمایی لگاریتم آورد. به دست Ω مولفه های روی

ℓp(Ω) = log |Ω| − tr(RΩ)− λ∥Ω∥١, (۴)

از یکی .∥Ω∥١ =
∑
i ̸=j ωij و است تُنُکی سطح کنترل برای ١ تنظیم کننده پارامتر یک λ آن در که است،

نسخه از استفاده ،(۴) در Ω دقت ماتریس برای (PMLE) ٢ تاوانیده درستنمایی ماکسیمم برآورد یافتن روش های

فرم به (٢٠٠٨) همکاران و فریدمن توسط که است (glasso)٣ لاسو الگوریتم گرافی

Ω̂λglasso = argmax
Ω>٠

{
log |Ω| − tr

(
RΩ

)
− λ∥Ω∥١

}
, (۵)

است. همیشه مثبت ماتریس یک Ω که است این بیان گر Ω > ٠ آن در که شد، پیشنهاد

(NGMM) ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل ٢. ٢

Xi = که نحوی به باشد؛ آمیخته مولفه K از n اندازه به شده داده نمونه یک X١, . . . ,Xn کنید فرض

انتخاب با مولفه K از یکی از Xi هر که کنید فرض همچنین .i = ١, . . . , n ،(Xi
١ , . . . , X

i
p) ∈ Rp

که است آمیخته نسبت های نماد πk باشد. شده استخراج πk احتمال با {١, . . . ,K} مجموعه از Yi تصادفی

با چندجمله ای پنهان متغیر یک Yi بنابراین می کند. صدق
∑
k πk = ١ شرط در آن ها مجموع و ٠ < πk < ١

شده داده داده های مدل بندی هدف، .k = ١, . . . ,K برای P (Yi = k) = πk به طوری که است؛ πk پارامترهای

یک گرفتن نظر در با جداگانه به طور خوشه، هر است. P
(
Xi, Yi

)
= P

(
Xi

∣∣Yi)P (Yi) توام توزیع تعیین با

در Xi چگالی تابع Xi
∣∣Yi = k ∼ NPN(fk,Σk) به طوری که می شود، مدل بندی ناپارامتری نرمال توزیع

باشد. kام خوشه

نرمال آمیخته مدل در Xi = (Xi
١ , . . . , X

i
p) p-بعدی تصادفی بردار (٢٠٢١ ، همکاران و (خلیلی .٢ تعریف

تابع هرگاه می دهند، نمایش Xi ∼ MNPN{(πk,fk,Σk)}Kk=١ نماد با را آن و می کند صدق ناپارامتری

1Regularization tuning parameter
2Penalized Maximum likelihood estimate
3Graphical lasso
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فرم به Xi = (Xi
١ , . . . , X

i
p) توام چگالی

f(xi
∣∣Ψ) =

K∑
k=١

πkNPN(xi
∣∣ ξk) = K∑

k=١

πkNPN(xi
∣∣fk,Σk), (۶)

پارامترهای همه بردار Ψ = (Π,Ξ) است، (٢) فرم به ناپارامتری نرمال چگالی )NPNنماد .| ξk) آن در که باشد،

است. k = ١, . . . ,K برای مدل kام مولفه پارامترهای ξk = (fk,Σk) و است نامعلوم

فرم به می توان را پارامتر فضای ،(۶) مدل در

Ψ = Π× Ξ, (٧)

و Π =
{
{πk}Kk=١

∣∣∣ ٠ < πk < ١,
∑
k πk = ١, k = ١, . . . ,K

}
آن در که نوشت،

.Ξ =
{
{fk}Kk=١ , {Ωk}

K
k=١

∣∣∣Ωk > ٠, k = ١, . . . ,K
}

پارامتر دو هر برای که است شناساپذیر صورتی در است، شده ارائه ٢ تعریف در که ناپارامتری نرمال آمیخته مدل

باشد برقرار زیر رابطه ،x ممکن مقدارهای همه برای و ψ,ψ∗ ∈ Ψ

K∑
k=١

πkNPN(x| ξk) =
K∗∑
k=١

π∗
kNPN(x| ξ∗k) ⇐⇒

K = K∗, πk = π∗
k, NPN(x| ξk) = NPN(x| ξ∗k).

و میانگین fj(k)ها که است برقرار x مقدارهای همه برای زمانی NPN(x| ξk) = NPN(x| ξ∗k) تساوی

یعنی کنند؛ حفظ را واریانس

µj(k) = E(Zj(k)) = E(Xj) = ٠ , σ٢
j(k) = V ar(Zj(k)) = V ar(Xj) = ١ (٨)

.k ∈ {١, . . . ,K} و j ∈ {١, . . . , p} هر به ازای

گرافی آمیخته مدل برای همزمان خوشه بندی و برآورد ٣

استفاده با خوشه ها برآورد همزمان به طور و PMLE برآورد سپس شده اند. برآورد تبدیل بردارهای ابتدا بخش، این در

است. شده ارائه مفصل مبنای بر EM الگوریتم یک از
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حاشیه ای تبدیل بردارهای برآورد ١. ٣

یعنی باشد؛ ناپارامتری نرمال مدل از متناهی آمیخته از n اندازه به نمونه ای X١, . . . ,Xn کنید فرض

توزیع تابع نماد Fj(x) کنید فرض همچنین .Xi = (Xi
١ , . . . , X

i
p)
i.i.d.∼ MNPN{(πk,fk,Σk)}Kk=١

به صورت را kام مولفه با متناظر تبدیل بردار باشد. ،j = ١, . . . , p ،Xj حاشیه ای

fk(X) =
(
f١(k)(X١), . . . , fp(k)(Xp)

)
:= (Z١(k), . . . , Zp(k)) = Zk ∼ N(0,Σk)

و j = ١, . . . , p ،σjj(k) = ١ هستند؛ یک با برابر همبستگی ماتریس قطری مولفه های که بگیرید نظر در

آن گاه .k = ١, . . . ,K

Fj(x) =

K∑
k=١

πkP (Xj ≤ x) =

K∑
k=١

πkP
(
fj(k)(Xj) ≤ fj(k)(x)

)
=

K∑
k=١

πkΦ
(
fj(k)(x)

)
,

فرض با و (٨) در شناساپذیری شرایط تحت است. متغیره تک استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع نماد Φ آن در که

می توان که ∀k, k′ ∈ {١, . . . ,K} ، fj(k) = fj(k′)) یکسان اند مولفه ها همه برای تبدیلات بردارهای این که

و است fj(x) = Φ−١
(
Fj(x)

)
برابر مولفه ها همه در jام متغیر حاشیه ای تبدیل کرد)، صرف نظر k اندیس از

صورت به fj حاشیه ای تبدیل برآوردگر

f̃j(x) = Φ−١(F̃j(x)), (٩)

بزرگی̖ از اجتناب برای ،(٢٠٠٩) همکاران و لیو مشابه است. Fj برآوردگر یک F̃j آن در که می شود، تعریف

F̂j(t) = آن در که می کنیم، استفاده F̃j(x) = nF̂j(x)
/
(n+ ١) برآوردگر از بالا، ابعاد در برآوردگرها واریانس

است. ثابت مقدار یک t و نشان گر تابع I(·) و است Xj حاشیه ای تجربی توزیع تابع ، ١
n

n∑
i=١

I(Xi
j ≤ t)

مدل بر مبتنی تاوانیده درستنمایی ٢. ٣

کنید فرض همچنین و باشد MNPN{(πk,fk,Σk)}Kk=١ از تصادفی نمونه ای X١, . . . ,Xn کنید فرض

برآوردیابی رویکرد طبق باشد. (٩) از استفاده با نمونه این با متناظر شده تبدیل داده های ،f̃(X١), . . . , f̃(Xn)

برآورد مساله بنابراین می شوند. جای گزین شده تبدیل داده های با مشاهدات ،PMLE پیاده سازی برای جای گذاری،

k = ١, . . . ,K برای πk آمیخته نسبت های و Ωk = Σ−١
k دقت ماتریس های برآورد مساله به ،NGMM مدل
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آن در که می شود، جای گزین Θ = Π× Ω پارامتری فضای با (٧) پارامتری فضای آن، دنبال به و می یابد تقلیل

Π =
{
{πk}Kk=٠|١ < πk < ١,

∑
k
πk = ١, k = ١, . . . ,K

}
Ω =

{
{Ωk}Kk=١}|Ωk > ٠, k = ١, . . . ,K

}
.

به صورت را ناتمام داده های درستنمایی تابع می توان حال

L(Θ) =

n∏
i=١

( K∑
k=١

πkNPN
(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k

))
,

است. نامعلوم پارامترهای تمام مجموعه Θ = {(πk,Ωk) : k = ١, . . . ,K} آن در که نوشت،

با است برابر درستنمایی لگاریتم تابع

ℓ(Θ) =

n∑
i=١

log
( K∑
k=١

πkNPN
(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k

))
. (١٠)

Kماتریس از هریک روی ℓ١ تاوان یک اعمال با تاوانیده درستنمایی ماکسیمم تکنیک یک تُنُکی، سطح افزایش برای

گاوسی گرافی مدل از استفاده با خوشه بندی برای ،(٢٠١١) هیل و موخرجی و (٢٠٠٩) همکاران و ژو توسط دقت

برای (٢٠١٠) همکاران و استدلر و (٢٠٠٧) چن و خلیلی توسط مشابه تاوان تابع یک همچنین است. شده ارائه

،(١٠) درستنمایی لگاریتم بر تاوان این ا˒عمال با است. شده ارائه تاوانیده رگرسیونی مدل های از متناهی آمیخته ی

به صورت تاوانیده درستنمایی لگاریتم

ℓp(Θ) =

n∑
i=١

log
( K∑
k=١

πkNPN
(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k

))
− n

٢
λ

K∑
k=١

πγk∥Ωk∥١, (١١)

عبارت فرم که است ١ و ٠ مقادیر با دودویی پارامتر یک γ است، تنظیم کننده پارامتر یک λ آن در که می شود، تعریف

به تاوان عبارت باشد، γ = ٠ وقتی .∥Ωk∥١ =
∑
i ̸=j

∣∣ωij(k)∣∣ و است ℓ١ نرم ∥.∥١ می کند، کنترل را تاوان

تاوانیده درستنمایی لگاریتم متعارف فرم به ،(١١) درستنمایی لگاریتم بنابراین، و نیست وابسته πk آمیخته نسبت های

(٢٠٢١) همکاران و خلیلی توسط همچنین و گاوسی گرافی آمیخته مدل برای (٢٠١۶) ویت و لاتسی توسط که

لگاریتم باشد، γ = ١ وقتی اما می شود. تبدیل گرفته، قرار استفاده مورد ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل برای

کلی تر فرم (١١) ℓ١ تاوان بنابراین، می دهد. وزن πk نسبت به خوشه K هر از تاوان عبارت به ،(١١) درستنمایی

تاوان، تابع فرم دو این مطالعه، این در باشد. نداشته یا باشد داشته بستگی آمیخته نسبت های به می تواند زیرا دارد؛
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رفته به کار ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل و گاوسی گرافی آمیخته مدل پارامترهای برآورد و خوشه بندی برای

است.

مفصل بر مبتنی EM الگوریتم ٣. ٣

به صورت تاوانیده درستنمایی لگاریتم ،C = {(xi, yi), i = ١, . . . , n} مستقل داده های برای

ℓp,c(Θ) =

n∑
i=١

K∑
k=١

1{Yi=k}log
(
πkNPN

(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k

))
− n

٢
λ

K∑
k=١

πγk∥Ωk∥١,

اگر که می دهد نشان 1{Yi=k} بنابراین، است. Yi = k باشد، متعلق k خوشه به xi مشاهده اگر آن در که است،

می شود. استفاده Θk از باشد، متعلق k خوشه به xi مشاهده

برآوردهای آن که شرط به باشد، آمده k خوشه از Xi این که شرطی احتمال های ،EM الگوریتم از E گام در .E گام
کمیت ابتدا می شود. محاسبه باشند، شده داده شده، تبدیل داده های و Θ(t) پارامترهای جاری

Q(Θ|Θ(t)) = EYi

[
ℓp,c(Θ)|

{
f̃(xi)

}n
i=١,Θ

(t)
]

=

n∑
i=١

K∑
k=١

EYi

[
1{Yi=k}

∣∣ f̃(xi),Θ(t)
]

×
[
log πk + log

(
NPN( f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k )

)]
− n

٢
λ

K∑
k=١

πγk∥Ωk∥١

=

n∑
i=١

K∑
k=١

τ
i(t)
k

[
log πk + log

(
NPN( f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k )

)]
− n

٢
λ

K∑
k=١

πγk∥Ωk∥١,

(١٢)

بیز قضیه طبق است. k خوشه به xi مشاهده تعلق پسین احتمال τ i(t)k آن در که می شود، محاسبه

τ
i(t)
k = P

(
Yi = k| f̃(xi),Θ(t)

)
=

π
(t)
k NPN

(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١(t)
k

)
K∑
j=١

π
(t)
j NPN

(
f̃(xi)

∣∣∣Ω−١(t)
j

) . (١٣)

هرگاه می دهند، تخصیص k خوشه به را xi مشاهده هر مدل، بر مبتنی خوشه بندی اجرای برای

.k′ = ١, . . . ,K و ∀k′ ̸= k ،τ i(t)k > τ
i(t)
k′

Θ = {(πk,Ωk) : به کمیتQ(Θ|Θ(t))نسبت ،Θ(t+١) رسانی شده به روز برآوردهای آوردن به دست برای .M گام
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نسبت ماکسیمم سازی می شود؛ تقسیم بهینه سازی مساله دو به M گام بنابراین، می شود. ماکسیمم k = ١, . . . ,K}
.Ωk به نسبت ماکسیمم سازی و πk به

πK = قید لذا نمی شوند، ظاهر تاوان عبارت در πk آمیخته نسبت های ،γ = ٠ وقتی :πk برای M گام -١

رسانی به روز ،πk به نسبت (١٢) ماکسمیم سازی با حالت، این در می شود. برده کار به πk > ٠ و ١−
∑K−١
k=١ πk

می آید به دست (٢٠٢١) همکاران و خلیلی مشابه EM استاندار

π
(t+١)
k =

∑n
i=١ τ

i(t)
k

n
. (١۴)

استاندارد رسانی به روز از حالت، این در می شوند. ظاهر تاوان عبارت در πk آمیخته نسبت های ،γ = ١ ازای به

آوردن به دست برای آن گاه بخشد، بهبود را Q(Θ|Θ(t)) استاندارد، رسانی به روز این اگر می کنیم. استفاده (١۴)

عمل به خوبی کاربرد در روش این اما است، نشده تضمین مورد این در بهبود اگرچه است. کافی (١١) ماکسیمم

است. شده داده نشان (٢٠٠٧) چن و خلیلی در که هم چنان می کند،

ندارند، بستگی Ωk به که عباراتی ،Ωk دقت ماتریس به نسبت (١٢) کردن ماکسمیم برای :Ωk برای M گام -٢

می یابد تقلیل Q(Ωk) کمیت به Q(Θ|Θ(t)) کمیت بنابراین، می شوند. حذف

Q(Ωk) =

n∑
i=١

τ
i(t)
k log

(
NPN( f̃(xi)

∣∣∣Ω−١
k )

)
− n

٢
λπγk∥Ωk∥١

=

n∑
i=١

τ
i(t)
k

[١
٢
log |Ωk| −

١
٢

(
f̃(xi)

)T
Ωk

(
f̃(xi)

)]
− n

٢
λπγk∥Ωk∥١

=
١
٢

n∑
i=١

τ
i(t)
k

[
log |Ωk| − tr

(
RkΩk

)
− λ̃k∥Ωk∥١

]
.

به صورت Ωk رسانی به روز بنابراین،

Ω
(t+١)
k = argmax

Ωk>٠

{
log |Ωk| − tr

(
R

(t)
k Ωk

)
− λ̃

(t)
k ∥Ωk∥١

}
, (١۵)

با است برابر که است وزنی تجربی همبستگی ماتریس رسانی به روز R(t)
k آن در که می آید، به دست

R
(t)
k =

∑n
i=١ τ

i(t)
k

(
f̃(xi)

)(
f̃(xi)

)T∑n
i=١ τ

i(t)
k

,

λ̃
(t)
k = nλ

(
π
(t+١)
k

)γ∑n
i=١ τ

i(t)
k

. (١۶)



ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل های بر مبتنی خوشه بندی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧۶

می شود نتیجه (١۶) و (١۴) از

λ̃
(t)
k =


λ

π
(t+١)
k

γ = ٠

λ γ = ١
(١٧)

تجربی همبستگی ماتریس یک Rبا نمونه همبستگی ماتریس آن، در که است (۵) در گرافی لاسوی فرم به (١۵) رابطه

از می توان بنابراین، است. شده جای گزین λ̃k مقیاس تنظیم کننده پارامتر یک با λ تنظیم کننده پارامتر و Rk وزنی

متعارف فرم ،γ = ٠ وقتی که باشید داشته توجه کرد. استفاده بهینه سازی مساله این حل برای گرافی لاسوی الگوریتم

یک (١۵) EM رسانی به روز درحالی که می کند، استفاده λ تنظیم کننده پارامتر یک از (١١) تاوانیده درستنمایی لگاریتم

برقرار مطلب این عکس ،γ = ١ برای می دهد. ارائه را خوشه آمیخته نسبت عکس با متناسب تنظیم کننده پارامتر

است.

تنظیم کننده پارامتر انتخاب ٣ .۴

روش های می شود. کنترل λ تنظیم کننده پارامتر توسط مربوطه، گرافی مدل و دقت ماتریس در تنکی سطح میزان

متفاوت برآوردیابی رویکردهای به منجر ،ℓ١ تاوان متفاوت فرم های با همراه تنظیم کننده پارامتر انتخاب مختلف

به صورت (BIC) ١ بیزی اطلاع معیار کلی فرم می شود.

BIC(λ) = −٢ℓ(Θ̂λ) + log(n)dfλ, (١٨)

و λ تنظیم کننده پارامتر با تاوانیده درستنمایی برآورد Θ̂λ ،(١٠) غیرتاوانیده درستنمایی لگاریتم ℓ(·) آن در که است،

کمیت گاوسی، گرافی مدل در آزادی درجه تعیین برای است. مدل پیچیدگی اندازه گیری برای آزادی درجه df

dfλ = K(p+ ١)− ١ +

K∑
k=١

#
{
(i, j) : i ≤ j, ω̂λij(k) ̸= ٠

}
, (١٩)

مینیمم سازی با λ است. Ω̂λk در (i, j) درایه ω̂λij(k) آن در که است، شده پیشنهاد (٢٠٠٧) لین و یوان توسط

بهینه ی مقدار که کنید توجه .λ̂ = argmin
λ

BIC(λ) یعنی می شود؛ انتخاب ،λ هر برای موجود BIC نمره های

K و n ،p نظیر داده ها کلی ویژگی های به شدت به ولی است، خوشه ها تخصیص تاثیر تحت کمتر تنظیم کننده پارامتر

دارد. بستگی

1Bayesian Information Criterion
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مدل پارامترهای و خوشه ها تخصیص برآورد الگوریتم ٣ .۵

پارامترها برآورد و خوشه ها تخصیص .١ الگوریتم
.i = ١, . . . , n ،Xi = (Xi

١ , . . . , X
i
p) که X١, . . . ,Xn مستقل مشاهده n ورودی:

آن ها. شده استاندارد مقدار با ،j = ١, . . . , p ،Xj متغیر هر مشاهده های جای گزینی -١ گام

.j = ١, . . . , p ،f̃j(x) = Φ−١
( ١
n+١

n∑
i=١

I(Xi
j ≤ x)

)
رابطه از fj تبدیل های برآورد -٢ گام

:Θ(٠) =
{
(π

(٠)
k ,Ω

(٠)
k )

}K
k=١ اولیه دهی مقدار -٣ گام

.n(٠)
k = n/٢ معین اندازه به منوط خوشه K از یکی به xi مشاهده هر تصادفی تخصیص -٣. ١

شده داده تخصیص مشاهده های تعداد n(٠)
k که k = ١, . . . ,K برای π(٠)

k = n
(٠)
k /n = ٠/۵ تعیین -٣. ٢

است. k خوشه به اولیه

گرافی لاسوی از استفاده با k خوشه دقت ماتریس برای ،k = ١, . . . ,K ،Ω(٠)
k تعیین -٣. ٣

Ω
(٠)
k = argmax

Ωk>٠

{
log |Ωk| − tr

(
R

(٠)
k Ωk

)
− λ∥Ωk∥١

}
,

است. k خوشه در اولیه نمونه همبستگی ماتریس ،R(٠)
k =

∑n
i=١

(
f̃k(X

i)
)(
f̃k(X

i)
)T

که

.τ i(t)k =
π
(t)
k NPN

(
˜f (xi)

∣∣∣Ω−١(t)
k

)
∑K

j=١ π
(t)
j NPN

(
˜f (xi)

∣∣∣Ω−١(t)
j

) پسین احتمال های محاسبه : E گام -۴ گام

:Θ(t+١) =
{
(π

(t+١)
k ,Ω

(t+١)
k )

}K
k=١ پارامترها رسانی شده به روز برآوردهای محاسبه : M گام -۵ گام

.k = ١, . . . ,K برای π(t+١)
k =

∑n
i=١ τ

i(t)
k

n محاسبه -١ .۵

رابطه از ،k = ١, . . . ,K ،k خوشه دقت ماتریس برای EM رسانی به روز تعیین -٢ .۵

Ω
(t+١)
k = argmax

Ωk>٠

{
log |Ωk| − tr

(
R

(t)
k Ωk

)
− λ̃

(t)
k ∥Ωk∥١

}
,

.λ̃(t)k = λ

π
(t+١)
k

1{γ=٠} + λ1{γ=١} و R(t)
k =

∑n
i=١ τ

i(t)
k (

˜f (xi))(
˜f (xi))

T∑n
i=١ τ

i(t)
k

که

.i = ١, . . . , n ،τ i(t)k احتمال بزرگترین با k خوشه به xi مشاهده هر تخصیص -۶ گام

زیر: شرایط از یکی شدن برآورده صورت در آن ها توقف یا ۶ تا ۴ گام های ٧-تکرار گام

.t > T شود: حاصل (T ) تکرارها تعداد ماکسیمم (i)

.
∑n
i=١ τ

i(t)
k < nmin شود: حاصل (nmin) خوشه اندازه مینیمم ،k خوشه برای (ii)

خروجی. .
∣∣∣ℓp(Θ)

(t)
/ℓp(Θ)

(t−١) − ١
∣∣∣ ≤ ϵ باشد: ناچیز درستنمایی، لگاریتم در نسبی تغییر (iii)

خوشه ای. دقت ماتریس های و آمیخته نسبت های خوشه ها، تخصیص برآورد
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شبیه سازی مطالعه ۴

گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی و ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی تجربی نتایج

تولید فرایند ابتدا منظور، بدین است. شده مقایسه نامتعارف)، و (متعارف ℓ١ تاوان تابع کلی فرم دو برای گاوسی،

روش، هر برای شده انتخاب کننده تنظیم پارامتر مقدار سپس است. شده داده شرح کمی مقایسه روند و داده ها

همچنین و اصلی خوشه های با روش هر در بازسازی شده خوشه های تطبیق میزان ادامه، در است. شده داده نمایش

اصلی، خوشه های از واقعی پارامترهای با روش هر در بازسازی شده خوشه های از شده برآورد پارامترهای تطبیق میزان

است. شده مقایسه

داده تولید ۴ .١

دقت ماتریس دو با (K = ٢) خوشه دو شامل p-بعدی داده های ناپارامتری، نرمال آمیخته مدل از داده تولید برای

دقت ماتریس های سپس، و می شود تولید تنک گراف دو ابتدا منظور، بدین است. شده گرفته نظر در معلوم تنک

و Σk = Ω−١
k که N(0,Σk) از مستقل نمونه n ادامه، در می آیند. به دست گراف دو این با متناظر Ω٢ و Ω١

به N(0,Σk) نرمال داده های ،{fj(k)}pj=١ تبدیل های از استفاده با آن، از بعد می شود. استخراج ،k = ١, ٢

،Yi ∼ Ber(١, ٠٫۵) برنولی متغیر مقادیر نهایت، در می شوند. NPN(fk,Σk)تبدیل ناپارامتری نرمال داده های

مولفه ای دو ناپارامتری نرمال آمیخته مدل از X١, . . . ,Xn داده های آن، مقادیر براساس و تولید ،i = ١, . . . , n

است. شده داده شرح ادامه در گراف تولید الگوهای جزئیات می شوند. تولید ،πk = ٠٫۵ برابر احتمال های با

راس های زوج هر بین آن که احتمال که می شود تولید ترتیب بدین گراف الگوی .(١Huge نرم افزاری (بسته I الگوی
با است برابر باشد، داشته وجود یالی ،(i ̸= j) (i, j)

P
(
(i, j) ∈ E

)
=

√
٠٫۵δpI(δp < ٠٫۵) +

(
١ −

√
٠٫۵(١ − δp)

)
I(δp ≥ ٠٫۵),

تنها و اگر می شود، (i, j) راس زوج هر شامل E یال مجموعه است. راس ها تعداد p و δp = min(١, ٣/p) که

کمتر [٠, ٢[١ مربع در متغیره دو یکنواخت توزیع یک با متناظر احتمال از ،P
(
(i, j) ∈ E

)
احتمال مقدار اگر،

می شود ساخته زیر به صورت ١ خوشه برای Ω١ =
(
ωij(١)

)
p×p همبستگی ماتریس معکوس باشد.

ωij(١) =


|e|+ ٠٫١ + u i = j

٠٫٣ (i, j) ∈ E

٠ نقاط سایر

1http://cran.r-project.org/web/packages/huge.

http://cran.r-project.org/web/packages/huge
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شده اضافه دقت ماتریس قطری عناصر به جزئی، همبستگی های بزرگی کنترل برای که است مثبت عددی u آن، در که

قطری عناصر همبستگی، ماتریس معکوس بودن همیشه مثبت تضمین برای است). ٠/١ پیش فرض (مقدار است

شده اند. جای گزین است)، شده داده نشان |e| نماد با (که Ω١ ویژه مقدار کوچکترین مطلق قدر مقدار با ،Ω١

و یکسان به طور گره هر مکان که می شود ایجاد این گونه گراف الگوی .(٢٠٠۶ ، بولمن و (مینشاوسن II الگوی
نقطه یک با j ∈ {١, . . . , p} اندیس هر دقیق تر، به عبارت است. شده توزیع [٠, ٢[١ دوبعدی مربع یک در یکنواخت

U
(m)
١ , . . . , U

(m)
p ∼ uniform[٠, ١] به طوری که است، تناظر در

(
U

(١)
j , U

(٢)
j

)
∈ [٠, ٢[١ دومتغیره داده

احتمال با ابتدا (i, j) راس های از جفت هر .m = ١, ٢ برای

P
(
(i, j) ∈ E

)
=

١√
٢π

exp
(
−∥ui − uj∥٢

٢s

)
,

نماد ∥·∥ و
(
U

(١)
i , U

(٢)
i

)
شده مشاهده مقدار ui =:

(
u
(١)
i , u

(٢)
i

)
آن در که می گیرد، قرار E راس مجموعه در

کنترل را شده تولید گراف تنکی سطح که است پارامتری s = ٠٫١٢۵ است. متغیرها زوج بین اقلیدسی فاصله

به گره، هر به متصل یال های تعداد حداکثر یعنی گراف، درجه ماکسیمم مطلوب، تنکی سطح به دستیابی برای می کند.

ماتریس معکوس بنابراین، می شوند. حذف تصادفی به طور گره، هر به متصل اضافی یال های و است شده محدود ۴

به صورت ٢ خوشه برای Ω٢ =
(
ωij(٢)

)
p×p همبستگی

ωij(٢) =


١ i = j

٠٫٢۴۵ (i, j) ∈ E

٠ نقاط سایر

کمتر مطلق مقادیر است. شده گرفته نظر در ٠٫٢۴۵ مجاور، راس های بین جزئی همبستگی آن در که می شود تشکیل

همبستگی، ماتریس آوردن به دست برای می کند. تضمین را همبستگی ماتریس معکوس بودن همیشه مثبت ،٠٫٢۵ از

برابر آن قطری عناصر همه به نحوی که می شود؛ تبدیل همبستگی ماتریس به حاصل، Σ = Ω−١ کواریانس ماتریس

شود. ١ با

می شود: تولید زیر مدل های از ناپارامتری نرمال داده های و نرمال داده های

داده ها. روی خطی تبدیل از استفاده با مولفه دو با متغیره چند گاوسی آمیخته مدل -(١) مدل •

متغیره تک توانی تبدیل های از استفاده با مولفه دو با متغیره چند ناپارامتری نرمال آمیخته مدل -(٢) مدل •

.(٢٠٠٩) همکاران و لیو توسط شده ارائه بعد، هر روی یکسان

(CDF) توزیع تابع تبدیل های از استفاده با مولفه دو با متغیره چند ناپارامتری نرمال آمیخته مدل -(٣) مدل •

.(٢٠٠٩) همکاران و لیو توسط شده ارائه بعد، هر روی یکسان متغیره تک
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می شود تولید ،Σk = Ω−١
k N(0,Σk)که از مستقل داده n ابتدا ،k = ١, ٢ مولفه هر برای ،(٣) و (٢) مدل های در

NPN(fk,Σk) به داده ها ،gk := f−١
k =

(
f−١

١(k), . . . , f
−١
p(k)

)
تبدیل بردارهای از استفاده با سپس، و

یعنی هستند؛ یکسان تابع های مولفه، هر روی تبدیل بردارهای شد، فرض ١. ٣ بخش در که همان طور می شود. تبدیل

در همچنین است. شده صرف نظر تبدیل، تابع های برای (k) اندیس از بنابراین .fj(١) = fj(٢) یا f ١ = f ٢

گرفته نظر در ،j = ١, . . . , p برای ،Xj متغیر هر روی یکسان متغیره تک تبدیل های تابع (٣) و (٢) مدل های

به کار gj := f−١
j از مختلف نسخه دو ،(٣) و (٢) مدل های در .f١ = f٢ = · · · = fp = f یعنی است؛ شده

شده اند. تعریف (٢٠٠٩) همکاران و لیو مقاله از ١٠ تعریف و ٩ تعریف در تبدیل، دو این که است شده برده

برای تصادفی. و قطعی شد؛ گرفته نظر در r ∈ (٠, ١) سطح در داده ها آلودگی سازوکار نوع دو همچنین

می شود، جای گزین (+۵,−۵,+۵,−۵, . . .) ∈ Rp قطعی بردار با مشاهده [nr] تعداد (سطری)، قطعی آلودگی

بعد هر از مولفه [nr] (ستونی)، تصادفی آلودگی برای شوند. تکرار متناوب به صورت −۵ و +۵ اعداد به نحوی که

برای آلودگی، نوع دو این می شوند. جای گزین تصادفی به صورت −۵ یا +۵ اعداد با یکنواخت، توزیع یک براساس

هستند. واقع بینانه تر مدرن، علمی داده های تحلیل و تجزیه

قطعی، آلودگی با که شده گرفته نظر در n = ٣٠, ١۵٠ نمونه اندازه دو و p = ١۵, ٢٠ ب̧عد دو داده، تولید برای

شده جای گزین (r = ٠/٢٠) دورافتاده داده درصد ٢٠ تصادفی، آلودگی با و (r = ٠/٠۵) دورافتاده داده درصد ۵

است. شده ا˒عمال EM الگوریتم برای ،ϵ = ١٠−۴ و nmin = ۴ ،T = ١٠٠ یکسان توقف معیار همچنین، است.

است. شده انجام R نرم افزار با محاسبات همه

شده اند: مقایسه هم با زیر روش های کلی، به طور

از ℓ١-تاوانیده درستنمایی لگاریتم متعارف فرم از استفاده با GGMM مدل بر مبتنی خوشه بندی :GGMM٠ (i)

.(٢٠١۶) ویت و لاتسی

ℓ١-تاوانیده درستنمایی لگاریتم نامتعارف فرم از استفاده با GGMM مدل بر مبتنی خوشه بندی :GGMM١ (i)

.(٢٠١١) هیل و موخرجی از

ℓ١-تاوانیده درستنمایی لگاریتم متعارف فرم از استفاده با NGMM مدل بر مبتنی خوشه بندی :NGMM٠ (iii)

.(٢٠٢١) همکاران و خلیلی از

ℓ١-تاوانیده درستنمایی لگاریتم نامتعارف فرم از استفاده با NGMM مدل بر مبتنی خوشه بندی :NGMM١ (iv)

مقاله. این در شده پیشنهاد

ℓ١-تاوانیده درستنمایی لگاریتم متعارف فرم از (٢٠٢١) همکاران و خلیلی و (٢٠١۶) ویت و لاتسی است ذکر شایان

کردند. استفاده NGMM و GGMM پارامترهای برآورد برای تنها
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تنظیم کننده پارامتر مقادیر ۴ .٢

شده اند: طی تنظیم کننده پارامتر انتخاب برای زیر گام های ،(٣) تا (١) مدل های از داده تولید از بعد

خوشه. هر به مشاهدات تصادفی تخصیص با خوشه نما K = ٢ تولید -١

خوشه نما: دو هر برای پارامتر اولیه مقادیر ٢-محاسبه

می شود. تعیین k خوشه نمای در نمونه اندازه های نسبت به عنوان π̂(٠)
k -

به دست k خوشه نمای در (۵) گرافی لاسوی الگوریتم از استفاده با همزمان به طور Ω̂(٠)λ
k ،λمتفاوت مقدار ١٠ برای -

است. شده انجام Huge نرم افزاری بسته در huge.glasso تابع از استفاده با این کار می آید.

دو هر بین مشترک λ پارامتر یک انتخاب برای و می شوند محاسبه BIC نمره های برآوردها، این از استفاده با -٣

می شوند. مینیمم خوشه،

نهایی مقدار یک تا می شود گرفته میانگین آمده، به دست λ مقدارهای از و می شوند تکرار بار ۵٠ ،٣ تا ١ گام های -۴

شود. حاصل

شده منعکس ٢ و ١ جداول  در ،p و n برای متفاوت مقدار دو ازای به و روش هر برای مقدارها این میانگین

پارامترهای برای EM رسانی های به روز ،(γ = ١) NGMM١ و GGMM١ روش های برای ،(٢٠) طبق است.

(١٨) در BIC فرم از که همان طور است. برقرار برابری این نیز ٢ و ١ جداول  در که است λ با برابر λ̃k تنظیم کننده

آلودگی سطح افزایش با همچنین می یابند. کاهش ،n افزایش با آمده دست به λ مقدارهای می رفت، انتظار (١٩) و

تقریباً آلودگی، افزایش برابر در λ مقدارهای میانگین اما می یابد، افزایش λ مقدارهای استاندارد انحراف ،(r) داده ها

است. استوار

خوشه انتساب ۴ .٣

می دهد اختصاص عددی مقدار یک خوشه هر به معیار، است. تکنیک و معیار بخش دو دارای خوشه بندی روش های

تشابه میزان سنجش برای عینی معیار یک ،(RI)١ رʷند شاخص است. نظر مورد روش نسبی مطلوبیت گویای که

بدین RI = ٠ می پذیرد. مقدار (٠, ١) بازه در که است شده برآورد خوشه های و واقعی خوشه های تخصیص های بین

RI = ١ مقابل، در و است خورده شکست جامعه ساختار برآورد در نظر مورد خوشه بندی الگوریتم که است معنی

شاخص های ٢ و ١ شکل های .(١٩٧١ ، (رند است واقعی خوشه های با شده برآورد خوشه های کامل انطباق معنی به

تابع و توانی (خطی، داده تبدیل سه با شده شبیه سازی داده مجموعه ۵٠ خوشه بندی از روش هر در آمده به دست رند

n متفاوت مقدار دو برای آلودگی)، درصد ٢٠ با تصادفی و آلودگی درصد ۵ با (قطعی آلودگی سازوکار دو و توزیع)

است: شرح بدین نتایج تفسیر می دهد. نشان را p و

می شود، اعمال نرمال داده های روی خطی تبدیل زمانی که .(r = ٠) دورافتاده داده بدون و نرمال داده های الف-
دارند. مشابهی عملکرد روش چهار هر و ندارند معنی داری تفاوت واقعی خوشه های برآورد در بررسی مورد روش های

1Rand index



ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل های بر مبتنی خوشه بندی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨٢

p = ١۵ ب̧عد در شبیه سازی شده داده مجموعه ۵٠ روی روش هر برای تنظیم کننده پارامتر مقدارهای متوسط .١ جدول
شده اند. نوشته پرانتزها داخل استانداردها انحراف .n = ٣٠ نمونه اندازه و

NGMM١ NGMM٠ GGMM١ GGMM٠

λ = λ̃k λ̃٢ λ̃١ λ λ = λ̃k λ̃٢ λ̃١ λ r تبدیل
٠٫۶٣ ١٫٣٠ ١٫٢٣ ٠٫۶٣ ٠٫۶۵ ١٫٣ ١٫٢۶ ٠٫۶۴ ٠٫٠٠
(٠٫٠۵) (٠٫١٠) (٠٫١۶) (٠٫٠۵) (٠٫٠۴) (٠٫٠٨) (٠٫١٣) (٠٫٠۴)
٠٫۶۴ ١٫٣١ ١٫٣١ ٠٫۶۶ ٠٫٧٢ ١٫٧١ ١٫٣٧ ٠٫٧٠ ٠٫٠۵ خطی
(٠٫٠۵) (٠٫١٠) (٠٫١١) (٠٫٠۵) (٠٫٠٨) (٠٫٣٩) (٠٫۴٨) (٠٫٠٩)
٠٫۶٠ ١٫٧۴ ١٫١٠ ٠٫۶٠ ٠٫۶٢ ١٫٣٢ ١٫۴۵ ٠٫۶٢ ٠٫٢٠
(٠٫۶٧) (٠٫۶٧) (٠٫٧۴) (٠٫۵٣) (٠٫٧٣) (٠٫۴٣) (٠٫۶۵) (٠٫۶٣)

٠٫۶٢ ١٫٣٠ ١٫٢٢ ٠٫۶٣ ٠٫٧۶ ١٫۵۶ ١٫۵١ ٠٫٧۶ ٠٫٠٠
(٠٫٠۶) (٠٫١٠) (٠٫١٧) (٠٫٠۵) (٠٫٠۵) (٠٫٠٩) (٠٫١٨) (٠٫٠۶)
٠٫۶۴ ١٫٣٠ ١٫٣١ ٠٫۶۵ ٠٫٨٠ ١٫۶٩ ١٫۶۵ ٠٫٨٢ ٠٫٠۵ توانی
(٠٫٠۵) (٠٫١٠) (٠٫١١) (٠٫٠۵) (٠٫٠۶) (٠٫٢١) (٠٫٣٢) (٠٫٠۶)
٠٫۶٠ ١٫٣١ ١٫٣۴ ٠٫۵٩ ٠٫۶٢ ١٫٢٨ ١٫٣٨ ٠٫۶٣ ٠٫٢٠
(٠٫۶۵) (٠٫٢٨) (٠٫٣١) (٠٫۵٨) (٠٫٨٢) (٠٫٣۵) (٠٫٣۵) (٠٫٨۵)

٠٫۶٣ ١٫٣٠ ١٫٢۵ ٠٫۶۴ ٠٫۶۵ ١٫٢۵ ١٫٢١ ٠٫۶١ ٠٫٠٠
(٠٫٠۵) (٠٫٠٩) (٠٫١۵) (٠٫٠۵) (٠٫٠۶) (٠٫١٢) (٠٫١۶) (٠٫٠٧)
٠٫۶۴ ١٫٣١ ١٫٣٢ ٠٫۶۶ ٠٫٧٢ ١٫٧٢ ١٫٣۵ ٠٫٧٠ ٠٫٠۵ تابع
(٠٫٠۵) (٠٫١١) (٠٫١٢) (٠٫٠۶) (٠٫٠٩) (٠٫٣٨) (٠٫۴٨) (٠٫١٠) توزیع
٠٫۶٠ ١٫١۴ ١٫٢٠ ٠٫۶٠ ٠٫۶١ ١٫٣٢ ١٫٣٨ ٠٫۶٢ ٠٫٢٠
(٠٫۶٧) (٠٫۴۵) (٠٫۴٩) (٠٫۵٢) (٠٫٧٣) (٠٫۴٠) (٠٫۵٧) (٠٫۶٧)

نرمال توزیع با داده ها توزیع توانی تبدیل با زمانی که .(r = ٠) دورافتاده داده بدون و غیرنرمال داده های ب-
در دارند. مشابه عملکرد دیگر روش سه همچنان ولی می کند، افت GGMM٠ روش عملکرد می کند، پیدا اختلاف

دارند. داده ها خوشه بندی در هم به نزدیک عملکرد روش چهار هر توزیع، تابع تبدیل مورد

از درصد ۵ قطعی، آلودگی سازوکار با زمانی که .(r ∈ {٠/٠۵, ٠/٢٠}) دورافتاده داده با نرمال داده های ج-
عملکرد می شوند، جای گزین دورافتاده داده های با داده ها از درصد ٢٠ تصادفی، آلودگی سازوکار با یا نرمال داده های

ناپارامتری نرمال روش های ولی می کند، افت (GGMM١ روش مورد، یک در (و GGMM٠ متعارف روش

دارند. بهتری عملکرد ،NGMM١ و NGMM٠

بهتر بررسی مورد روش های حالت ها، این در .(r ∈ {٠/٠۵, ٠/٢٠}) دورافتاده داده با غیرنرمال داده های د-
بهتری NGMM١عملکرد GGMM١و نامتعارف روش های است، کوچک نمونه اندازه زمانی که می شوند. مقایسه

GGMM١ از بهتر NGMM١ موارد، برخی در و دارند NGMM٠ و GGMM٠ متعارف روش های به نسبت

روش های به نسبت ،NGMM١ NGMM٠و ناپارامتری نرمال بر مبتنی روش های نمونه، اندازه افزایش با است.

دارند. بهتری عملکرد و هستند استوارتر داده ها آلودگی مقابل در ،GGMM١ و GGMM٠ نرمال بر مبتنی
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p = ٢٠ ب̧عد در شبیه سازی شده داده مجموعه ۵٠ روی روش هر برای تنظیم کننده پارامتر مقدارهای متوسط .٢ جدول
شده اند. نوشته پرانتزها داخل استانداردها انحراف .n = ١۵٠ نمونه اندازه و

NGMM١ NGMM٠ GGMM١ GGMM٠

λ = λ̃k λ̃٢ λ̃١ λ λ = λ̃k λ̃٢ λ̃١ λ r تبدیل
٠٫٣۶ ٠٫٧١ ٠٫٧١ ٠٫٣۵ ٠٫٣٧ ٠٫٧۶ ٠٫٧۶ ٠٫٣٨ ٠٫٠٠
(٠٫٠٧) (٠٫١۵) (٠٫١۵) (٠٫٠٧) (٠٫٠٧) (٠٫١١) (٠٫١٢) (٠٫٠۶)
٠٫۵١ ١٫٣۶ ١٫۴٠ ٠٫۵٣ ٠٫۶۴ ۶٫۶٢ ٧٫٨۶ ٠٫۶۴ ٠٫٠۵ خطی
(٠٫٠۵) (٠٫۶٨) (٠٫۶٧) (٠٫٠۵) (٠٫٠۶) (۶٫٢۵) (٧٫٠٢) (٠٫٠۵)
٠٫٢٩ ٣٫٢٢ ٣٫٧٧ ٠٫٣٠ ٠٫٣٠ ٢٫١٢ ١٫۴٧ ٠٫٣١ ٠٫٢٠
(٠٫٣٠) (٢٫۴) (١٫۵۵) (٠٫٣٧) (٠٫۴٠) (١٫۵١) (١٫۴٨) (٠٫۴۴)

٠٫٣۴ ٠٫۶٧ ٠٫۶۶ ٠٫٣٣ ٠٫٣۴ ١٫۶٣ ٠٫٩٧ ٠٫٣۴ ٠٫٠٠
(٠٫٠٧) (٠٫١۵) (٠٫١٧) (٠٫٠٨) (٠٫١١) (٢٫۴۵) (٠٫٩٢) (٠٫٠٩)
٠٫۵١ ١٫١٢ ١٫۴٩ ٠٫۵٣ ٠٫٧٣ ۵٫١۵ ۵٫٧٣ ٠٫٧٢ ٠٫٠۵ توانی
(٠٫٠۵) (٠٫۵۵) (٠٫۵۶) (٠٫٠۵) (٠٫٠٧) (۴٫۵٢) (۵٫٨١) (٠٫٠۶)
٠٫٣٠ ٢٫۵١ ۶٫٨٧ ٠٫٣٠ ٠٫٢٩ ١٫۵٨ ١٫۴٨ ٠٫٣١ ٠٫٢٠
(٠٫٠۴) (٢٫۶٣) (٣٫۴۵) (٠٫٠۴) (٠٫٠٣) (١٫٢٣) (١٫٢٢) (٠٫٠۴)

٠٫٣۵ ٠٫۶٨ ٠٫۶٧ ٠٫٣۴ ٠٫٣۵ ٠٫٧٢ ٠٫٧٢ ٠٫٣۶ ٠٫٠٠
(٠٫٠٧) (٠٫١۵) (٠٫١۶) (٠٫٠٨) (٠٫٠۵) (٠٫١١) (٠٫١١) (٠٫٠۵)
٠٫۵١ ١٫٣۴ ١٫٣۴ ٠٫۵٣ ٠٫۶٣ ۵٫٩٧ ٧٫٧٨ ٠٫۶٣ ٠٫٠۵ تابع
(٠٫٠۵) (٠٫۶٢) (٠٫۶٢) (٠٫٠۵) (٠٫٠۶) (۵٫٩٩) (۶٫٩٠) (٠٫٠۵) توزیع
٠٫٢٩ ١٫٠٨ ٢٫۵٠ ٠٫٣٠ ۴٠٫٣٠ ١٫٨٢ ١٫٧۶ ٠٫٣١ ٠٫٢٠
(٠٫٠٣) (١٫٩٩) (١٫٧٧) (٠٫٠۴) (٠٫٠۴) (١٫۵٣) (١٫۵۵) (٠٫٠۵)

دقت ماتریس های برآورد مقایسه ۴ .۴

از استفاده با دقت است. شده مقایسه خوشه ها دقت ماتریس های درایه های برآورد در روش ها دقت بخش، این در

ماتریس ،Ωk و k شده برآورد خوشه دقت ماتریس ،Ω̂k آن در که می شود محاسبه
∑K
k=١

∥∥∥Ω̂k − Ωk

∥∥∥
١

نُرم

در GGMM٠ متعارف روش ضعیف عملکرد است. شده آورده ٣ جدول در نتایج است. k واقعی خوشه دقت

داشته را عملکرد ضعیف ترین نیز خوشه ها دقت ماتریس های برآورد در روش، این که شد موجب داده ها خوشه بندی

نامتعارف روش های کلی، به طور است. داده نشان را دقت بالاترین NGMM١ نامتعارف روش مقابل، در باشد.

برآورد در NGMM٠ و GGMM٠ متعارف روش های به نسبت بالاتری دقت ،NGMM١ و GGMM١

داشته اند. بررسی مورد آمیخته مدل های پارامترهای

واقعی داده کاربرد ۵

نظارت این رو، از است. زنان بین در سرطان از ناشی میر و مرگ عامل دومین و سرطان شایع ترین سینه، سرطان

علمی، تحقیقات در است. برخوردار بالایی اهمیت از بهداشتی، سازمان های و دولت ها برای سینه سرطان شیوع بر

تشخیص داده  های روی خوشه بندی روش های است. شده شناخته ناهمگن داده های عنوان به سینه سرطان داده های
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نمونه اندازه با شبیه سازی شده داده مجموعه ۵٠ روی رند، شاخص از استفاده با خوشه انتساب نتایج مقایسه .١ شکل
NGMM٠ ،GGMM١ ،GGMM٠ راست) به چپ از ترتیب (به روش های برای p = ١۵ ب̧عد و n = ٣٠
با داده ها و دوم) (سطر درصد ۵ قطعی آلودگی سازوکار با داده ها اول)، (سطر آلودگی فاقد داده ها .NGMM١ و

سوم). (سطر درصد ٢٠ تصادفی آلودگی سازوکار

شامل داده مجموعه این شده اند.٢ اعمال (١٩٩۵ ، همکاران و (منگاسریان (WDBC) ویسکانسین١ سینه سرطان

1Wisconsin Diagnostic Breast Cancer
2http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wisconsin+(Diagnostic).

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Breast+Cancer+Wisconsin+(Diagnostic)
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نمونه اندازه با شبیه سازی شده داده مجموعه ۵٠ روی رند، شاخص از استفاده با خوشه انتساب نتایج مقایسه .٢ شکل
NGMM٠ ،GGMM١ ،GGMM٠ راست) به چپ از ترتیب (به روش های برای p = ٢٠ ب̧عد و n = ١۵٠
با داده ها و دوم) (سطر درصد ۵ قطعی آلودگی سازوکار با داده ها اول)، (سطر آلودگی فاقد داده ها .NGMM١ و

سوم). (سطر درصد ٢٠ تصادفی آلودگی سازوکار

سینه سرطان توده هر از (FNA) آسپیراسیون١ ظریف سوزن با دیجیتالی تصویرهای از آمده به دست سلولی هسته های

خطای میانگین، عنوان به عدد ٣ ویژگی، هر برای که شده اندازه گیری بیمار ۵۶٩ روی ویژگی ١٠ در داده ها است.

اصلی ستون ٣٠ سطر، ۵۶٩ شامل داده مجموعه این بنابراین، است. شده ثبت بزرگ تر مقدار سه میانگین و استاندارد

1Fine Needle Aspirate
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شبیه سازی شده. داده مجموعه ۵٠ روی روش هر برای خوشه دو هر دقتِ ماتریس های برآورد دقت مقایسه .٣ جدول
شده اند. نوشته پرانتزها داخل استانداردها انحراف

NGMM١ NGMM٠ GGMM١ GGMM٠ r تبدیل (p, n)
(٠٫١١)٨٫٧٨ (٠٫١٠)٩٫٧٩ (٠٫٠٩)٨٫٨٣ (٠٫٠٨)٩٫٨٠ ٠٫٠٠
(٠٫١٢)٨٫٧٩ ٩٫٨۴(٠٫١٢) ٨٫٩۴(٠٫١٨) (٠٫١٣)١٠٫٠١ ٠٫٠۵ خطی
٨٫٧٢(٠٫١۴) ١٠٫۵(٠٫٢٩)٨ ٨٫٧۵(٠٫١۶) (٠٫١٣)٩٫٨٣ ٠٫٢٠

٨٫٧۶(٠٫١۵) (٠٫١١)٩٫٧٩ (٠٫١١)٩٫٠٣ (٠٫١١)١٠٫٠٨ ٠٫٠٠
(٠٫١٢)٨٫٨٠ ٩٫٨۴(٠٫١٢) ٩٫١٠(٠٫١۵) (٠٫١٠)١٠٫١٩ ٠٫٠۵ توانی (١۵, ٣٠)
٨٫٧١(٠٫١۴) (٠٫١٧)٩٫٨٢ ٨٫٧۵(٠٫١٧) ١٠٫۶(٠٫٢٠)١ ٠٫٢٠

(٠٫١٠)٨٫٧٨ (٠٫١٠)٩٫٨٠ (٠٫١٣)٨٫٨٢ ٩٫٧۴(٠٫١٧) ٠٫٠٠
(٠٫١١)٨٫٨٠ ٩٫٨۴(٠٫١٣) (٠٫٢١)٨٫٩٣ ١٠٫٠(٠٫١۶) ٠٫٠۵ توزیع تابع
٨٫٧٢(٠٫١۴) ٩٫٨١(٠٫١۴) ٨٫٧۴(٠٫١۵) ١٠٫۵(٠٫٢٩)٧ ٠٫٢٠

٨٫۶۴(٠٫٢٨) ٩٫۵(٠٫٣٣)٨ ٨٫۶۴(٠٫٢٨) ٩٫٧١(٠٫٢۶) ٠٫٠٠
٩٫١٠(٠٫١۵) ١٠٫۵(٠٫١١)١ (٠٫٢١)٩٫٣٩ ١١٫۴۵(٠٫٠۶) ٠٫٠۵ خطی
٨٫۴(٠٫١١)٣ ١٠٫٨٨(٠٫۵٨) ٨٫۴۵(٠٫١٣) ١٠٫٣٣(٠٫٢۴) ٠٫٢٠

٨٫۵۴(٠٫٣٣) ٩٫۴(٠٫٣٧)٨ ٨٫۵١(٠٫۴٢) ٩٫٩٢(٠٫۵۵) ٠٫٠٠
٩٫٠٩(٠٫١۵) ١٠٫۴۵(٠٫١٠) ٩٫۶(٠٫٢١)٢ ١١٫۴(٠٫٢١)٣ ٠٫٠۵ توانی (٢٠, ١۵٠)
٨٫۴۴(٠٫١۴) (٠٫٢٠)١٠٫٢٢ ٨٫۴(٠٫١٢)٣ ١٠٫٩۵(٠٫۵١) ٠٫٢٠

٨٫۵(٠٫٣٣)٨ ٩٫۵١(٠٫٣۶) ٨٫۶(٠٫١٩)٠ ٩٫۶٢(٠٫٢۵) ٠٫٠٠
٩٫١٠(٠٫١۵) ١٠٫۴(٠٫١٠)٩ ٩٫٣۵(٠٫٢٣) ١١٫۴٠(٠٫١۶) ٠٫٠۵ توزیع تابع
٨٫۴(٠٫١١)٣ (٠٫٣٠)١٠٫٣٢ ٨٫۴(٠٫١٣)٨ ١٠٫٩٠(٠٫۵٧) ٠٫٢٠

است. خوش خیم و بدخیم تومور وضعیت دو با «تشخیص» ستون یک و

منظور، بدین است. بیمار هر تومور بودن خوش خیم یا بدخیم ارزیابی برای «تشخیص» متغیر پیش بینی هدف،

مدل بر مبتنی خوشه بندی روش های سپس، و شد داده تخصیص خوشه دو به تصادفی به طور مشاهدات ابتدا

نمونه اندازه تاثیر ارزیابی برای شد. داده برازش داده ها بر ،NGMM١ و NGMM٠ ،GGMM١ ،GGMM٠

،n = ١٠٠, ٢٠٠, ۴٠٠ متفاوت اندازه های با استرپ بوت نمونه ۵٠ مطالعه، مورد خوشه بندی روش های عملکرد بر

است. شده استخراج جامعه از جای گذاری بدون

نتایج NGMM١ روش شکل، این طبق می کند. منعکس را روش هر برای خوشه ها بازیابی نتایج ٣ شکل

روش همچنین می کند. عمل بررسی مورد روش های سایر از بهتر توجهی قابل به طور و می دهد ارائه متفاوتی

دارد. را عملکرد بدترین GGMM٠ متعارف روش و می کند عمل NGMM٠ روش از بهتر اندکی GGMM١

می یابد. ارتقا نظر مورد روش های عملکرد نمونه، اندازه افزایش با که می دهد نشان ٣ شکل
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n = ۴٠٠ n = ٢٠٠ n = ١٠٠

سینه سرطان داده مجموعه از نمونه ۵٠ روی رند، شاخص از استفاده با خوشه انتساب نتایج مقایسه .٣ شکل
راست) به چپ از ترتیب (به روش های برای p = ٣٠ ب̧عد و n = ١٠٠, ٢٠٠, ۴٠٠ نمونه اندازه های با WDBC

.NGMM١ و NGMM٠ ،GGMM١ ،GGMM٠

نتیجه گیری و بحث

و شد ارائه نامتعارف و متعارف ℓ١ تاوان تابع فرم دو با ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی

هم نامتعارف، و متعارف ℓ١ تاوان تابع فرم دو با گاوسی گرافی آمیخته مدل بر مبتنی خوشه بندی روش با آن عملکرد

تاوان یک استاندارد، ℓ١ تاوان با همراه شد. مقایسه مدل، پارامترهای برآورد نظر از هم و خوشه ها بازسازی نظر از

کلید به عنوان تاوان تابع انتخاب بنابراین، است، وابسته πk آمیخته نسبت های به که شد گرفته نظر در جای گزین

است. بوده بی تاثیر مقایسه در تنظیم کننده پارامتر انتخاب ولی است، شده ظاهر مطالعه این در مقایسه اصلی̖

بررسی است، غیرنرمال یا نرمال داده ها توزیع زمانی که بررسی مورد روش های عملکرد شبیه سازی، مطالعه در

تصادفی و قطعی آلودگی سازوکار نوع دو دورافتاده، داده های برابر در استحکام نظر از روش ها مقایسه برای شد.

دقت NGMM١ و GGMM١ نامتعارف روش های خوشه ها، دقت ماتریس های برآورد در شد. گرفته نظر در

خوشه بندی روش های خوشه ها، بازسازی در NGMM٠داشتند. GGMM٠و متعارف روش های به نسبت بالاتری

مدل بر مبتنی روش های به نسبت (NGMM١ و NGMM٠) ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل بر مبتنی

بودند. استوارتر دورافتاده، داده های حضور در خصوص به دادند، بروز خود از بهتری عملکرد گاوسی، گرافی آمیخته

نبود برخوردار مناسب کارایی از و بود هم به نزدیک خوشه ها، بازیابی در روش چهار هر عملکرد وجود، این با

بردارهای با مولفه دو با ناپارامتری نرمال آمیخته و گاوسی آمیخته مدل های از داده ها زیرا ،(٠٫۴۵ < RI < ٠٫۵۵)

بین درایه های با همبستگی ماتریس های ،II و I الگوهای همچنین شده اند. شبیه سازی مولفه هر برای صفر میانگین

خوشه ها بازیابی است، هم به نزدیک بسیار مولفه دو هر برای شده تولید داده های آن جایی که از می کنند. تولید [٠, ١]

شده اند. محاسبه ٠٫۵ محدوده در رند شاخص های بنابراین، است. دشوار

خوش خیم سرطانی توده های تشخیص برای سینه سرطان داده های روی نظر مورد خوشه بندی روش های نهایت، در
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و GGMM١ نامتعارف خوشه بندی روش های که است آن از حاکی نتایج شد. برده به کار بیماران، بین بدخیم و

اندازه افزایش با و داشته اند سرطانی توده های وضعیت تشخیص در بهتری عملکرد توجهی قابل به طور ،NGMM١

.(٠٫٧ < RI < ٠٫٨) می یابد افزایش نیز آن ها کارایی نمونه،

انتخاب و تاوان عبارت انتخاب به مدل، بر مبتنی خوشه بندی روش های عملکرد که داد نشان نتایج کلی، به طور

نسبت های به وابسته تاوان عبارت با ناپارامتری نرمال گرافی آمیخته مدل از ترکیبی به نحوی که دارد؛ بستگی مدل

پارامترها برآورد و خوشه بندی دقیق ترین شد)، معرفی NGMM١ روش عنوان به مطالعه این خلال در (که آمیخته

می کند. پیدا نمود بیشتر آن دقت نمونه، اندازه افزایش با که می دهد ارائه را

تشکر و تقدیر

مجله ویراستار و تحریریه هیئت محترم، سردبیر ارزنده پیشنهادهای و محترم داوران روشن گرانه نظرات از نویسندگان

می نمایند. را تشکر و قدردانی کمال داشته اند، مهمی نقش مقاله کیفیت بهبود در که آماری علوم
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