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جمعی مخاطره مدل در نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تحلیل

بازیاری ابوذر

بوشهر فارس خلیج دانشگاه آمار، گروه

١٣٩۶/١/٣٠ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۴/٨/٧ دریافت: تاریخ

داده رخ خسارت های تعداد فرآیند وقتی ثابت اولیه سرمایه با بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل چکیده:

گرفته نظر در باشد، λ ثابت نرخ با پواسن توزیع دارای مشخص زمانی بازه یک در بیمه گذاران طرف از شده

معادلات و تصادفی فرآیندهای مفاهیم از نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال محاسبه برای است. شده

احتمال تقریبی یافتن در لاندبرگ تقریب تعیین برای صریح فرمول یک همچنین می شود. استفاده دیفرانسیل

بدست بیمه گذاران خسارت های تعداد تصادفی متغیرهای توزیع تابع حسب بر نامتناهی زمان ورشکستگی

هر برای که شده داده نشان و گرفته اند قرار بررسی مورد آمده بدست نتایج عددی مثال های با است. آمده

بدست تقریب های به نسبت مقاله، این در شده محاسبه ورشکستگی احتمال تقریب اولیه، سرمایه مقدار

است. کمتر آن خطای و نزدیکتر آن واقعی مقدار به نویسندگان دیگر توسط ورشکستگی احتمالات برای آمده

تقریب جمعی، مخاطره مدل دیفرانسیل، معادلات نامتناهی، زمان ورشکستگی احتمال کلیدی: واژه های

لاندبرگ.

مقدمه ١

تکنیک های و روش ها مفاهیم، به نیاز بیمه٢ شرکت مخاطره مدل در ورشکستگی١ احتمال محاسبه برای

کند، سرمایه گذاری به شروع بیمه از شاخه ای در شرکت یک کنید فرض است. آمار و ریاضی پیشرفته

بابت شرکت که را پولی مقدار که دارد وجود احتمال این زیرا است، خطر با توام همیشه سرمایه گذاری این
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.60K99 ،99B60 ،91B3 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
١Ruin probability
٢Insurance company



جمعی مخاطره مدل در نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تحلیل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٨

شود، زیادتر دریافتی بیمه۴ حق میزان و اولیه٣ سرمایه مجموع از می کند پرداخت بیمه گذاران خسارت های

است. گرفته قرار توجه مورد ورشکستگی احتمالات محاسبه لذا می شود. ورشکست شرکت صورت این در

حق تعیین جمله از شرکت خط مشی مورد در می توانند بیمه شرکت مدیران احتمالات این تعیین با همچنین

کنند. تصمیم گیری خود پوشش تحت افراد دریافتی بیمه

کرامر داد. قرار بررسی مورد را مخاطره۵ نظریه آماری و ریاضی مفاهیم از بسیاری ،(١٩٢۶) لاندبرگ

برای ساده بازگشتی فرمول یک ،(١٩٨۶) پانچر کردند. کامل تر را مفاهیم این ،(١٩۵۵) کرامر و (١٩٣٠)

دارای بیمه گذاران طرف از شده رخ داده خسارت های وقتی نامتناهی۶ زمان ورشکستگی احتمال محاسبه

زمان ورشکستگی احتمال الگوریتمی ارایه با ،(١٩٨٨) گوارتس و دی ویلدر داد. ارایه باشد، گسسته توزیع

،(١٩٨٩) آسموسن کردند. محاسبه عددی بصورت را گسسته زمان با جمعی مخاطره مدل برای متناهی

دی ویلدر داد. قرار بررسی مورد مارکوف زنجیره های از استفاده با را مخاطره نظریه قضایای و مفاهیم از برخی

و آسموسن کرد. استفاده مخاطره نظریه گسترش و بسط برای ریاضیات پیشرفته روش های از ،(١٩٩۶)

دارای خسارت ها اندازه که وقتی برای جمعی٧ مخاطره مدل در را ورشکستگی احتمال ،(١٩٩٧) بینسوانگر

نتایج و روش ها ،(١٩٩٩) همکاران و رلسکی کردند. محاسبه شبیه سازی روش با باشند، سنگین دم توزیع

بودند. دارایی و بیمه به مربوط مسایل با ارتباط در روش ها این که آوردند بدست مخاطره نظریه در را جالبی

است. آمده ،(٢٠٠٠) رلسکی در مخاطره مدل های با ارتباط در مهم قضایای و نتایج از بسیاری

شده رخ داده خسارت های مجموع فرآیند بایستی بیمه شرکت یک ورشکستگی احتمالات محاسبه برای

اینکه بدلیل شود. مدل بندی دقیقاً بیمه گذار هر طرف از شده رخ داده خسارت مقدار نیز و بیمه گذاران طرف از

و احتمالی روش های از مساله کردن مدل بندی برای بنابراین هستند، تصادفی متغیرهای خسارت ها اندازه

آن در که می رود بکار بیمه سبد یک مخاطره فرآیند توصیف برای کلاسیک مدل می شود. استفاده آماری

باشد. آنها رخ داد زمان و خسارت اندازه های بین استقلال نیز و خسارت اندازه های بین استقلال

خسارت ها هرگاه است. آمده به دست ورشکستگی احتمال تقریبی تعیین با ارتباط در مختلفی نتایج

حدی نتایج بزرگ٨، انحرافات قضیه از استفاده با (١٩٩٩ و ١٩٩٨) نیرهینن باشند، سبک دم توزیع دارای

مورد را مخاطره مدل های مفاهیم از بسیاری (٢٠٠٠) آسموسن آورد. بدست را ورشکستگی احتمالات

٣Initial capital
۴Premium
۵Risk theory
۶Infinite time ruin pobability
٧Collective risk model
٨Large deviations theory
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کرد. محاسبه را ورشکستگی احتمال مختلف روش های با مدل ها این از کدام هر برای و داد قرار بررسی

جمعی مخاطره مدل در ورشکستگی احتمال محاسبه برای کلی فرمول یک (٢٠٠٣) همکاران و یوآنجیانگ

و آوردند بدست باشند، λ ≥ ٢ و α > ٠ ،Γ(α, λ) گاما توزیع دارای شده رخ داده خسارت های وقتی

کردند. محاسبه کارلو مونت شبیه سازی روش با را ورشکستگی احتمال λ = ٢ برای

ورشکستگی احتمالات بررسی و بیمه شرکت مخاطره فرآیندهای پیدایش از دقیق و کامل نسبتاً گزارشات

(٢٠٠۵) دیکسون است. شده داده (١٣٩١) بازیاری و (١٣٨٧) پرهام و بازیاری توسط مختلف، مدل های در

مسایل تحلیل و تجزیه به عملی مثال های با و داد انجام ورشکستگی احتمالات زمینه در گسترده ای تحقیقات

زمان ورشکستگی احتمال عددی نتایج از بسیاری (٢٠٠٨) همکاران و کاس پرداخت. بیمه امور به مربوط

R نرم افزار از استفاده با را آنها و تعیین را نمایی غیر و نمایی توزیع های برای مخاطره مدل های نامتناهی

بیمه مختلف مدل های برای را متناهی زمان ورشکستگی احتمال (٢٠٠٨) لویسل و لفور کردند. محاسبه

کلاگمن در آنها ورشکستگی احتمالات تعیین و بیمه شرکت مخاطره مدل های از بسیاری کردند. محاسبه

جمعی مخاطره مدل در را ورشکستگی احتمال (٢٠٠٩) استیتسیاشویلی است. آمده (٢٠٠٨) همکاران و

تحلیل و تجزیه مورد را آمده بدست نتایج عددی مثال یک با و محاسبه سنگین دم با توزیع های برای

فرض با جمعی مخاطره مدل در را متناهی زمان ورشکستگی احتمال (٢٠٠٩) لویسل و لفور داد. قرار

محاسبه به (٢٠٠٩) کورتشاک و آلبرچر کردند. محاسبه بیمه گذاران از دریافتی بیمه حق مقدار نبودن ثابت

توزیع دارای خسارت ها اندازه وقتی جمعی مخاطره مدل برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریبی

زمان ورشکستگی احتمال محاسبه برای دقیق و کلی فرمول یک (٢٠١۴) بازیاری پرداختند. باشد، پارتو

داده ارایه باشند، سنگین دم توزیع دارای شده رخ داده خسارت های وقتی جمعی مخاطره مدل در نامتناهی

آورد. بدست را ورشکستگی احتمالات مختلف توزیع های برای عددی مثال های با و

گرفته قرار بررسی مورد مدل این ویژگی های و معرفی بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل ،٢ بخش در

،٣ بخش در است. شده ارایه تجدید٩ معادله و نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تعریف همچنین است.

نتایج بررسی برای عددی مثال های می شود. محاسبه تقریب صورت به نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

برای آن تقریبی مقدار و محاسبه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال مثال ها این در شده اند. داده ۴ بخش در

شده محاسبه ورشکستگی احتمالات مقادیر همچنین شده اند. محاسبه شرکت اولیه سرمایه مختلف مقادیر

احتمالات این مقدار و تعیین آنها تقریب های و (٢٠٠٠) آسموسن و (١٩٩٩) همکاران و رلسکی توسط

است. شده ارایه نتیجه گیری و بحث ،۵ بخش در شده اند. مقایسه هم با آنها خطای با همراه

٩Renewal eqaution
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بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل ٢

باشند: برقرار زیر شرایط و بوده احتمال فضای یک (Ω, F, P ) کنید فرض

است. N(٠) = ٠ فرض با نقطه ای فرآیند یک N = {N(t) : t ≥ ٠} الف)

،(F (٠) = ٠) ،F مشترک توزیع تابع با مستقل و تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Xk}∞k=١ ب)

است. N(t) فرآیند از مستقل و σ٢ واریانس ،β میانگین

آن سرمایه وضعیت از اطلاع برای تصادفی کاملا چارچوب با فرآیندی بیمه شرکت مخاطره فرآیند

آنگاه کند، فعالیت به شروع u ثابت اولیه سرمایه با شرکت کنید فرض است. زمانی دوره یک در شرکت

به صورت بیمه شرکت جمعی مخاطره فرآیند

R(t) = u+ ct−
N(t)∑
k=١

Xk, (١)

تصادفی متغیر ،k = ١, . . . , N(t) ،Xk ،t زمان تا دریافتی بیمه های حق مجموع ct (١) رابطه در است.

خسارت های مجموع
∑N(t)

k=١ Xk و [٠, t] بازه در بیمه گذار امین k طرف از شده رخ داده حسارت اندازه

بیمه گذاران از را c ثابت مبلغ زمانی دوره هر در شرکت می شود فرض واقع در است. t زمان تا شده رخ داده

فرآیند {N(t) : t ≥ ٠} ،(١) رابطه در همچنین می گویند. بیمه حق ناخالص نرح را آن که کند دریافت

فرآیند دارای که می شود فرض معمولا و بوده t زمان تا بیمه گذاران طرف از شده رخ داده خسارت های تعداد

است. برقرار E(N(t)) = λt تساوی یعنی است، λ پارامتر با پواسن

و U(t) = ct−
∑N(t)

k=١ Xk آنگاه باشد، [٠, t] بازه در بیمه شرکت سود نشان دهنده U(t) اگر :١ لم

.E[U(t)] = (c− λβ)t از است عبارت سود این متوسط

سود ،t زمان تا بیمه گذاران از دریافتی بیمه های حق و شده رخ داده خسارت های کل به توجه با برهان:

از: است عبارت [٠, t] بازه در بیمه شرکت

U(t) = ct−
N(t)∑
k=١

Xk. (٢)
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همچنین است، مانا و مستقل نموهای با فرآیندی U(t) تصادفی متغیر (٢) رابطه در که است واضح کاملا

E[U(t)] = E{E[U(t)|N(t)]} = (c− λβ)t.

هستند، بیمه گذاران خسارت های همان که خود بیمه ای مستقیم هزینه های از غیر به شرکت شهودی، به طور

هزینه این تامین برای دارد. نیز را بازاریابی هزینه های و کارکنان حقوق پرداخت جمله از جانبی هزینه های

S نماد با را مقدار این شود. دریافت بیمه گذاران از ایمنی١٠ سرباز عنوان تحت مبلغی که است مرسوم

به صورت و داده نشان

S =
(c− λβ)t

λβt
=

c

λβ
− ١, (٣)

ناخالص نرخ (٣) رابطه به توجه با است. S > ٠ همواره (٣) رابطه در که است بدیهی می شود. تعریف

به صورت مخاطره بیمه حق

c = (١ + S)λβ = Sλβ + λβ,

زمان در بنابراین می کند. فعالیت به شروع u اولیه سرمایه با بیمه شرکت .(٢٠٠١ پلام، و (هیپ است

حق جمع آوری به شروع c ثابت نرخ با زمان طول در شرکت است. u با برابر شرکت اولیه سرمایه ،t = ٠

اولین اینکه تا است افزایش به رو c زاویه ضریب با سرمایه اش بنابراین می کند، خود بیمه گذاران از بیمه

سرمایه بنابراین باشد، X١ خسارت این مبلغ کنید فرض دهد. رخ بیمه گذار توسط T١ زمان در خسارت

تنزل u+ cT١ −X١ میزان به خسارت وقوع از بعد بلافاصله ،u+ cT١ مقدار به رسیدن از پس شرکت

خود فعالیت و کار به و دارد ادامه روند این باشد داشته سرمایه خود تعهدات برای شرکت که زمانی تا می یابد.

پرداخت خسارت های مجموع که می دهد رخ وقتی ورشکستگی مخاطره، فرآیند یک در داد. خواهد ادامه

ورشکستگی دیگر عبارت به باشد. شرکت آن شده ذخیره مبلغ مقدار از بیشتر بیمه شرکت طرف از شده

زمان ورشکستگی احتمال اگر باشد. R(t) < ٠ همواره t > ٠ مقدار کوچکترین برای هرگاه می دهد رخ

١٠Safety loading
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آنگاه شود، داده نشان ψ(u) نماد با نامتناهی

ψ(u) = P (R(t) < ٠|R(.) = u).

از: است عبارت و داده نشان ϕ(u) با را بقا١١ احتمال یعنی آن مکمل احتمال

ϕ(u) = ١ − ψ(u).

روی را F توزیع تابع باشد. کراندار تابعی Z : R → R+ کنید فرض :(٢٠٠٠ (آسموسن، ١ تعریف

معادله آنگاه بگیرید. نظر در R+ فضای

g(u) = Z(u) +

∫ u

٠
g(u− x)dF (x), (۴)

می گویند. تجدید معادله را است معلوم تابعی Z(u) و u از نامعلوم تابعی g(u) آن در که

دارای مجانبی بطور g(u) آنگاه باشد، انتگرال پذیر Z(u) اگر (۴) معادله در :(٢٠٠٠ (آسموسن، ١ قضیه

است.
∫∞

٠ Z(u)du

µF
یکتای جواب

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال ٣

دهد: رخ دارد امکان حالت چهار بگیرید. نظر در (٠, dt] کوچک زمانی بازه در را U(t) فرآیند

نیفتد. اتفاق (٠, dt] بازه در بیمه گذاران طرف از ادعایی هیچ (١

موجب شود پرداخت بیمه شرکت طرف از باید که هزینه ای مقدار و بیفتد اتفاق (٠, dt] بازه در ادعا یک (٢

نشود. ورشکستگی

موجب شود پرداخت بیمه شرکت طرف از باید که هزینه ای مقدار و بیفتد اتفاق (٠, dt] بازه در ادعا یک (٣

شود. ورشکستگی

بیفتد. اتفاق (٠, dt] بازه در بیمه گذاران طرف از ادعا یک از بیشتر (۴

است، مانا و مستقل نموهای دارای U(t) و پواسن فرآیندی N(t) تصادفی متغیر اینکه به توجه با
١١Survival probability
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می شود. پرداخته شده ذکر حالت چهار از یک هر در ϕ(u) محاسبه به

١ − λdt+ o(dt) با برابر ندهد رخ ادعایی هیچ (٠, dt] زمانی بازه در اینکه احتمال اول- حالت

تساوی است، λ پارامتر با پواسن فرآیندی N(t) تصادفی متغیر اینکه به توجه با زیرا است.

P (N(t) = k) =
e−λdt(λdt)k

k!
, k = ٠, ١, ٢, . . . (۵)

داشت: خواهیم (۵) به توجه با نتیجه در است. برقرار

P (N(t) = ٠) = e−λdt = ١ − λdt+ o(dt),

عبارتی به می کند. میل صفر به dt از سریع تر که است dt از تابعی دادن نشان برای نمادی o(dt) آن در که

دیگر

lim
h→٠

o(h)

h
= ٠.

است عبارت بقا احتمال آنگاه ندهد، رخ بیمه گذاران طرف از ادعایی هیچ (٠, dt] زمانی بازه در اگر :٢ لم

.ϕ(u+ cdt) از

بیمه حق دریافت به توجه با و نمی دهد رخ بیمه گذاران طرف از ادعایی هیچ (٠, dt] بازه در چون برهان:

است. کرده پیدا افزایش u + cdt مقدار به u مقدار از شرکت سرمایه dt زمان در آنگاه بیمه گذاران، از

می باشد. ϕ(u+ cdt) با برابر بقا احتمال بنابراین

و بوده λdt + o(dt) با برابر دهد رخ ادعا یک (٠, dt] زمانی بازه در اینکه احتمال دوم- حالت

اگر باشد. کمتر u + cdt مقدار از بایستی آن مبلغ نشود، ورشکستگی به منجر خسارت این اینکه برای

احتمال بنابراین و شد خواهد u+ cdt− y برابر شرکت سرمایه آنگاه باشد، y با برابر خسارت این مبلغ

از: است عبارت حالت این در بقا

∫ u+cdt

٠
ϕ(u+ cdt− y)dF (y).
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λdt+o(dt) با برابر (٠, dt] زمانی بازه در خسارت یک وقوع احتمال قبل حالت مانند سوم- حالت

صفر با برابر بقا احتمال پس شده، ورشکستگی به منجر خسارت این مقدار اینکه دلیل به اما بود. خواهد

است.

است، کوچک بی نهایت (٠, dt] کوچک بازه در آن از بیشتر و ادعا دو وقوع احتمال - چهارم حالت

.o(dt) یعنی

N(t) تصادفی متغیر پواسن فرآیند خواص اساس بر بنابراین

ϕ(u) = (١ − λdt+ o(dt))ϕ(u+ cdt)

+(λdt+ o(dt))

∫ u+cdt

٠
ϕ(u+ cdt− y)dF (y)

+(λdt+ o(dt))× ٠ + o(dt)

= (١ − λdt)ϕ(u+ cdt) + (λdt)

∫ u+cdt

٠
ϕ(u+ cdt− y)dF (y)

+o(dt). (۶)

چون

lim
cdt→٠

ϕ(u+ cdt)− ϕ(u)

cdt
= ϕ′(u),

(۶) به توجه با بنابراین .ϕ(u+ cdt) = ϕ(u) + cdtϕ′(u) + o(dt) پس

ϕ(u) = (١ − λdt)[ϕ(u) + cdtϕ′(u) + o(dt)]

+λdt

∫ u+cdt

٠
ϕ(u+ cdt− y)dF (y) + o(dt)

= ϕ(u) + cdtϕ′(u)− λdtϕ(u) + λdt

∫ u+cdt

٠
ϕ(u+ cdt− y)dF (y)

+o(dt). (٧)

نتیجه در

ϕ′(u) =
λ

c
ϕ(u)− λ

c

∫ u

٠
ϕ(u− y)dF (y), (٨)
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داریم (٨) رابطه طرفین از x به نسبت انتگرال گیری با

λ

c
(ϕ(u)− ϕ(٠) =

∫ u

٠
ϕ(x)dx−

∫ u

٠

∫ x

٠
ϕ(x− y)dF (y)dx

=

∫ u

٠
ϕ(x)dx−

∫ u

٠

∫ u

y
ϕ(x− y)dxdF (y)

=

∫ u

٠
ϕ(x)dx−

∫ u

٠

∫ u−y

٠
ϕ(x)dxdF (y)

=

∫ u

٠
ϕ(x)dx−

∫ u

٠

∫ u−x

٠
d(F (y))ϕ(x)dx

=

∫ u

٠
ϕ(x)(١ − F (u− x))dx

=

∫ u

٠
ϕ(u− x)(١ − F (x))dx. (٩)

بنابراین

ϕ(∞) = ϕ(٠) +
λ

c

∫ ∞

٠
ϕ(∞)(١ − F (x))dx

= ϕ(٠) +
λ

c
ϕ(∞)

∫ ∞

٠
(١ − F (x))dx.

باشد، بی نهایت شرکت اولیه سرمایه اگر اما .ϕ(∞) = ϕ(٠) + λβ
c ϕ(∞) بنابراین ،F (٠) = ٠ چون

ورشکستگی احتمال بنابراین .ψ(∞) = ٠ دیگر عبارت به بود، خواهد صفر آن ورشکستگی احتمال آنگاه

از: است عبارت صفر اولیه سرمایه مقدار با

ψ(٠) =
λβ

c
=

١
١ + S

. (١٠)

داریم ،ϕ(u) = ١ − ψ(u) اینکه بدلیل و (١٠) و (٩) روابط از استفاده با

١ − ψ(u) = ١ − λβ

c
+
λ

c

∫ u

٠
(١ − ψ(u− x))(١ − F (x))dx

= ١ − λ

c
[β −

∫ u

٠
(١ − F (x))dx
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+

∫ u

٠
ψ(u− x)(١ − F (x))dx]. (١١)

داریم
∫∞

٠ (١ − F (x))dx = β چون طرفی از

ψ(u) =
λ

c

∫ ∞

u
(١ − F (x))dx+

λ

c

∫ u

٠
ψ(u− x)(١ − F (x))dx. (١٢)

نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریب ٣٬١

معادله یک سپس نمی کند، صدق تجدید معادله شرط در (١٢) رابطه که می شود داده نشان بخش، این در

اینکه به توجه با شد. خواهد ارایه نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریب محاسبه برای مناسب تجدید

آنگاه ،S > ٠∫ ∞

٠

λ

c
(١ − F (x))dx =

λβ

c
< ١, (١٣)

شود، تبدیل مناسب تجدید معادله به (١٢) معادله آنکاه برای نمی باشد. تجدید معادله (١٢) معادله بنابراین

به طوری که دارد وجود R ثابت می شود فرض

λ

c

∫ ∞

٠
eRx(١ − F (x))dx = ١. (١۴)

می شود نتیجه (١٢) رابطه از همچنین .(٢٠٠٠ (آسموسن، گویند لاندبرگ نمای را R ثابت

eRxψ(u) =
λ

c
eRu

∫ ∞

u
(١ − F (x))dx

+
λ

c

∫ u

٠
eR(u−x)ψ(u− x)eRx(١ − F (x))dx. (١۵)

آنگاه ،Z(u) = λ
c e
Ru

∫∞
u (١ − F (x))dx و g(u) = eRuψ(u) توابع انتخاب و ١ تعریف به بنا

اگر همچنین بود. خواهد مناسب تجدید معادله یک (١۵) رابطه

I١ =
λ

c

∫ ∞

٠
eRu

∫ ∞

u
(١ − F (x))dxdu =

c− λβ

cR
,
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و

I٢ =
λ

c

∫ ∞

٠
xeRx(١ − F (x))dx =

λ

c

∫ ∞

٠

∫ ∞

x
xeRxdF (y)dx

=
λ

cR٢

∫ ∞

٠
(RyeRy − eRy + ١)dF (y) =

λ

cR٢ (RM
′
Y (R)−MY (R) + ١)

=
λM

′
Y (R)− c

cR
.

،١ قضیه طبق و دارند وجود (٠,∞) فاصله در I٢ و I١ مقادیر ،R ̸= ٠ و R بودن موجود شرط به آنگاه

به صورت یکتا جواب دارای مجانبی بطور eRuψ(u) عبارت

lim
u→∞

eRuψ(u) =
I١

I٢
, (١۶)

می شود نتیجه (١۶) رابطه از بنابراین است.

lim
u→∞

eRuψ(u) =
c− λβ

λM
′
Y (R)− c

. (١٧)

از: است عبارت تقریبی به طور ورشکستگی احتمال (١٧) رابطه از استفاده با بزرگ، کافی اندازه به u برای

ψ(u) ∼ c− λβ

λM
′
Y (R)− c

e−Ru. (١٨)

ورشکستگی احتمال آنگاه باشد، نداشته Mوجود ′
Y (R) مقدار ،R ̸= ٠ برای اگر ،(١٨) رابطه در :١ تذکر

بود. خواهد صفر با برابر تقریباً

مقدار هر برای همواره که چرا است، ورشکستگی احتمال در توجه مورد پارامتر یک R ثابت :٢ تذکر

مدل در که شده ثابت همچنین دارد. وجود ورشکستگی احتمال و لاندبرگ نمای بین مهمی رابطه ،u ≥ ٠

می باشد. e−Ru مقدار از مساوی یا کمتر ورشکستگی احتمال مقدار ،u ≥ ٠ هر برای جمعی مخاطره

(٢٠٠١ دوفرسن، و ٢٠٠٠ (آسموسن،
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عددی مثال های ۴

می گیرند. قرار بررسی مورد زیر عددی مثال های آن تقریبی مقدار و ورشکستگی احتمال محاسبه برای

بود. خواهد برابر دقیقاً آن واقعی مقدار با نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریبی مقدار ،١ مثال در

داده توضیح بخوبی ایمنی سربار مقدار و شرکت اولیه سرمایه با ورشکستگی احتمال بین ارتباط همچنین

تقریب های به نسبت ،٣٬١ بخش زیر در شده محاسبه ورشکستگی احتمالات تقریب ،٢ مثال در می شود.

مقدار به (٢٠٠٠) آسموسن و (١٩٩٩) همکاران و رلسکی توسط ورشکستگی احتمالات برای آمده بدست

می گیرد. قرار بررسی مورد ورشکستگی احتمال واقعی داده های با ،٣ مثال در است. نزدیکتر آن واقعی

باشند. β میانگین با نمایی توزیع دارای بیمه گذاران طرف از شده رخ داده خسارت های کنید فرض :١ مثال

(٨) رابطه به بنا آنگاه

ϕ′(u) =
λ

c
ϕ(u)− λ

cβ

∫ u

٠
ϕ(u− x)e

− x
β dx

=
λ

c
ϕ(u)− λ

cβ

∫ u

٠
ϕ(x)e

−u−x
β dx. (١٩)

(١٩) تساوی طرفین از مشتق گیری با

ϕ′′(u) =
λ

c
ϕ′(u)− λ

cβ
{ϕ(u)− ١

β

∫ u

٠
ϕ(x)e

−u−x
β dx}

=
λ

c
ϕ′(u)− λ

cβ
ϕ(u)− ١

β
ϕ′(u) +

λ

cβ
ϕ(u).

بنابراین

ϕ′′(u) = (
λ

c
− ١
β
)ϕ′(u) = − S

β(١ + S)
ϕ′(u). (٢٠)

است: زیر جواب با همگن دوم درجه دیفرانسیل معادله یک (٢٠) معادله

ϕ(u) = c١ + c٢e
− Su
β(١+S) .
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بنابراین ،ϕ(٠) = ١ − ١
١+S و ϕ(∞) = ١ همواره ،S > ٠ برای چون

c١ = ١ , c٢ = − ١
١ + S

.

u ≥ ٠ هر برای نتیجه در

ψ(u) =
λβ

c
e
−( ١

β
−λ
c
)u
. (٢١)

(١۴) فرمول به توجه با

λ

c

∫ ∞

٠
eRx(١ − F (x))dx =

λ

c

∫ ∞

٠
eRxe

− ١
β
x
dx = ١.

انتگرال این حل با

R =
c− λβ

cβ
, M

′
Y (R) =

c٢

βλ٢ .

(١٧) رابطه طبق بنابراین

lim
u→∞

eRuψ(u) =
c− λβ
λc٢

βλ٢ − c
=
λβ

c
. (٢٢)

(٢٢) رابطه از همچنین

ψ(u) =
λβ

c
e−Ru =

λβ

c
e
−( ١

β
−λ
c
)u
.

است. برابر دقیقاً آن واقعی مقدار با نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریبی مقدار که می شود ملاحظه

حقیقت در و بوده ١
١+S صفر، اولیه سرمایه با ورشکستگی احتمال مقدار (٢١) فرمول به توجه با :٣ تذکر

زیادتر شرکت اولیه سرمایه چه هر که است واضح کاملا (٢١) فرمول از می دهد. نتیجه را (١٠) فرمول

ایمنی سربار مقدار همچنین بود. خواهد زیادتر) بقا (احتمال کمتر شرکت آن ورشکستگی احتمال باشد،

ورشکستگی احتمال مقادیر نشان دهنده و٢ ١ نمودارهای دارد. ورشکستگی احتمال با عکس ارتباط شرکت
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٢ میانگین با نمایی توزیع برای اولیه سرمایه حسب بر ورشکستگی احتمال .١ شکل

١٠ میانگین با نمایی توزیع برای اولیه سرمایه حسب بر ورشکستگی احتمال .٢ شکل
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با نمایی توزیع های برای S = ١, ٢, ٣, ۴, ۵, ٢٠, ۵٠, ١٠٠ ایمنی مقادیر با اولیه سرمایه حسب بر شرکت

نمودارها این در شده اند. رسم SPLUS نرم افزار از استفاده با که است β = ١٠ و β = ٢ میانگین

می شود مشاهده است. شده داده نشان بخوبی ورشکستگی احتمال با ایمنی سربار و اولیه سرمایه بین ارتباط

اولیه سرمایه افزایش با بطوریکه می شود، کمتر آن ورشکستگی احتمال شرکت، اولیه سرمایه افزایش با که

توزیع برای که می شود ملاحظه می شود. نزدیکتر صفر به ورشکستگی احتمال مقدار بی نهایت، سمت به

افزایش با همچنین شد. خواهد کمتر ورشکستگی احتمال ایمنی سربار افزایش با ثابت، میانگین با نمایی

می شود. زیادتر آن ورشکستگی احتمال ایمنی، سربار مقدار هر برای نمایی توزیع میانگین

دارای {N(t) : t ≥ ٠} ،c = ١ دریافتی بیمه حق جمعی مخاطره بیمه سبد یک در کنید فرض :٢ مثال

توزیع تابع دارای خسارت ها اندازه تصادفی متغیرهای نیز و λ = ١ با پواسن فرآیند

FX(x) = ١ − ١
٣
(e−x + e−٢x + e−٣x),

و β = E(X) = ./۶١١١١ صورت این در باشد.

ψ(u) = ٠/۵۵٠٧٩e−٠/۴٨۵١٣١ + ٠/٠۴٣۶٩٧٩e−١/٧٢٢٣۵u

+ ٠/٠١۶۶٢٣١e−٢/٧٩٢۵٢u. (٢٣)

با است برابر ورشکستگی احتمال تقریب ،(١٨) فرمول از استفاده با

Appψ(u)(u) = ٠/۵۵٠٧٩e−٠/۴٨۵١٣١u. (٢۴)

Appψ(u)(u) ورشکستگی، احتمال تقریب ،ψ(u) ورشکستگی، احتمال مقادیر ،(٢۴) و (٢٣) از استفاده با

جدول در و محاسبه اولیه سرمایه مختلف مقادیر برای ،Er = Appψ(u)(u)−ψ(u)
ψ(u) × ١٠٠ خطا مقدار و

محاسبه ورشکستگی احتمال ترتیب به ErAS و Appψ(u)(u) ،ψAS(u) آن در که شده اند، آورده ١

AppψR(u)(u) ،ψR(u) همچنین است. خطا مقدار و آن تقریبی مقدار ،(٢٠٠٠) آسموسن توسط شده

آن تقریبی مقدار ،(١٩٩٩) همکاران و رلسکی توسط شده محاسبه ورشکستگی احتمال ترتیب به ErR و

است. خطا مقدار و
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آنها خطای مقدار و ورشکستگی احتمالات تقریب ورشکستگی، احتمالات مقادیر .١ جدول
AppψR(u)(u) AppψAS(u)(u) Appψ(u)(u)

ErR ψR(u) ErAS ψAS(u) Er ψ(u) u

−۶٫١۵ ٠٫۶١٠ ٠٫٧٢٣ −٩٫١٠ ٠٫۵۶۵ ٠٫۶٣۵ −٨٫٩ ٠٫۵۵٠ ٠٫۶١١ ٠

−۴٫١۵ ٠٫۵٧٩ ٠٫۶٨۵ −۵٫٩ ٠٫۵٧١ ٠٫۶٣٢ −٩٫۶ ٠٫۴٨٧ ٠٫۵٢۴ ٠٫٢۵

−۵٫١١ ٠٫۵٢٢ ٠٫۵٩٠ −۶٫۵ ٠٫۵۴٠ ٠٫۵٧٢ −۵٫۴ ٠٫۴٣٢ ٠٫۴۵۴ ٠٫۵

−٢٫۶ ٠٫۵٠٩ ٠٫۵۴٣ −۵٫۵ ٠٫۴٩٩ ٠٫۵٢٨ −۵٫٣ ٠٫٣٨٢ ٠٫٣٩٩ ٠٫٧۵

−٣٫۴ ٠٫۴۵٢ ٠٫۴٧٣ −۶٫٢ ٠٫۴٧٩ ٠٫۴٩٣ −۵٫٢ ٠٫٣٣٩ ٠٫٣۴٧ ١

−١٫۴ ٠٫۴٠۵ ٠٫۴٢٢ −٩٫١ ٠٫۴٣٧ ٠٫۴۶۶ −٨٫١ ٠٫٣٠٠ ٠٫٣٠۵ ١٫٢۵

−١٫٢ ٠٫٣٧٧ ٠٫٣٨۵ −٩٫١ ٠٫٣٨٨ ٠٫٣٩۵ −٣٫١ ٠٫٢۶۶ ٠٫٢۶٩ ١٫۵

−١٫١ ٠٫٣٢٨ ٠٫٣٣٢ −٢٫١ ٠٫٣٣٧ −٠٫٣۴٢ −٩۵٫٠ ٠٫٢٣۵ ٠٫٢٣٧ ١٫٧۵

−١ ٠٫٢٨٩ ٠٫٢٩٢ −١٫١ ٠٫٢٧٢ ٠٫٢٧۵ −۶٩٫٠ ٠٫٢٠٨ ٠٫٢١٠ ٢

−٧٩٫٠ ٠٫٢٣۶ ٠٫٢٣٨ −٧۶٫٠ ٠٫٢٢٢ ٠٫٢٢۴ −۵٫٠ ٠٫١٨۴ ٠٫١٨۵ ٢٫٢۵

ورشکستگی احتمالات بیمه، شرکت اولیه سرمایه مقدار افزایش با که می دهد نشان ١ جدول نتایج

این البته می شود. نزدیکتر و نزدیک ψ(u) یعنی آن واقعی مقدار Appψ(u)(u)به مقدار نیز و یافته کاهش

برای که می شود ملاحظه همچنین است. برقرار نیز ψR(u) و ψAS(u) ورشکستگی احتمالات برای نتیجه

نسبت مقاله، این در شده محاسبه ،Appψ(u)(u) ورشکستگی، احتمال تقریب اولیه، سرمایه مقدار هر

همکاران و رلسکی و (٢٠٠٠) آسموسن توسط ورشکستگی احتمالات برای آمده بدست تقریب های به

است. کمتر آن خطای و بوده نزدیکتر آن واقعی مقدار به (١٩٩٩)

کرده بیمه را باربری شرکت ۶ تنی یک بارکش کامیون های بیمه شرکت یک (٢٠٠٠ (آسموسن، :٣ مثال

٣ جدول شده اند. آورده ٢ جدول در گذشته سال ١٠ در شرکت ۶ هر بارکش کامیون های تعداد است.

حسب بر باربری شرکت ۶ هر بارکش کامیون های برای شده رخ داده خسارت های اندازه مجموع نشان دهنده

یک در خسارت ها تعداد فرآیند دلار، ٩٢٠ بیمه گذار هر از دریافتی بیمه حق مثال این در است. دلار ١٠٠

دلار ۴٠٠ میانگین با نمایی توزیع تابع دارای خسارت اندازه های متغیرهای و ٢ میانگین با پواسن سال

با: است برابر اولیه سرمایه حسب بر ورشکستگی احتمال نتیجه در می باشند.

ψ(u) =
λβ

c
e
−( ١

β
−λ
c
)u

= ٠/٨۶٩۵e−٠/٠٠٠٣٢۶u. (٢۵)

(٢۵) رابطه در آمده بدست مقدار با دقیقاً نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریب ،١ مثال به توجه با

گرفتن نظر در با بنابراین نیست، دسترس در اطلاعی شرکت این اولیه سرمایه از اینکه بدلیل می باشد. برابر
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گذشته سال ١٠ در باربری شرکت ۶ بارکش کامیون های تعداد .٢ جدول

شرکت ها تعداد

۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ سال

١٠ ۵ ١۵ ٢ ۵ ١٠ ١

١٠ ۵ ٢٠ ٢ ۵ ١٠ ٢

١٠ ۵ ٢٠ ٣ ۵ ١٢ ٣

١٠ ٣ ٢٠ ٣ ۵ ١٢ ۴

١٠ ٣ ٢١ ٣ ۵ ١۵ ۵

١٠ ٣ ٢٢ ٣ ۵ ١۵ ۶

١٢ ٣ ٢٢ ٣ ۵ ١۵ ٧

١٢ ٣ ٢٢ ٣ ۵ ١٣ ٨

١٢ ٣ ٢۵ ٣ ۵ ٩ ٩

١٢ ۵ ٢۵ ٣ ۵ ٩ ١٠

شرکت ۶ هر تنی یک بارکش کامیون های شده  رخ داده خسارت های اندازه مجموع .٣ جدول

شرکت ها تعداد

۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ سال

١٢۶ ۴٩ ١٧١ ۴٠ ۵٢ ٧۴ ١

١۴٨ ١٣٢ ٨۵ ٢٨ ١١١ ۵٠ ٢

١٢٨ ٧۴ ١٠٠ ۶٠ ٨٣ ١٨٠ ٣

١۵١ ٣٧ ١١۶ ۵٩ ٧۴ ۴٣ ۴

١۶۵ ٢١ ١۵٣ ۴٣ ٨٧ ١٧٩ ۵

١٢٨ ۵۴ ۴۴ ٧۴ ٨۵ ١۴٠ ۶

١٠٠ ٢٧ ١٣ ۶١ ۴٠ ٩۵ ٧

۶۵ ۴٣ ٣١ ۴۶ ٧١ ١۴٩ ٨

٢٣٣ ۵٣ ١١٠ ٧٢ ٩٣ ٢٠ ٩

٢۴۶ ١٠٢ ٢۵٢ ٨١ ٨٣ ٨١ ١٠
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ورشکستگی احتمالات دلار، ١٠٠ حسب بر ،u = ۵٠, ۶٠, ٧٠, ٨٠, ٩٠, ١٠٠, ١۴٠, ١۵٠ اولیه مقادیر

شده اند. آورده ۴ جدول در و محاسبه

اولیه سرمایه مختلف مقادیر برای نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال .۴ جدول

٧٠ ۶٠ ۵٠ ۴٠ ٣٠ u

٠٫٠٨٨ ٠٫١٢٣ ٠٫١٧٠ ٠٫٢٣۶ ٠٫٣٢٧ ψ(u)

١۵٠ ١۴٠ ١٠٠ ٩٠ ٨٠ u

٠٫٠۶۵ ٠٫٠٠٩ ٠٫٠٣٣ ٠٫٠۴۶ ٠٫٠۶۴ ψ(u)

اولیه سرمایه بین عکس رابطه یعنی است، ١ جدول از آمده بدست نتایج مشابه دقیقاً ۴ جدول نتایج

دارد. وجود ورشکستگی احتمال و شرکت

نتیجه گیری و بحث

طرف از شده رخ داده خسارت های تعداد فرآیند وقتی ثابت اولیه سرمایه با بیمه شرکت جمعی مخاطره مدل

تعیین شد. گرفته نظر در باشد، λ ثابت نرخ با پواسن توزیع دارای مشخص زمانی بازه یک در بیمه گذاران

خط تعیین و ارزیابی جهت شرکت مدیران گاهی آ برای مدلی چنین در نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال

ورشکستگی احتمال دیفرانسیل معادلات از استفاده با است. برخوردار بسزایی اهمیت از شرکت آن مشی

توزیع دارای بیمه گذاران طرف از شده رخ داده خسارت های اگر که شد داده نشان و محاسبه آن تقریب و

آن واقعی مقدار با دقیقاً نامتناهی زمان ورشکستگی احتمال تقریب آنگاه باشند، ثابت میانگین با نمایی

ایمنی سربار مختلف مقادیر برای ورشکستگی احتمالات نمودارهای رسم با مثال ها در بود. خواهد برابر

دوره یک در بیمه گذاران خسارت میانگین با شرکت ورشکستگی احتمال که شد ملاحظه اولیه، سرمایه و

سرمایه مقدار افزایش با ،١ جدول در شده محاسبه داده های به توجه با همچنین دارد. مستقیم ارتباط زمانی

واقعی مقدار به آنها تقریبی مقدار ثانیاً و یافته کاهش ورشکستگی احتمالات مقادیر تمام اولا شرکت، اولیه

ورشکستگی احتمال تقریب اولیه، سرمایه مقدار هر برای که شد ملاحظه همچنین می شود. نزدیکتر و نزدیک

همکاران و رلسکی توسط ورشکستگی احتمالات برای آمده بدست تقریب های به نسبت ،Appψ(u)(u)

نقطه این البته که است کمتر آن خطای و بوده نزدیکتر آن واقعی مقدار به (٢٠٠٠) آسموسن و (١٩٩٩)

می باشد. آن تقریبی مقدار و ورشکستگی احتمال محاسبه برای شده ارایه فرمول مزیت و قوت
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تشکر و تقدیر

پیشنهادهای با که گرامی ویراستار همچنین محترم داوران و آماری علوم مجله محترم سردبیر از نویسنده

دارد. را تشکر کمال شدند، مقاله بهبود باعث خود ارزنده
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