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Introduction
Order statistics play a crucial role in various branches of statistics and prob-
ability. Furthermore, examining the behavior of indices such as the hazard
rate function in topics like survival analysis in biostatistics and reliability
theory in engineering statistics is particularly important. In reliability the-
ory, a system whose operation requires at least k out of m components to be
working is known as a k-out-of-m system. The (m− k+1)-th order statistic
represents the lifetime of such a system. Investigating the preservation of
the Increasing Failure Rate (IFR) property in these systems is particularly
important. In the continuous case, it has been proven that if a random
variable X possesses the IFR property, then its order statistics will also ex-
hibit the IFR property. However, the main challenge is that in the discrete
case, the probability mass function of order statistics does not have a closed
form. Furthermore, the IFR property is not preserved in coherent systems,
which are generalizations of k-out-of-m systems; that is, if the components
are IFR, then the coherent system will not be IFR. For this reason, another
property called Increasing Failure Rate on Average (IFRA) was introduced,
and it was shown that the IFRA property is preserved in coherent systems
when the component lifetimes are continuous random variables. After that,
some researchers have proven that when component lifetimes are discrete,
the IFRA property is preserved in coherent systems. Consequently, it has
been observed that the preservation of the IFR property in k-out-of-m sys-
tems for the discrete case remained unproven until recently. However, some
researchers proved this problem in 2024 using an integral inequality and a
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relatively complex method. In this paper, we present a novel and relatively
straightforward method for solving this problem.

Material and Methods
A continuous random variable with distribution function F is IFR if F̄ is a
log-concave function, and a discrete random variable with distribution func-
tion Fn is IFR if F̄n is a log-concave sequence. We say that the distribution
Fn is smaller than G in the convex order, and we denote it by Fn ≤c G, if
G−1Fn is a convex sequence.

Results and Discussion
a. If f is a convex and non-decreasing function and an is a convex sequence,
then f(an) is a convex sequence.
b. If Fn ≤c F and F ≤c G, then Fn ≤c G.
c. If Fn ≤c G, then F k:m

n ≤c G
k:m, where Gk:m denotes the distribution

function of the k-th order statistic Xk:m.
A discrete random variable X being IFR is equivalent to Fn ≤c E, where E
denotes the distribution function of the standard exponential distribution.
If the discrete random variable X is IFR, then the k-th order statistic Xk:m

is IFR for all 1 ≤ k ≤ m.

Conclusion
One of the critical issues in survival analysis and reliability is the closure
of aging properties under various statistics, including order statistics. The
closure of the IFR property under order statistics is an interesting problem,
with the time gap between its proof for the continuous and discrete cases
spanning over six decades. In this article, we present a different proof from
the one first proposed in 2024, utilizing the definition of convex ordering to
prove several lemmas in this area and define the IFR property of a discrete
random variable based on convex ordering with an exponential random vari-
able.

Keyworⅾs: Order statistics, Failure rate function, Convexity.
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گسسته ترتیبی آماره های در IFR ویژگی حفظ اثبات برای جدید روشی

قره باغی رضوان علی محمدی، مهدی
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۱۴۰۴/۳/۸متن انتشار: و پذیرش تاریخ ۱۴۰۴/۳/۷ بازنگری: تاریخ ۱۴۰۳/۸/۲۶ دریافت: تاریخ

باشد، صعودی خطر نرخ دارای پیوسته تصادفی متغیر یک اگر که شد اثبات قبل سال ۶۰ حدود چکیده:

بدون گسسته حالت برای مسئله این و بود خواهند صعودی خطر نرخ دارای نیز آن ترتیبی آماره های آنگاه

در شد. ارائه آن اثبات برای انتگرالی نامساوی یک بر مبتنی روشی اخیرا اینکه تا بود مانده باقی اثبات

می شود. ارائه مسئله این حل برای متفاوت کاملا روشی مقاله، این

تحدب شکست، نرخ تابع ترتیبی، آماره های کلیدی: واژه های
.60E15 ،62G30 :(۲۰۲۰) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ۱

رفتار بررسی این، بر علاوه می کنند. ایفا احتمال و آمار مختلف شاخه های در مهمی بسیار نقش ترتیبی آماره های

اعتماد قابلیت نظریه و زیستی آمار در بقا تحلیل همچون مباحثی در (خطر) شکست نرخ تابع نظیر هایی شاخص

طی مختلف، آماره های در آن حفظ بررسی و شاخص این مطالعه است. برخوردار ویژه ای اهمیت از مهندسی آمار در

کار مستلزم آن عملکرد که سیستمی اعتماد، قابلیت نظریه در است. کرده جلب خود به را محققان توجه دهه چندین

طول ام (m−k+۱) ترتیبی آماره می شود. شناخته m از k سیستم به عنوان باشد، آن جز m از جز k حداقل کردن

اهمیت از سیستم ها این در (IFR) صعودی۱ خطر نرخ ویژگی حفظ بررسی می دهد. نشان را سیستمی چنین عمر

ویژگی دارای X تصادفی متغیر اگر کردند ثابت (۱۹۶۳) پروشان و ایساری پیوسته، حالت در است. برخوردار ویژه ای

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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چگالی تابع زیرا است، ساده حالت این در اثبات روش بود. خواهند IFR نیز آن ترتیبی آماره های آنگاه باشد IFR

تابع گسسته، حالت در که است این اصلی چالش اما است. بسته ای فرم دارای پیوسته حالت در ترتیبی آماره های

تعمیم یافته که منسجم های سیستم در IFR ویژگی این، بر علاوه ندارد. بسته ای فرم ترتیبی آماره های احتمال جرم

به بود. نخواهد IFR منسجم سیستم آنگاه باشند IFR اجزا اگر یعنی نمی شود، حفظ هستند m از k سیستم های

(۱۹۷۵) پروشان و بارلو و شد معرفی (IFRA) میانگین در صعودی خطر نرخ نام به دیگری ویژگی دلیل، همین

حفظ باشند پیوسته تصادفی متغیرهای اجزا عمر طول که زمانی منسجم سیستم های در IFRA ویژگی که دادند نشان

IFRA ویژگی آنگاه باشد گسسته اجزا عمر طول که زمانی که کردند اثبات (۱۹۹۲) گوپتا و روی آن، از بعد می شود.

همچنان گسسته حالت mبرای از k سیستم های در IFR ویژگی حفظ دبنابراین می شود. حفظ منسجم سیستم های در

بود. مانده باقی اثبات بدون

بقای تابع برای باشد. X نامنفی تصادفی متغیر از m حجم به تصادفی نمونه یک X۱, . . . , Xm کنید فرض

(۲۰۰۴ ناگاراجا، و (دیوید داریم Xk:m ‑ام k ترتیبی آماره

F̄ k:m(x) =

k−۱∑
j=۰

(
m

j

)
F j(x)F̄n−j(x)

= k

(
n

k

)∫ F̄ (x)

۰
ym−k(۱ − y)k−۱dy. (۱)

استفاده حالت دو هر برای و نداشته X توزیع بودن پیوسته یا گسسته با ارتباطی (۱) رابطه که است ذکر به لازم

.(۱۹۷۰ (راکفلر، داریم نیاز تعریف چند به کار ادامه برای می شود.

اگر است محدب f پیوسته تابع گوییم

f(αx+ (۱ − α)y) ≤ αf(x) + (۱ − α)f(y), ۰ < α < ۱, (۲)

اگر است مقعر لگ‑ و

f(αx+ (۱ − α)y) ≥ f(x)αf(y)۱−α, ۰ < α < ۱. (۳)

اگر است محدب an دنباله گوییم همچنین

۲an ≤ an−۱ + an+۱, (۴)
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اگر است مقعر لگ‑ و

a۲
n ≥ an−۱an+۱. (۵)

یک می کنیم. استفاده Fn و F نماد از ترتیب به گسسته و پیوسته توزیع تابع بین گذاشتن تفاوت برای بعد به این از

F̄n اگر است IFR گسسته تصادفی متغیر یک و باشد لگ‑مقعر تابعی F̄ اگر است IFR پیوسته تصادفی متغیر

.(۱۹۷۵ پروشان، و (بارلو باشد لگ‑مقعر ای دنباله

(۱) روابط به توجه با آنگاه باشد IFR ،X گسسته تصادفی متغیر اگر که دادند نشان (۲۰۲۴) ناوارو و علی محمدی

داریم: (۵) و

(F̄ k:mn )۲ =
(
k

(
n

k

)∫ F̄n

۰
ym−k(۱ − y)k−۱dy

)۲

≥
(
k

(
n

k

)∫ F̄n−۱

۰
ym−k(۱ − y)k−۱dy

)(
k

(
n

k

)∫ F̄n+۱

۰
ym−k(۱ − y)k−۱dy

)
= F̄ k:mn−۱ F̄

k:m
n+۱ .

رابطه که زدند حدس (۲۰۲۴) همکاران و علی محمدی اثبات، این روند اساس بر ادامه در

(∫ b

a

f(y) dy
)۲

≥
(∫ b

a

f(ϵy) dy
)(∫ b

a

f(ϵ−۱y) dy
)

(۶)

اگر است مقعر لگ‑ f(ex) که کردند ثابت و باشد برقرار است مقعر لگ‑ f(ex) آن در که f تابع هر برای باید

اگر مقعر لگ‑ f(x) که کردند ثابت آن ها همچنین باشد. برقرار ϵ > ۰ و ۰ < a < b هر ازای به (۶) اگر تنها و

اگر تنها و

(∫ b

a

f(y) dy
)۲

≥
(∫ b

a

f(y − ϵ) dy
)(∫ b

a

f(y + ϵ) dy
)

باشد. برقرار ϵ > ۰ و a < b هر ازای به

رفته کار به روش ابتکاری، گسسته سازی و (۴) رابطه اساس بر متفاوت کاملا اثبات روش یک مقاله این در

و (۲۰۲۴) ناوارو و علی محمدی توسط شده ارائه روش به نسبت که می شود ارائه (۱۹۷۵) پروشان و بارلو در

است. ساده تر (۲۰۲۴) همکاران و علی محمدی
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اصلی نتایج ۲

استاندارد نمایی توزیع دهنده نشان  E و پیوسته تصادفی متغیرهای توزیع توابع دهنده نشان  G و F می کنید فرض

FG = (FoG) نماد با سادگی برای نیز را تابع دو ترکیب باشد. ندارد) کار روند در تاثیری نمایی توزیع (پارامتر

می دهیم. نشان

F ≤c G نماد با و است کوچکتر G از محدب ترتیب بندی در F توزیع گوییم (۱۹۷۵ پروشان، و (بارلو .۱ تعریف
باشد. محدب تابعی G−۱F هرگاه می دهیم نشان

هرگاه می دهیم نشان Fn ≤c G نماد با و است کوچکتر G از محدب ترتیب بندی در Fn توزیع گوییم .۲ تعریف
باشد. محدب دنباله ای G−۱Fn

می شود. آورده این جا در کار تکمیل برای و است (۱۹۷۵) پروشان و بارلو مشابه زیر لم سه اثبات

است. محدب دنباله ای fan آنگاه باشد محدب دنباله ای an و نزولی غیر و محدب تابعی f اگر .۱ لم

f(an) ≤ داریم است نزولی غیر f چون و an ≤ ۱
۲ (an−۱ + an+۱) داریم an بودن محدب از برهان:

f(an−۱
۲ + an+۱

۲ ) ≤ داریم α = ۱
۲ ازای به (۲) رابطه طبق است محدب f چون حال . f(an−۱

۲ + an+۱
۲ )

.۲fan ≤ fan−۱ + fan+۱ نتیجه در . ۱
۲f(an−۱) +

۱
۲f(an+۱)

.Fn ≤c G آنگاه ،F ≤c G و Fn ≤c F اگر .۲ لم

G−۱FF−۱Fn = داریم آنگاه شود، داده قرار F−۱Fn و G−۱F به ترتیب an و f جای به ۱ لم در اگر برهان:
است. محدب دنباله ای که ،G−۱Fn,

.F k:mn ≤c Gk:m آنگاه ،Fn ≤c G اگر .۳ لم

آن در که ،F k:mn = Bk:mFn نوشت می توان (۱) رابطه اساس بر برهان:

Bk:m(x) = k

(
n

k

)∫ x

۰
yk−۱(۱ − y)m−kdy.

.Gk:m−۱
F k:mn = (Bk:mG)−۱Bk:mFn = G−۱Bk:m

−۱
Bk:mFn = G−۱Fn نتیجه در

است. معادل Fn ≤c E با X گسسته تصادفی متغیر بودن IFR .۱ قضیه
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داریم (۴) رابطه و ۲ تعریف طبق ،E−۱(x) = − ln(۱ − x) چون برهان:

− ۲ ln(۱ − Fn) ≤ − ln(۱ − Fn−۱)− ln(۱ − Fn+۱)

↔ ln(F̄n)
۲ ≥ ln(F̄n−۱) + ln(F̄n+۱)

↔ ln(F̄n)
۲ ≥ ln(F̄n−۱F̄n+۱)

↔ (F̄n)
۲ ≥ F̄n−۱F̄n+۱,

است. تمام اثبات و

است. IFR ،۱ ≤ k ≤ m ازای به Xk:m ترتیبی آماره آنگاه باشد IFR ،X گسسته تصادفی متغیر اگر .۲ قضیه

با است معادل X بودن IFR ،۱ قضیه طبق .F k:mn ≤c E که دهیم نشان است کافی ۱ قضیه طبق برهان:
توزیع از ترتیبی آماره های چگالی تابع طرفی از F k:mn ≤c Ek:m داریم ۳ لم اساس بر نتیجه در و Fn ≤c E
(۲۰۱۶ همکاران، و (علی محمدی می دهد نتیجه را بودن IFR بودن، مقعر لگ‑ چون و هستند مقعر لگ‑ نمایی،

است. تمام اثبات و می آید به دست نظر مورد نتیجه ۲ لم طبق نهایت در .Ek:m ≤c E داریم

۲ قضیه از کاربرد یک ۳

تابع .(۱۹۷۵ پروشان، و (بارلو می شود تعیین ام −(m− k+ ۱) ترتیبی آماره توسط m از k سیستم یک عمر طول

گسسته حالت در خطر نرخ

hn =
F̄n−۱ − F̄n
F̄n−۱

= ۱ − F̄n
F̄n−۱

, n ∈ N.

داریم m از k سیستم خطر نرخ برای بنابراین

hm−k+۱:m
n = ۱ − F̄m−k+۱:m

n

F̄m−k+۱:m
n−۱

, n ∈ N. (۷)

است خرابی زمان تا شدن خاموش و روشن دفعات تعداد اجزا، عمر طول آن در که می زنیم مثال را سیستمی ابتدا

نظر در را است θ پارامتر با هندسی توزیع دارای آن اجزای عمر طول که ۳ از ۲ سیستم یک .(۲۰۱۸ (دمبینسکا،

عبارت به است، خرابی زمان تا محوله وظیفه صحیح انجام دفعات تعداد هندسی تصادفی متغیر اینجا در بگیرید.
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داریم (۷) و (۱) رابطه طبق است. جز شدن خراب اینجا در موفقیت دیگر

h۲:۳
n = ۱ − F̄ ۲:۳

n

F̄ ۲:۳
n−۱

= ۱ − (۱ − θ)۳n + ۳(۱ − (۱ − θ)n)(۱ − θ)۲n

(۱ − θ)۳(n−۱) + ۳(۱ − (۱ − θ)n−۱)(۱ − θ)۲(n−۱) .

آن بودن IFR دهنده نشان همگی که است شده رسم مختلف های θ ازای به سیستم خطر نرخ تابع ۱ شکل در

همان طور اما است. ثابت آن خطر نرخ زیرا است، ⅮFR هم و IFR هم هندسی توزیع که است ذکر به لازم است.

θ = ۰٫۰۱, ۰٫۰۵, ۰٫۱ ازای به هندسی اجزای با ۳ از ۲ سیستم خطر نرخ تابع .۱ شکل

است. IFR سیستم خطر نرخ می شود، ملاحظه ۱ شکل در که

عمر از مهم تر خرابی، تا شلیک شده گلوله های تعداد سلاح ها، اعتماد قابلیت مبحث در دیگر، مثالی عنوان به

کار و سر گسسته عمر طول تصادفی متغیر یک با نیز اینجا در نتیجه در .(۱۹۹۵ همکاران، و (شیکد است سلاح

هر عمر طول که باشد شده تشکیل گلنگدن و ماشه جز دو از ساده) حالت (در سبک اسلحه یک کنید فرض داریم.

موفقیت با زمانی گلوله شلیک عمل که آنجایی از می دهند. انجام درستی به را خود وظیفه که است دفعاتی تعداد کدام

کار و سر ۲ از ۲ سیستم یک با عبارتی به یا سری سیستم یک با کنند، کار درستی به جز دو هر که می شود انجام

داریم (۷) و (۱) رابطه طبق داریم.

h۱:۲
n = ۱ − F̄ ۱:۲

n

F̄ ۱:۲
n−۱

= ۱ − (۱ − θ)۲n

(۱ − θ)۲(n−۱) = ۱ − (۱ − θ)۲,



۴۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع

یک طبق که است خاطر این به و نبوده اتفاقی مسئله این البته است. ( IFR نتیجه در (و ثابت مقداری که

باشد هندسی توزیع X۱:mدارای اگر تنها و اگر است هندسی توزیع Xدارای گسسته تصادفی متغیر سازی، مشخصه

.(۲۰۰۴ ناگاراجا، و (دیوید

نتیجه گیری و بحث

جمله از گوناگون آماره های در سالخوردگی ویژگی های بودن بسته اعتماد قابلیت و بقا تحلیل در مهم مسائل از یکی

آن اثبات زمانی فاصله که است جالبی مسائل از ترتیبی آماره های در IFR ویژگی بودن بسته است. ترتیبی آماره های

بار اولین که آنچه از متفاوت اثبات یک مقاله این در می رسد. دهه شش از بیش به گسسته و پیوسته حالت برای

این در لم چندین اثبات محدب، ترتیب بندی تعریف از استفاده با بودند کرده مطرح (۲۰۲۴) ناوارو و علی محمدی

شد. ارائه نمایی تصادفی متغیر با محدب ترتیب بندی اساس بر گسسته تصادفی متغیر بودن IFR تعریف و زمینه

تشکر و تقدیر

مقاله بهبودی باعث ها آن ارزنده نظرات و کردند داوری را مقاله که مجله ویراستار و گرامی داوران محترم، سردبیر از

می شود. قدردانی شد
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