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Introduction
One manifestation of modern societies in all aspects of social life is queues.
In supermarkets, doctors’ offices, public transportation stations, telecommu-
nications companies, banks, ports, and airports, Queue formation is clearly
observed in computer systems and production lines. Queue theory is con-
sidered an essential component of intelligent tools, and the study of queue
models in manufacturing and service sectors is necessary to increase system
efficiency, achieve competitive advantages, and meet quality standards. In
management science, traditional mathematical models have been proposed
for queue analysis, which are very useful for understanding and making ap-
propriate decisions for queuing systems. Still, they are not sufficient because
the assumptions on which these models are based assume stability and a
lack of change in the queue structure. Therefore, studying various models
in queueing theory is necessary to improve the efficiency of queuing systems.
In this paper, from the family of {Er/M/c; r, c ∈ N} models, the Er/M/3
model is introduced, and quantities such as the distribution of the num-
ber of requests (customers) in the system, the average number of requests
in the queue and the system, and the average waiting time in the queue
and the system for a request are derived, which these quantities are among
the performance evaluation criteria for any queuing system. On the other
hand, due to the important role of the traffic intensity parameter in the per-
formance evaluation criteria of queuing systems, its estimation is obtained
using Bayesian, E-Bayesian, and Hierarchical Bayesian methods under the
Generalized Entropy loss function and based on the system downtime, and
then, based on the E-Bayesian estimator, a new estimator for the traffic
intensity parameter is introduced, which is named the E2-Bayesian estima-
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tor in this paper. Since reducing the waiting time of each customer in the
queue and achieving customer satisfaction with the system is one of the con-
cerns of any queuing system, among the Bayesian, E-Bayesian, Hierarchical
Bayesian, and the new estimators, the estimator that can reduce the average
waiting time in the customer queue is considered as the optimal estimator for
the traffic intensity parameter in this paper. Furthermore, using the Monte
Carlo simulation method and real data, the superiority of the new estimator
over the other estimators mentioned in the paper is demonstrated.

Material and Methods
The statistical methods used in this article are Bayesian estimation, E-
Bayesian estimation, and E2-Bayesian methods. The estimated parameters
are the traffic intensity of the model Er/M/3.

Results and Discussion
Using a measure called the average waiting time in a customer queue sys-
tem, we want to choose an appropriate estimator from among the Bayesian,
E-Bayesian, and E2-Bayesian estimators. The estimator that minimizes this
measure is the best.

Conclusion
Using Monte Carlo simulation and a numerical example, it was concluded
that the E2-Bayesian estimation of the traffic intensity parameter is better
than the Bayesian and E-Bayesian estimations.

Keyworⅾs: Queuing model Er/M/3, Traffic intensity parameter, Average
waiting time in the queue, E-Bayesian estimation, Hierarchical Bayesian es-
timation, E2 -Bayesian estimation.

Mathematics Subject Classification (2020): 62C12� 62K05.

���

©The Author(s). The Publisher is Iranian Statistical Society.
This is an open access article distributed under the terms and conditions of (CC BY-NC 4.0)

http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/


۱۴۰۴ زمستان و پاییز آمار ی، علوم مجله
۵۱۴ −− ۴۹۱ ص ،۲ شماره ،۱۹ جلد

ⅮOI:  10.61882/jss.19.2.12
پژوهشی مقاله

ترافیک شدت پارامتر برای (E۲‑بیز) جدید برآوردی و Er/M/۳ صف بندی مدل معرفی

شهرستانی زاده یعقوب شهرام

ایران. تهران، نور، پیام دانشگاه آمار، گروه

yagoubzade@pnu.ac.ir شهرستانی، زاده یعقوب شهرام : مسئول نویسنده

۱۴۰۴/۸/۱۳متن انتشار: و پذیرش تاریخ ۱۴۰۴/۸/۱۱ بازنگری: تاریخ ۱۴۰۳/۱۲/۲۴ دریافت: تاریخ

افزایش صف بندی سیستم های بهره وری تا است لازم صف نظریه در متنوع مدل های مطالعه چکیده:

و می شود معرفی Er/M/۳ مدل ،{Er/M/c; r, c ∈ N} مدل های خانواده از مقاله این در یابد.

سیستم و صف در متقاصیان تعداد متوسط سیستم، در (مشتریان) متقاضیان تعداد توزیع مانند کمیت هایی

پارامتر ویژه نقش دلیل به می شوند. آورده دست به متقاضی یک سیستم و صف در انتظار زمان متوسط و

و E‑بیز بیز، روش های به آن برآورد صف بندی، سیستم های عملکرد ارزیابی معیارهای در ترافیک شدت

و می شود آورده دست به سیستم، توقف زمان اساس بر و عمومی آنتروپی زیان تابع تحت سلسله مراتبی بیز

مقاله این در که می گردد معرفی ترافیک شدت پارامتر برای جدید برآوردی E‑بیز، برآوردگر اساس بر سپس

برآوردگر و سلسله مراتبی بیز E‑بیز، بیز، برآوردگرهای بین در این بنابر می شود. نامیده E۲‑بیز برآورد

عنوان به مقاله این در دهد کاهش را مشتری صف در انتظار زمان مدت متوسط بتواند که برآوردگری جدید،

شبیه سازی روش از استفاده با همچنین می شود. گرفته نظر در ترافیک شدت پارامتر مطلوب برآوردگر

ذکر برآوردگرهای سایر به نسبت جدید برآوردگر برتری واقعی داده های مجموعه یک کمک به و مونت کارلو

می شود. داده نشان مقاله در شده

برآورد صف، در انتظار زمان مدت متوسط ترافیک، شدت ،Er/M/۳ صف بندی مدل کلیدی: واژه های

E۲‑بیز. برآورد مراتبی، سلسله بیز برآورد E‑بیز،

.62K05 ،62C12 :(۲۰۲۰) ریاضی موضوع بندی کد
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مقدمه ۱

مارکت ها، سوپر در هستند. صف ها یافته موجودیت اجتماعی زندگی زوایای تمام در که مدرن جوامع مظاهر از یکی

سیستم های فرودگاه ها، بنادر، بانک ها، مخابرات، شرکت های عمومی، نقلیه وسایط ایستگاه های پزشکان، مطب

هوشمند ابزارهای و مهم اجزاء از یکی صف تئوری می شود. مشاهده وضوح به صف تشکیل تولید خطوط و رایانه ای

کسب و سیستم بهره وری افزایش جهت خدماتی و تولیدی بخش های در صف مدل های مطالعه و شده محسوب

ارائه هزینه های بین تعادل ایجاد صدد در همواره مدیران است. لازم کیفیت استانداردهای و رقابتی مزیت های

طوری صف ها طول که دارند نظر در آن ها هستند. صف ها در مشتریان نگهداشتن هزینه های و مطلوب خدمات

در مشتریان نگهداشتن منتظر واقع در ننمایند. ترک را صف و نشده ناراحت و خسته مشتریان که شود کنترل

بر کلان و خرد سطح در را چشم گیری هزینه های که می شود خاصی فرهنگ های و عادات ایجاد باعث صف ها

که شده اند مطرح صف تحلیل و تجزیه جهت ریاضی سنتی مدل های مدیریت، علم در می کند. تحمیل سیستم

نتیجه در نیستند، کافی اما هستند مفید بسیار انتظار صف سیستم های مناسب تصمیم اتخاذ و شناخت جهت

دارا را واقعیت با مطابق انعطاف پذیری و قطعیت عدم شرایط انعکاس قابلیت که شوند معرفی مدل هایی باید

در متقاضیان تعداد توزیع مانند آن ها موثر اندازه های و معرفی متنوعی صف بندی مدل های است بهتر باشند.

به متقاضیان سیستم و صف در انتظار زمان مدت متوسط و سیستم و صف در متقاضیان تعداد متوسط سیستم،

یعنی هستند. (Er) ارلانگ توزیع دارای صف بندی مدل های صف بندی، مدل های از گروه یک شوند. آورده دست

که است ارلانگ توزیع دارای آن ها سرویس زمان یا و مشتری ها متوالی ورودهای بین زمانی فاصله که مدل هایی

دو این از می شوند. تفکیک {Er/M/c; r, c ∈ N} و {M/Er/c; r, c ∈ N} مدل های از گروه دو به

محققین توسط c = ۱, ۲ ازای به مدل هایی ،{M/Er/c; r, c ∈ N} مدل های خانواده بویژه مدل ها خانواده

مدل در آن ها ریاضی خواص بررسی و پارامترها برآورد شد. برآورد مدل، ارزیابی معیارهای از بعضی و معرفی

فیسچر توسط Ek/M/۱ صف بندی سیستم در متقاضیان انتظار زمان برآورد و (۱۹۸۲) گوپتا توسط M/Ek/۱

،(۱۹۹۸) ویپر توسط Er/M/c و Er/M/۱ مدل های پارامترهای بیزی تحلیل است. گرفته صورت (۱۹۷۴)

ترافیک شدت پارامتر برآورد و (۱۹۹۸) اینسوا توسط M/Hk/۱ و M/Er/۱ مدل های پارامترهای بیزی تحلیل

مدل در کیفیت کنترل زمینه در هم تحقیقی شد. انجام (۱۹۹۸) سوبارائو و چاندارا هاریش توسط M/Ek/۱ مدل

توسط M/Er/۱ مدل در پارامترها بیزی برآورد شد. گرفته صورت (۲۰۱۱) دهیانی و جاین توسط M/Ek/۱

،(۲۰۱۴) مانوهاران و جوس توسط صف بندی مدل های انواع در پارامترها بیزی برآورد ،(۲۰۱۴) میتی و چادهوری

چاندراساخار و وایدیاناتان توسط بیزی و ماکسیمم درستنمایی روش های به M/Er/۱ مدل در پارامترها برآورد

آورده دست به (۲۰۲۱) جوس و دیپتچی توسط متغیره دو پیشین توزیع از استفاده با پارامترها بیزی برآورد و (۲۰۱۸)

M/E۱/c مدل همان (که M/M/c صف بندی مدل پایایی احتمال و ترافیک شدت پارامتر برآورد همچنین شد.

شد. آورده دست به (۱۴۰۲) یعقوب زاده توسط سیستم در توقف زمان یک تحت است)

{Er/M/c, r ∈ N} صف بندی مدل های خانواده از مدلی صف بندی، نظریه در متنوع تر مدل های ارائه برای
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دست به سیستم عملکرد ارزیابی معیارهای سایر و سیستم در متقاضیان تعداد توزیع و معرفی Er/M/۳ نام به

و T توقف زمان اساس بر سپس است. فعال T زمان تا سیستم می شود فرض مقاله این در همچنین می شود. آورده

برآورد سلسله مراتبی بیز و E‑بیز بیز، روش های به (ρ) مدل ترافیک شدت پارامتر عمومی، آنتروپی زیان تابع تحت

بیز، برآوردگرهای به نسبت آن کارایی و معرفی ρ̂E۲B نام به ρ برای جدید برآوردی E‑بیز برآورد اساس بر و شده

اقتصادی‑اجتماعی لحاظ از مشتری یا متقاضی هر وقت طرفی از می شود. سنجیده ρ سلسله مراتبی بیز و E‑بیز

نگهداشتن راضی صف بندی سیستم هر اهداف از یکی بماند. صف در نباید زیادی زمان مدت و است بارزش بسیار

برآوردگری مقاله این در این بنابر گردد. مینیمم صف در انتظار زمان مدت است آن بر سعی همواره و است مشتری

شود. مینیمم متقاضی صف در انتظار زمان مدت آن، ازای به که می شود محسوب ρ مناسب برآورد

موثر اندازه های از بعضی و معرفی Er/M/۳ صف بندی مدل ۲ بخش در است. صورت این به مقاله ساختار

انتظار زمان مدت متوسط سیستم، و صف در متقاضیان تعداد متوسط سیستم، در متقاضیان تعداد توزیع مانند آن

پارامتر سلسله مراتبی بیز و E‑بیز بیز، برآوردهای ۳ بخش در می شود. آورده دست به سیستم و صف در متقاضی یک

و شده آورده دست به توقف زمان یک اساس بر و عمومی آنتروپی زیان تابع تحت شده معرفی مدل ترافیک شدت

روش از استفاده با ۵ و ۴ بخش های در می شود. معرفی ρ برای E‑بیز برآورد اساس بر جدید برآوردگری همچنین

برآوردگرهای سایر نسبت شده معرفی برآوردگر برتری واقعی داده های مجموعه یک کمک به و مونت کارلو شبیه سازی

می شود. ارائه نتیجه گیری و بحث انتها در می شود. داده نشان شده اشاره

Er/M/۳ صف بندی مدل ۲

این دیگر عبارت به هستند. ارلانگ توزیع دارای صف بندی سیستم های مهم، صف بندی سیستم های از گروه یک

آن ها سرویس زمان توزیع یا مشتریان متوالی ورودهای بین زمان توزیع که هستند صف بندیی سیستم های سیستم ها،

تعریف ارلانگ توزیع ابتدا بخش این در این بنابر می باشند. ارلانگ توزیع دارای تصادفی متغیرهایی دو، هر یا و

توزیع و Er/M/۳معرفی نام به ارلانگ توزیع دارای صف بندی مدل های خانواده از صف بندیی مدل سپس و می شود

تصادفیی متغیرهای می شوند. آورده دست به آن عملکرد ارزیابی معیارهای از برخی و سیستم در متقاضیان تعداد

پیروی متنوعی توزیع های از صف بندی سیستم های در مشتری ها ورود دو بین زمان یا و سرویس زمان مدت مانند

است. آن ها معروف ترین از یکی ارلانگ۱ توزیع که می کنند

صورت به احتمال چگالی تابع دارای اگر است ارلانگ توزیع دارای X تصادفی متغیر .۱ تعریف

f(x) =
λr

Γ(r)
xr−۱e−λx, x > ۰, λ > ۰, r ∈ {۱, ۲, · · · }

می شود. داده نشان Er(r, λ) نماد با و باشد
1Erlang
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زمان و Er(r, λ) توزیع دارای متقاضیان ورودهای بین زمان  که است سیستمی Er/M/۳ صف بندی مدل

است. f(t) = µe−µt, µ > ۰, t > ۰ احتمال چگالی تابع با و µ پارامتر با نمایی توزیع دارای آن ها سرویس های

سیستم عملکرد ارزیابی معیارهای و سیستم در متقاضیان تعداد توزیع ۲ .۱

صورت به (۱۹۹۰) آلن در Er/M/c سیستم در متقاضیان تعداد توزیع محاسبه نحوه کلی طور به

πn =


۱ − ρ− cρ

∑c−۱
j=۱ Π(j − ۱)

(
۱
j −

۱
c

)
n = ۰

cρ
n Π(n− ۱) ۱ ≤ n ≤ c− ۱

ρΠ(n− ۱) n ≥ c

(۱)

و ترافیک۱) شدت (پارامتر ρ = λ
µ طوریکه به می شود ارائه

Π(n) =


∑c−۱
i=n(−۱)i−n

(
i
n

)
Ui n = ۰, ۱, · · · , c− ۲

Dωn−c n ≥ c− ۱
(۲)

متقاضیان متوالی ورود دو بین زمان توزیع لاپلاس تبدیل G(.) که بوده ω = G(cµ(۱ − ω)) معادله ریشه ω و

همچنین .(۰ < ω < ۱) است

Ui = DCi

c∑
j=i+۱

(
c
j

)
Cj(۱ − gj)

[c(۱ − gj)− j

c(۱ − ω)− j

]
, ۰ ≤ i ≤ c− ۱,

gj = G(jµ), j = ۱, · · · , c,

Cj =

 ۱ j = ۰∏j
i=۱(

gi
۱−gi ) j = ۱, · · · , c,

D = [
۱

۱ − ω
+

c∑
j=۱

(
c
j

)
Cj(۱ − gj)

(
c(۱ − gj)− j

c(۱ − ω)− j
)]−۱ (۳)

هستند.

1Trafic intensity
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است. زیر صورت به سیستم در متقاضیان تعداد توزیع Er/M/۳ صف بندی مدل در .۱ قضیه

π۰ =۱ − ρ۲(۱ − ω)

۲
(

۱۲ + ۱۲ρ۲ − ۲۵۲ρ۲ω − ۳۰ρ− ۱۳۵ρω + ۲۷ρω۲ + ۶۰ω
۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

+
۴۳۲ρ۳ω − ۲۷۰ρ۲ω۲ − ۹۹ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ )

π۱ =۳ρ۲(۱ − ω)(
۲ + ۳ρ۲ − ۳۶ρ۲ω − ۶ρ− ۴۰٫۵ρω + ۱۳٫۵ρω۲ + ۲۴ω + ۳۶ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

+
۲۱۶ρ۳ω − ۲۱۶ρ۲ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ )

π۲ =
۳ρ۲(۱ − ω)(۲ − ۳ω)(۲ + ۹ω − ۵۴ρ۲ω − ۳ρ+ ۹ρω)

۲(۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳)

πn =
۹ρ۳(۱ − ω)(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)ωn−۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ , n ≥ ۳

صورت به ترتیب به (۲) و (۱) روابط c = ۳ ازای به برهان:

πn =


۱ − ۲+۴Π(۰)+Π(۱)

۲ ρ n = ۰
۳ρΠ(n−۱)

n n = ۱, ۲

ρΠ(n− ۱) n ≥ ۳

(۴)

Π(n) =


U۰ − U۱ + U۲ n = ۰

U۱ − ۲U۲ n = ۱

Dωn−۳ n ≥ ۲

(۵)

G(s) = تابع ،Er(r, λ) یعنی متقاضیان متوالی ورود دو بین زمان توزیع لاپلاس تبدیل طرفی از می شوند. تبدیل

رابطه ω = G(cµ(۱ − ω)) معادله از ،x = ω
۱
r فرض با و c = ۳ ازای به این بنابر است. (λ/(λ + s))r

c = ۳ ازای به همچنین می شود. حاصل xr+۱ − (۱ + ρ)x+ ρ = ۰ یا ۳µxr+۱ − (λ+ ۳µ)x+ λ = ۰

روابط (۳) رابطه از

gi =
λ

λ+ iµ
=

ρ

i+ ρ
, i = ۱, ۲, ۳

Ci =

 ۱ i = ۰
(ρ)i

i! i = ۱, ۲, ۳
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D =
۹ρ۲ω(۱ − ω)(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

U۰ =
(۱ − ω)(۲ + ۳ω − ۱۸ρω − ۹ω۲ − ۲۷ρ۲ω + ۵۴ρ۲ω۲)

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

U۱ =
۳ρ(۱ − ω)(۲ − ۳ω)(۱ + ۳ω − ۱۸ωρ۲)

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

U۲ =
۱٫۵ρ۲(۱ − ω)(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

رابطه به (۵) رابطه روابط، این کمک به این بنابر می شوند. آورده دست به

Π(n) =


ρ(۱−ω)(۲+۳ρ۲−۳۶ρ۲ω−۶ρ−۴۰٫۵ρω+۱۳٫۵ρω۲+۱۲ω+۱۸ω۲−۱۰۸ρ۲ω۲+۱۰۸ρ۳ω)

۲+ω−۱۲ω۲−۳۶ρω−۹ρ۲ω+۱۸۹ρω۲+۹ω۳−۱۶۲ρ۲ω۳ n = ۰
ρ(۱−ω)(۲−۳ω)(۲+۹ω−۵۴ρ۲ω−۳ρ+۹ρω)

۲+ω−۱۲ω۲−۳۶ρω−۹ρ۲ω+۱۸۹ρω۲+۹ω۳−۱۶۲ρ۲ω۳ n = ۱
۹ρ۲ω(۱−ω)(۱−۳ω)(۲−۳ω)ωn−۲

۲+ω−۱۲ω۲−۳۶ρω−۹ρ۲ω+۱۸۹ρω۲+۹ω۳−۱۶۲ρ۲ω۳ n ≥ ۲

πn = یعنی (N) سیستم در متقاضیان تعداد توزیع ،(۴) رابطه و رابطه این کمک به این می شود.بنابر تبدیل

صورت به P (N = n)

π۰ =۱ − ρ۲(۱ − ω)

۲
(

۱۲ + ۱۲ρ۲ − ۲۵۲ρ۲ω − ۳۰ρ− ۱۳۵ρω + ۲۷ρω۲ + ۶۰ω
۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

+
۴۳۲ρ۳ω − ۲۷۰ρ۲ω۲ − ۹۹ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ )

π۱ =۳ρ۲(۱ − ω)(
۲ + ۳ρ۲ − ۳۶ρ۲ω − ۶ρ− ۴۰٫۵ρω + ۱۳٫۵ρω۲ + ۲۴ω + ۳۶ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳

+
۲۱۶ρ۳ω − ۲۱۶ρ۲ω۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ )

π۲ =
۳ρ۲(۱ − ω)(۲ − ۳ω)(۲ + ۹ω − ۵۴ρ۲ω − ۳ρ+ ۹ρω)

۲(۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳)

πn =
۹ρ۳(۱ − ω)(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)ωn−۲

۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳ , n ≥ ۳

می شود. آورده دست به

مدل در (Wq) متقاضی هر صف در انتظار زمان مدت متوسط و (Lq) درصف متقاضیان تعداد متوسط .۱ فرع
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ترتیب به Er/M/۳ صف بندی

Lq =
۹ρ۳ω۲(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)

(۱ − ω)(۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳)

Wq =
۹ρ۳ω۲(۱ − ۳ω)(۲ − ۳ω)

λ(۱ − ω)(۲ + ω − ۱۲ω۲ − ۳۶ρω − ۹ρ۲ω + ۱۸۹ρω۲ + ۹ω۳ − ۱۶۲ρ۲ω۳)

می شود. آورده دست به

است صف در متقاضیان تعداد معرف Nq که Lq = E(Nq) رابطه کمک به و ۱ قضیه از استفاده با برهان:
روابط کمک به همچنین می شوند. آورده دست به Wq ،(۱۹۹۰ (آلن، Lq = λWq رابطه از استفاده با و Lq
تعداد متوسط و (W ) سیستم در متقاضی انتظار زمان متوسط (۱۹۹۰ (آلن، L = λW و W = Wq +

۱
µ

می شوند. محاسبه (L = E(N)) سیستم در متقاضیان

سیستم در توقف زمان یک تحت ترافیک شدت پارامتر برآورد ۳

که می شود متوقف سیستم فعالیت آن از بعد و است فعال T مانند زمانی تا سیستم که می شود فرص بخش این در

ترتیب به B(T ) و A(T ) ،T زمان تا سیستم فعالیت شروع زمان از می شود. نامیده توقف زمان T مقاله این در

می شوند. گرفته نظر در سیستم) از شده (خارج شده سرویس متقاضیان تعداد و سیستم به شده وارد متقاضیان تعداد

ترافیک شدت پارامتر نهایت، در می شوند. تعریف مراتبی سلسله بیز و E‑بیز برآوردهای و معرفی زیان تابع سپس

اساس بر و سیستم در توقف زمان یک تحت سلسله مراتبی بیز و E‑بیز بیز، روش های به Er/M/۳ صف بندی مدل

می شود. معرفی نیز جدید برآوردگری و شده برآورد عمومی۱ آنتروپی زیان تابع

معقول انتخاب که است، آماری توزیع های پارامترهای برآورد برای مختلف روش های از یکی بیز، روش

توزیع تعریف این، بنابر دارد. بیزی برآوردگر خطای کاهش در مهمی نقش پارامتر، فضای روی پیشین توزیع های

دارد. مهمی نقش پیشین، توزیع ابرپارامترهای روی خاص شرایطی اعمال و پارامتر فضای روی مناسب پیشین

توسط ابتدا سلسله مراتبی بیز پیشین توزیع هستند. برآوردگرها نوع این از سلسله مراتبی بیز و E‑بیز برآوردهای

روش های و گرفت قرار بیشتری بررسی مورد (۱۹۷۷) هان توسط سپس و شد معرفی (۱۹۷۲) اسمیت و لیندلی

برآوردها نظریه در نویسنده چند توسط روش ها این از اخیرا شدند. معرفی سلسله مراتبی۳ بیز و E‑بیز۲ برآورد

توسط دوجمله ای توزیع نسبت پارامتر برآورد و نمایی توزیع پارامتر برآورد از: عبارتند آن ها از برخی که شد استفاده

دوم نوع فزآینده سانسور نمونه های اساس بر ۱۲ نوع بور توزیع اعتماد قابلیت تابع و پارامتر برآورد ،(۲۰۰۹) هان

1Generalentropy loss function
2E-Bayesian
3Hierarchical Bayesian
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پارامترهای برآورد ،(۲۰۱۲) همکاران و وانگ توسط پاسکال توزیع پارامتر برآورد ،(۲۰۱۱) اکاشا و جاهین توسط

فزآینده سانسور طرح اساس بر اساس بر گومپرتز توزیع مقیاس پارامتر برآورد ،(۲۰۱۷) یوسف زاده توسط پاسکال

تحت رایلی توزیع در مقاومت تنش پارامتر برآورد و (۲۰۱۸) شهرستانی یعقوب زاده توسط فازی های داده و دوم نوع

داده ها تحلیل در سلسله مراتبی بیز روش کاربرد همچنین .(۱۳۹۸) یعقوب زاده و شادرخ توسط لاینکس زیان تابع

ریچارد (۲۰۱۱)؛ دوکر و اوسی (۲۰۱۰)؛ زلنر و آندو (۲۰۱۰)؛ تینگلی و کرسیس (۲۰۰۹)؛ ویکل و میچیز توسط

شد. داده نشان (۲۰۱۱)

عنوان به Er(r, λ) توزیع با همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Uk, k ≥ ۱} مقاله این در

چگالی با همتوزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Vk, k ≥ ۱} و متقاضیان متوالی ورود بین زمان های

گرفته نظر در سیستم توقف زمان نیز T و متقاضیان سرویس زمان های عنوان به g(v, µ) = µe−µv, v > ۰

سرویس متقاضیان تعداد عنوان به B(T ) و سیستم به شده وارد متقاضیان تعداد عنوان به A(T ) فرض با می شوند.

صورت به درستنمایی تابع X = {U۱, · · · , UA(T ), V۱, · · · , VB(T )} نمونه گرفتن نظر در با و T زمان تا شده

LT (λ, µ) =

A(T )∏
i=۱

f(ui, λ)

B(T )∏
i=۱

g(vi, µ) = λA(T )µB(T )e−(λ
∑A(T )

i=۱ ui+µ
∑B(T )

i=۱ vi) (۶)

صورت به عمومی آنتروپی زیان تابع نام به زیانی (۱۹۹۶)تابع پولسینی و کالابریا می شود.

L(θ̂, θ) ∝ (
θ̂

θ
)p − p ln(

θ̂

θ
)− ۱, p ̸= ۰. (۷)

θ̂GB = [E(θ−p|data)]−
۱
p صورت به زیان تابع این تحت را داده ها شرط به θ پارامتر بیز برآورد و کردند معرفی

آوردند. دست به

توام پیشین توزیع π(b۱, b۲) و θ پیشین توزیع در ابرپارامترهایی b۲ و b۱ کنید فرض (۱۹۷۷ (هان، .۲ تعریف
صورت به می شود، داده نشان θ̂EB نماد با که θ E‑بیز برآورد آن گاه باشند، θبیز برآورد θ̂B(b۱, b۲) و (b۱, b۲)

θ̂EB = Eπ(b۱,b۲)(θ̂B(b۱, b۲))

=

∫
Λ۱

∫
Λ۲

θ̂B(b۱, b۲)π(b۱, b۲)db۱db۲, b۱ ∈ Λ۱, b۲ ∈ Λ۲

است. θ بیز برآورد ریاضی امید حقیقت در و می آید دست به

باشند، λ ابرپارامتر و θ پارامتر متناظر پیشین توزیع های ترتیب به π
′
(λ) و π(θ|λ) اگر (۱۹۷۷ (هان، .۳ تعریف

آورده دست به π
′′
(θ) =

∫
Λ
π(θ|λ)π′

(λ)dλ, λ ∈ Λ صورت به θ مراتبی سلسله پیشین توزیع آن گاه

می شود.



۵۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهرستانی زاده یعقوب شهرام

مراتبی سلسله بیز و E‑بیز بیز، برآوردهای ۳ .۱

ترتیب به پیشین توزیع های با و هم از مستقل پارامترهای µ و λ بخش این در

π(λ|a, b) = ba

Γ(a)
λa−۱e−bλ, λ > ۰, a > ۰, b > ۰, (۸)

π(µ|c, η) = cη

Γ(c)
µc−۱e−ηµ, µ > ۰, c > ۰, η > ۰ (۹)

می شوند. گرفته نظر در

صورت به Er/M/۳ صف بندی ترافیک شدت پارامتر E‑بیز برآورد .۲ قضیه

ρ̂EB(c۱, c۲) =
۱
c۱c۲

∫ c۲

۰

∫ c۱

۰
ρ̂B(b, η)π(b, η)dbdη

=
ϕ−

۱
p (c۲ + ۲T۲)

۶c۱
log(

c۱ + T۱

T۱
)

هستند. ثابت c۲ و c۱ و T۲ =
∑B(T )
i=۱ Vi و T۱ =

∑A(T )
i=۱ Ui آن در که است

صورت به X شرط به µ و λ توام پسین توزیع (۹) و (۸) روابط به توجه با برهان:

π(λ, µ|X) =
(T۱ + b)rA(T )+a(T۲ + η)B(T )+c

Γ(rA(T ) + a)Γ(B(T ) + c)
λrA(T )+a−۱µB(T )+c−۱

× e−λ(T۱+b)−µ(T۲+η) (۱۰)

صورت به (۷) رابطه زیان تابع تحت ρ بیزی برآورد (۱۰) رابطه کمک به این بنابر می شود. آورده به دست

ρ̂B(b, η) = {E(ρ−p|X)}−
۱
p =

۱
۳
ϕ−

۱
p .
η + T۲

b+ T۱

،(۹) رابطه در (۱۹۷۷) هان به توجه با است. ϕ = Γ(a+rA(T )−p)Γ(c+B(T )+p)
Γ(a+rA(T ))Γ(c+B(T )) آن در که می شود آورده دست به

dπ(λ|a,b)
dλ = رابطه به توجه با پس باشد. کاهشی λ به نسبت π(λ|a, b) که می شوند گرفته نظر در طوری b و a

باعث b بودن بزرگ که داد نشان (۱۹۸۵) برگر باشد. ۰ < a ≤ ۱ و b > ۰ باید b
aλa−۲ebλ

Γ(a) ((a− ۱)− bλ)

۰ < b < c۱ صورت به و شده کراندار بالا از باید b پارامتر ابر این بنابر می شود. λ بیزی برآورد استواری کاهش

این در این بنابر است. یکنواخت توزیع b توزیع مناسب ترین که داد نشان (۲۰۱۱) هان می شود. گرفته نظر در

شرط به توجه با همچنین می شود. گرفته نظر در (۰, c۱) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع π(b) یعنی b توزیع مقاله



ترافیک شدت پارامتر برای جدید برآوردی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵۰۲

تبدیل π(λ|b) = be−bλ, λ > ۰, b > ۰ صورت به (۸) رابطه a = ۱ گرفتن نظر در با ،۰ < a ≤ ۱

بنابر می شود. انجام نیز (۹) رابطه در η و c برای ،(۸) رابطه در b و a باره در فوق استدلال مشابه استدلالی می شود.

c = ۱ فرض با همچنین می شود. گرفته نظر در (۰, c۲) بازه در پیوسته یکنواخت توزیع π(η) یعنی η توزیع این

از استفاده با و ۲ تعریف به توجه با می شود. تبدیل π(µ|η) = µe−ηµ, µ > ۰, η > ۰ صورت به (۹) رابطه

صورت به ρ E‑بیز برآورد π(µ|η) و π(λ|b)

ρ̂EB(c۱, c۲) =
۱
c۱c۲

∫ c۲

۰

∫ c۱

۰
ρ̂B(b, η)π(b, η)dbdη

=
ϕ−

۱
p (c۲ + ۲T۲)

۶c۱
log(

c۱ + T۱

T۱
) (۱۱)

می شود. آورده دست به

صورت به لیندلی تقریب کمک Er/M/۳به صف بندی مدل ترافیک شدت پارامتر سلسله مراتبی بیز برآورد .۳ قضیه
آن در که است ρ̂HB(c۱, c۲) = [ϕ(λ̂, µ̂, ρ̂۱, ρ̂۲)]

− ۱
p

ϕ(λ, µ, ρ۱, ρ۲) =
۲A(T ) + ۲pλρ۱ + p۲ + p)

۲A(T )
+

pµp

A(T )λp+۱

+
µp−۱(µp۲ + ۲µ۲ρ۲ − pµ− ۲)

۲B(T )λp
.

و π(λ) = ۱−(۱+c۱λ)e
−c۱λ

c۱λ۲ ترتیب به µ و λ سلسله  مراتبی پیشین توزیع  های ،۳ تعریف از استفاده با برهان:
پسین توزیع (۶) رابطه و π(µ) ،π(λ) کمک به این بنابر می شوند. آورده دست به π(µ) = ۱−(۱+c۲µ)e

−c۲µ

c۲µ۲

صورت به X شرط به µ و λ سلسله مراتبی

π∗∗(λ, µ|X) =
λa+rA(T )−۳µc+B(T )−۳e−λ(b+T۱)−µ(η+T۲)S(λ, µ)∫∞

۰

∫∞
۰ λa+rA(T )−۳µc+B(T )−۳e−λ(b+T۱)−µ(η+T۲)S(λ, µ)dλdµ

(۱۲)

از استفاده با S(λ, µ) = (۱ − c۱λe
−c۱λ − e−c۱λ)(۱ − c۲µe

−c۲µ − e−c۲µ). آن در که می شود محاسبه

صورت به عمومی آنتروپی زیان تابع تحت ρ سلسله مراتبی بیز برآورد (۱۲) رابطه

ρ̂HB(c۱, c۲) =
۱
۳

{∫∞
۰

∫∞
۰ λa+rA(T )−(p+۳)µc+B(T )+p−۳e−λ(b+T۱)−µ(η+T۲)S(λ, µ)dλdµ∫∞

۰

∫∞
۰ λa+rA(T )−۳µc+B(T )−۳e−λ(b+T۱)−µ(η+T۲)S(λ, µ)dλdµ

}− ۱
p

فرم به انتگرال های نسبت حاصل کلی طور به می شود. آورده دست به (۱۹۸۰) لیندلی تقریب از استفاده با و ارائه

تابع لگاریتم ℓ(Λ) که طوری به است، Q(Λ) = ℓ(Λ) + ρ(Λ) آن در که E(u(Λ)|X) =
∫
u(Λ)eQ(Λ)dΛ∫
eQ(Λ)dΛ
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صورت به (۱۹۸۰) لیندلی تقریب روش به هستند Λ پیشین توزیع لگاریتم ρ(Λ) و مشاهدات درستنمایی

E(u(Λ)|X) = {u+
۱
۲

∑
i

∑
j

(uij + ۲uiρj)σij

+
۱
۲

∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

Lijkσijσklul}Λ̂ (۱۳)

Λ درستنمایی ماکسیمم برآورد Λ̂ و i, j, k, l = ۱, · · · ,m و Λ = (λ۱, · · · , λm) آن در که می شود ارائه

که است u = u(Λ), ui =
∂u
∂λi

, uij = ∂۲u
∂λi∂λj

, Lijk = ∂۳ℓ(Λ)
∂λi∂λj∂λk

, ρj = ∂ρ(Λ)
∂λj

همچنین هست.

صورت به (۱۳) رابطه Λ = (λ, µ) فرض با .{−Lij} مانریس معکوس ام (i, j) درایه σij

E(u(Λ)|X) = [(u+Au۱ +Bu۲ + C)Λ̂]
− ۱

p , Λ̂ = (λ̂, µ̂) (۱۴)

،A = ρ۱σ۱۱ + ρ۲σ۱۲ +
۱
۲

∑۲
i=۱

∑۲
j=۱ Lijσij ،µ̂ = B(T )

T۲
،λ̂ = rA(T )

T۱
آن در که می شود تبدیل

با این بنابر هستند. C = ۱
۲

∑۲
i=۱

∑۲
j=۱ uijσij و B = ρ۱σ۲۱ + ρ۲σ۲۲ +

۱
۲

∑۲
i=۱

∑۲
j=۱ Lijσij

و ρ(Λ) ∝ lnS(λ, µ)− ۲ lnλ− ۲ lnµ ،u(λ, µ) = (λµ )
−p ،Λ = (λ, µ) فرض

ℓ(Λ) ∝ (rA(T )− ۱) lnλ− bT۱ + (B(T )− ۱) lnµ− ηµ

روابط

ρ۱ =
(c۱λ

۲ + ۲c۱λ− ۲)e−c۱λ − ۲
λ[۱ − (۱ + c۱λ)e−c۱λ]

, ρ۲ =
(c۲µ

۲ + ۲c۲µ− ۲)e−c۲µ − ۲
µ[۱ − (۱ + c۲µ)e−c۲µ]

L۱۱ = −rA(T )
λ۲ , L۱۲ = L۲۱ = ۰, L۲۲ = −B(T )

µ۲ , u۱ = − pµp

λp+۱ , u۲ =
pµp−۱

λp

u۱۱ =
p(p+ ۱)µp

λp+۲ , u۱۲ = u۲۱ = −p
۲µp−۱

λp+۱ , u۲۲ =
p(p− ۱)µp−۲

λp

σ۱۱ =
λ۲

rA(T )
, σ۱۲ = σ۲۱ = ۰, σ۲۲ =

µ۲

B(T )
, A =

λ۲ρ۱ − ۱
rA(T )

, B =
µ۲ρ۲ − ۱
B(T )

C =
pµp[(A(T ) +B(T ))p+B(T )−A(T )]

۲A(T )B(T )λp

به (۱۹۸۰) لیندلی تقریب کمک به ρ مراتبی سلسله بیز برآورد ،(۱۴) رابطه کمک به این بنابر می شوند. حاصل

می شود. آورده دست به ρ̂HB(c۱, c۲) =
۱
۳ [ϕ(λ̂, µ̂, ρ̂۱, ρ̂۲)]

− ۱
p صورت
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ρ E۲‑بیز برآورد ۳ .۲

نظر در ثابت c۲ و c۱ که بودند ۰ < η < c۲ و ۰ < b < c۱ صورت های به η و b ابرپارامترهای ۱ .۳ بخش در

نظر در ثابت را ابرپارامترها این بلای کران موارد گونه این در E‑بیز برآورد باره در مقالات تمامی بودند. شده گرفته

این در این بنابر می شود. بررسی نیز بودنشان تصادفی متغیر حالت بودن، ثابت بر علاوه مقاله این در اما گرفتند.

این برای گسسته و پیوسته حالت دو و هستند هم از مستقل و تصادفی متغیرهای c۲ و c۱ که می شود فرض بخش

E۲‑بیز مقاله این در که جدیدی برآورد E‑بیز، برآورد اساس بر سپس می شود. گرفته نظر در تصادفی متغیرهای

می شود. آورده دست به قضیه قالب در می شود، نامیده

احتمال چگالی تابع با نمایی توزیع با همتوزیع و مستقل و پیوسته تصادفی متغیرهای c۲ و c۱ اگر .۴ قضیه
مدل ترافیک شدت پارامتر E۲‑بیز برآورد c۱ < T۱ شرط تحت باشند، i = ۱, ۲ برای fci(t) = e−t, t > ۰

Γ(i, T۱) = آن در که است ρ̂E۲B = ϕ
− ۱

p (۱+۲T۲)
۶

∑∞
i=۱

(−۱)i+۱

iT i
۱

Γ(i, T۱) صورت به Er/M/۳ صف بندی

.
∫ T۱

۰ ti−۱e−tdt

صورت به ρ E۲‑بیز جدید برآورد مقاله این در ،۲ تعریف به توجه با برهان:

ρ̂E۲B =

∫ ∞

۰

∫ ∞

۰
ρ̂EB(c۱, c۲)π(c۱, c۲)dc۲dc۱

صورت به ρ̂E۲B ،log(۱ + c۱
T۱
) مک لورن بسط کمک به می شود. تعریف

ρ̂E۲B =
ϕ−

۱
p

۶

∫ ∞

۰

∫ T۱

۰
(c۲ + ۲T۲)(

∞∑
i=۱

(−۱)i+۱ci−۱
۱

iT i۱
)e−(c۱+c۲))dc۲dc۱

=
ϕ−

۱
p (۱ + ۲T۲)

۶

∞∑
i=۱

(−۱)i+۱

iT i۱
Γ(i, T۱)

می شود. آورده دست به

تابع با هندسی توزیع با همتوزیع و مثبت صحیح مقادیر با گسسته تصادفی متغیرهای c۲ و c۱ اگر .۵ قضیه
برآورد آنگاه باشند، ۰ < θ < ۱ و i = ۱, ۲ برای fci(t) = (۱ − θ)θt−۱, t = ۱, ۲, ۳, · · · احتمال

آن در که می شود آورده دست به ρ̂E۲B = ϕ
− ۱

p (۱+۲(۱−θ)T ۲)
۶

∑∞
c۱=۱ θ

c۱−۱Φ(c۱, T۱) صورت به ρ E۲‑بیز

.Φ(c۱, T۱) =
∑[T۱]
i=۱

(−۱)(i+۱)c(۱ i−۱)
iT i

۱
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صورت به ρ E۲‑بیز جدید برآورد ،۲ تعریف به توجه با برهان:

ρ̂E۲B =

∞∑
c۲=۱

∞∑
c۱=۱

ρ̂EB(c۱, c۲)π(c۱, c۲)

صورت به ،log(۱ + c۱
T۱
) مک لورن بسط کمک به که می شود، تعریف

ρ̂E۲B =
ϕ−

۱
p

۶T۱
(

∞∑
c۲=۱

(c۲ + ۲T۲)(۱ − θ)θc۲−۱)(

[T۱]∑
c۱=۱

(۱ − θ)θc۱−۱e
− c۱

T۱ )

=
ϕ−

۱
p (۱ + ۲(۱ − θ)T۲)

۶

∞∑
c۱=۱

θc۱−۱Φ(c۱, T۱)

می آید. دست به

شبیه سازی مطالعه ۴

می شود. زیراستفاده گام های با مونت کارلو شبیه سازی روش از ترافیک شدت پارامتر مناسب برآورد برای

حجم به تصادفی نمونه  ،r = ۱, · · · , ۱۰ ازای به Er(r, ۲) توزیع از λ = ۲ و A(T۰) = ۳۰ فرض با اول: گام

می شود. محاسبه T۱ و تولید ۲۰

f(t) = µe−µt, t > ۰, µ > ۰ احتمال چگالی تابع با نمایی از µ = ۳ و B(T۰) = ۴۰ فرض با دوم: گام

می شود. محاسبه T۲ و تولید ۴۰ حجم به تصادفی نمونه

b ترتیب به و تولید تصادف به عددی U(۰, c۲) و U(۰, c۱) توزیع های از c۲ = ۲٫۵ و c۱ = ۴ فرض با سوم: گام

بیز، برآوردهای ترتیب به ۵ تا ۲ قضیه های و (۱۱) رابطه کمک به مختلف pهای ازای به سپس و شده نامگذاری η و

θ = ۰٫۲۵ ازای به گسسته حالت در E۲‑بیز برآورد و پیوسته حالت در E۲‑بیز برآورد سلسله مراتبی، بیز E‑بیز،

می شوند. آورده دست به ρ پارامتر برای

Wq مقدار سپس و شده محاسبه x ،xr+۱ − (۱ + ρ)x+ ρ = ۰ رابطه از r = ۱, · · · , ۸ ازای به چهارم: گام

می شوند. آورده دست به ω = xr و ρ̂۲
E۲B ،ρ̂۱

E۲B ،ρ̂HB ،ρ̂EB ،ρ̂B ازای به

ازای به ρ̂۲
E۲B و ρ̂۱

E۲B ،ρ̂HB ،ρ̂EB ،ρ̂B مقادیر میانگین و شده تکرار بار ۵۰۰۰ چهارم تا اول گام های

صف در انتظار زمان مدت جدول ها، این کمک به است. شده ثبت ۲ و ۱ جدول های در و محاسبه مختلف p های

جدول ها، این در است. شده داده قرار ۴ و ۳ جدول های در و محاسبه ρمختلف برآوردگرهای ازای به (Wq) متقاضی

نمادهای با ترتیب به حالت دو هر در E۲‑بیز و سلسله مراتبی بیز E‑بیز، بیز، برآوردگرهای ازای به Wq مقدار

به است آن کننده بیان جدول ها این نتایج است. شده داده نشان w۲
q.E۲B و w۱

q.E۲B ،wq.HB ،wq.EB ،wq.B
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همچنین است. بهتر آن برآوردهای سایر از ترافیک شدت پارامتر E۲‑بیز برآورد یعنی جدید برآورد ،r و p هر ازای

است برآوردگری آن مناسب، برآوردگر از منظور می باشد. بهتر E۲B.II برآورد از نیز E۲B.I برآورد حالت هر در

کمک به که شود مینیمم دیگر برآوردگرهای به نسبت آن با متناظر متقاضی صف در انتظار زمان مدت متوسط که

برآورد به مربوط Ŵq ،r = ۴ و p = ۰٫۵ ازای به ۳ جدول در مثال عنوان به می شود. تعیین ۴ و ۳ جدول های

استدلال همین اساس بر دارد. E۲B.I برآورد بودن بهتر بر دلالت که است کوچک تر دیگر های Ŵq از E۲B.I

مطرح برآوردگرهای برای p حسب بر Wq نمودار که ۱ شکل  البته می گیرد. قرار دوم رتبه در E۲B.II برآوردگر

برآوردگر به مربوط نمودار می شود مشاهده که همانطور است. E۲B برآوردهای بودن برتر بیانگر است. مقاله در شده

برترین E۲B.I برآوردگر که است آن دهنده نشان که است دیگر برآوردهای نمودار از پایین تر ۱ شکل در E۲B.II

همچنین است. بهتر سلسله مراتبی بیز و E‑بیز بیز، برآوردهای به نسبت E۲B.II نمودار از بعد و است برآوردگر

نظر در پیوسته تصادفی متغیرهای c۲ و c۱ که است بهتر ،E۲B.II برآوردگر از E۲B.I برآوردگر بودن برتر دلیل به

شوند. گرفته

شده شبیه سازی داده های برای ρ مختلف برآوردهای مقادیر .۱ جدول
ρ̂۲
E۲B

ρ̂۱
E۲B

ρ̂HB ρ̂EB ρ̂B r p

۰٫۲۳۱۷ ۰٫۲۳۲۳ ۰٫۵۴۳۷ ۰٫۲۰۶۷ ۰٫۲۵۱۳ ۱
۰٫۲۲۹۸ ۰٫۲۳۰۶ ۰٫۵۴۸۳ ۰٫۲۱۰۷ ۰٫۲۴۹۴ ۲
۰٫۲۱۰۷ ۰٫۲۰۶۴ ۰٫۵۹۴۵ ۰٫۲۱۷۲ ۰٫۲۳۱۸ ۳
۰٫۲۱۴۶ ۰٫۲۱۰۷ ۰٫۶۳۰۸ ۰٫۲۲۱۸ ۰٫۲۳۴۰ ۴
۰٫۲۱۷۴ ۰٫۲۱۲۴ ۰٫۶۵۱۸ ۰٫۲۲۷۶ ۰٫۲۳۸۷ ۵ ۰٫۵
۰٫۲۱۷۳ ۰٫۲۱۲۰ ۰٫۶۵۹۰ ۰٫۲۲۹۵ ۰٫۲۳۸۸ ۶
۰٫۲۱۵۷ ۰٫۲۱۰۴ ۰٫۶۵۶۱ ۰٫۲۲۷۱ ۰٫۲۳۷۱ ۷
۰٫۲۱۲۳ ۰٫۲۰۶۸ ۰٫۶۴۶۵ ۰٫۲۲۴۶ ۰٫۲۳۳۹ ۸
۰٫۲۱۲۶ ۰٫۲۰۶۹ ۰٫۶۴۳۹ ۰٫۲۲۳۸ ۰٫۲۳۴۳ ۹
۰٫۲۱۴۵ ۰٫۲۰۸۷ ۰٫۶۹۹۵ ۰٫۲۲۹۶ ۰٫۲۳۶۴ ۱۰
۰٫۲۲۰۷ ۰٫۲۱۹۸ ۰٫۵۲۸۲ ۰٫۱۹۷۶ ۰٫۲۳۷۱ ۱
۰٫۲۰۸۴ ۰٫۲۰۵۳ ۰٫۵۶۴۴ ۰٫۲۰۲۲ ۰٫۲۲۷۹ ۲
۰٫۲۰۷۸ ۰٫۲۰۳۸ ۰٫۵۸۹۵ ۰٫۲۱۳۴ ۰٫۲۲۸۲ ۳
۰٫۲۰۸۶ ۰٫۲۰۴۱ ۰٫۶۱۱۸ ۰٫۲۱۴۳ ۰٫۲۲۸۹ ۴
۰٫۲۰۷۷ ۰٫۲۰۲۹ ۰٫۶۱۴۶ ۰٫۲۱۸۹ ۰٫۲۲۸۳ ۵ ۱٫۵
۰٫۲۱۳۸ ۰٫۲۰۸۹ ۰٫۶۵۲۸ ۰٫۲۲۴۵ ۰٫۲۳۴۴ ۶
۰٫۲۰۸۶ ۰٫۲۰۳۴ ۰٫۶۳۱۲ ۰٫۲۲۳۵ ۰٫۲۲۹۵ ۷
۰٫۲۰۷۰ ۰٫۲۰۱۷ ۰٫۶۲۷۷ ۰٫۲۲۱۱ ۰٫۲۲۷۹ ۸
۰٫۲۰۹۴ ۰٫۲۰۴۰ ۰٫۶۴۰۹ ۰٫۲۲۴۵ ۰٫۲۳۰۵ ۹
۰٫۲۰۷۱ ۰٫۲۰۱۷ ۰٫۶۳۱۷ ۰٫۲۲۴۹ ۰٫۲۲۸۱ ۱۰
۰٫۱۹۶۷ ۰٫۱۹۸۴ ۰٫۴۹۸۳ ۰٫۱۷۸۵ ۰٫۲۱۴۶ ۱
۰٫۱۹۸۲ ۰٫۱۹۵۲ ۰٫۵۴۶۴ ۰٫۱۹۵۲ ۰٫۲۱۶۸ ۲
۰٫۲۰۹۸ ۰٫۲۰۶۱ ۰٫۶۱۴۹ ۰٫۲۱۲۲ ۰٫۲۲۹۱ ۳
۰٫۲۰۵۳ ۰٫۲۰۰۹ ۰٫۶۰۶۴ ۰٫۲۱۲۳ ۰٫۲۲۵۲ ۴
۰٫۲۰۲۲ ۰٫۱۹۷۶ ۰٫۶۰۷۵ ۰٫۲۱۵۲ ۰٫۲۲۲۱ ۵ ۲٫۵
۰٫۲۰۲۹ ۰٫۱۹۸۱ ۰٫۶۱۳۶ ۰٫۲۱۵۷ ۰٫۲۲۳۱ ۶
۰٫۱۹۵۵ ۰٫۱۹۰۴ ۰٫۵۸۰۵ ۰٫۲۱۱۰ ۰٫۲۱۵۸ ۷
۰٫۱۹۳۹ ۰٫۱۸۸۸ ۰٫۵۷۹۱ ۰٫۲۰۹۴ ۰٫۲۱۳۹ ۸
۰٫۱۹۸۹ ۰٫۱۹۳۷ ۰٫۶۰۳۳ ۰٫۲۱۰۴ ۰٫۲۲۵۴ ۹
۰٫۲۰۵۴ ۰٫۲۰۰۲ ۰٫۶۴۳۴ ۰٫۲۲۲۹ ۰٫۲۲۵۴ ۱۰
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شده شبیه سازی داده های برای ρ مختلف برآوردهای مقادیر .۲ جدول
ρ̂۲
E۲B

ρ̂۱
E۲B

ρ̂HB ρ̂EB ρ̂B r p

۰٫۲۲۹۰ ۰٫۲۳۸۱ ۰٫۵۴۱۷ ۰٫۲۰۵۱ ۰٫۲۴۶۱ ۱
۰٫۲۱۶۲ ۰٫۲۱۳۲ ۰٫۵۹۰۱ ۰٫۲۱۳۰ ۰٫۲۳۶۲ ۲
۰٫۲۱۴۶ ۰٫۲۱۰۵ ۰٫۶۱۴۱ ۰٫۲۱۷۲ ۰٫۲۳۵۲ ۳
۰٫۲۱۲۴ ۰٫۲۰۷۹ ۰٫۶۲۱۷ ۰٫۲۱۸۱ ۰٫۲۳۳۲ ۴
۰٫۲۱۷۷ ۰٫۲۱۲۸ ۰٫۶۵۸۷ ۰٫۲۲۷۱ ۰٫۲۳۸۸ ۵ ۱
۰٫۲۲۲۶ ۰٫۲۱۷۵ ۰٫۶۸۷۷ ۰٫۲۳۶۰ ۰٫۲۴۳۹ ۶
۰٫۲۰۵۴ ۰٫۲۰۰۱ ۰٫۶۰۹۴ ۰٫۲۲۱۴ ۰٫۲۲۶۷ ۷
۰٫۲۰۹۲ ۰٫۱۹۷۸ ۰٫۶۰۶۹ ۰٫۲۱۹۲ ۰٫۲۲۴۲ ۸
۰٫۲۰۷۰ ۰٫۲۰۱۶ ۰٫۶۲۶۲ ۰٫۲۱۹۰ ۰٫۲۲۸۲ ۹
۰٫۲۱۴۱ ۰٫۲۰۸۷ ۰٫۶۶۹۶ ۰٫۲۳۳۷ ۰٫۲۳۴۹ ۱۰
۰٫۲۸۴۶ ۰٫۲۸۳۹ ۰٫۶۹۷۲ ۰٫۲۵۰۴ ۰٫۳۰۷۵ ۱
۰٫۲۵۱۰ ۰٫۲۴۷۲ ۰٫۷۱۹۵ ۰٫۲۴۲۰ ۰٫۲۷۴۶ ۲
۰٫۲۵۴۷ ۰٫۲۴۹۸ ۰٫۷۶۷۵ ۰٫۲۶۰۸ ۰٫۲۷۹۷ ۳
۰٫۲۴۴۴ ۰٫۲۳۹۱ ۰٫۷۳۲۹ ۰٫۲۵۰۸ ۰٫۲۶۸۶ ۴
۰٫۲۴۷۴ ۰٫۲۴۱۷ ۰٫۷۵۷۶ ۰٫۲۶۲۰ ۰٫۲۷۱۸ ۵ −۲٫۵
۰٫۲۴۴۳ ۰٫۲۳۸۴ ۰٫۷۴۹۴ ۰٫۲۵۵۷ ۰٫۲۶۸۶ ۶
۰٫۲۳۶۷ ۰٫۲۳۰۸ ۰٫۷۲۰۲ ۰٫۲۵۴۹ ۰٫۲۶۰۵ ۷
۰٫۲۴۱۹ ۰٫۲۳۵۸ ۰٫۷۴۶۹ ۰٫۲۵۶۸ ۰٫۲۶۵۹ ۸
۰٫۲۳۹۷ ۰٫۲۳۳۵ ۰٫۷۴۰۷ ۰٫۲۵۶۵ ۰٫۲۶۳۷ ۹
۰٫۲۳۹۴ ۰٫۲۳۳۲ ۰٫۷۴۰۲ ۰٫۲۵۳۲ ۰٫۲۶۳۵ ۱۰
۰٫۳۰۴۳ ۰٫۳۰۳۱ ۰٫۷۲۲۵ ۰٫۲۷۲۵ ۰٫۳۲۶۹ ۱
۰٫۲۶۳۷ ۰٫۲۵۹۸ ۰٫۷۳۷۶ ۰٫۲۵۵۸ ۰٫۲۸۸۳ ۲
۰٫۲۵۴۶ ۰٫۲۴۹۷ ۰٫۷۵۴۸ ۰٫۲۶۱۴ ۰٫۲۷۹۲ ۳
۰٫۲۵۱۲ ۰٫۲۴۵۸ ۰٫۷۵۶۲ ۰٫۲۵۸۲ ۰٫۲۷۸۶ ۴
۰٫۲۴۷۷ ۰٫۲۴۱۹ ۰٫۷۴۸۴ ۰٫۲۶۱۰ ۰٫۲۷۲۲ ۵ −۳
۰٫۲۵۳۲ ۰٫۲۴۷۴ ۰٫۷۷۸۶ ۰٫۲۶۵۹ ۰٫۲۷۷۶ ۶
۰٫۲۴۵۷ ۰٫۲۳۹۹ ۰٫۷۵۰۸ ۰٫۲۶۳۲ ۰٫۲۷۰۴ ۷
۰٫۲۴۲۹ ۰٫۲۳۶۷ ۰٫۷۴۱۶ ۰٫۲۵۹۵ ۰٫۲۶۷۶ ۸
۰٫۲۴۵۱ ۰٫۲۳۸۸ ۰٫۷۵۳۴ ۰٫۲۶۲۷ ۰٫۲۶۹۷ ۹
۰٫۲۴۱۸ ۰٫۲۳۵۴ ۰٫۷۳۹۹ ۰٫۲۶۲۶ ۰٫۲۶۶۳ ۱۰

عددی مثال ۵

فواصل کاری روز یک در و شد گرفته نظر در است خودپرداز دستگاه ۳ دارای که گیلان استان در رشت شهر در بانکی

و ثبت (T۰ = ۱۱) صبح ۱۱ ساعت تا صبح ۸ ساعت از شده ها سرویس بین زمانی فواصل و مراجعین بین زمانی

Er(r, λ) مقاله این در متقاضیان بین زمانی فواصل توزیع آنکه به توجه با است. شده گزارش ۵ جدول در داده ها

در مراجعین بین زمانی فواصل به مربوط داده های کمک به λ و r ماکسیمم درستنمایی برآورد شد، گرفته نظر در

آزمون آماره عددی مقدار به توجه با طرفی از شد. آورده دست به λ̂ = ۲٫۰۹ و r̂ = ۳٫۵۲ ≃ ۴ ترتیب به ۵ جدول

زمانی فواصل داده های که می شود گرفته نتیجه (۰٫۶۴۶۶) مربوطه p_value و (۰٫۱۲۹۷) کولموگوروف‑اسمیرنوف

با نمایی توزیع گرفتن نظر در به توجه با همچنین می کند. پیروی E۴(۴, ۲٫۰۹) توزیع از بانک مثال مراجعین بین

فواصل داده های اساس بر µ ماکسیمم درستنمایی برآورد شده ها، سرویس بین زمانی فواصل توزیع برای µ پارامتر

کولموگوروف آزمون آماره مقادیر همچنین می آید. دست به µ̂ = ۱٫۶۴ ،۵ جدول در شده های سرویس بین زمانی
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۱ جدول اساس بر ρ مختلف برآوردهای ازای به مشتریان صف در انتظار زمان مقادیر .۳ جدول
W ۲

q.E۲B
W ۱

q.E۲B
Wq.HB Wq.EB Wq.B x r p

۰٫۰۰۰۸۶ ۰٫۰۰۰۸۵ ۰٫۰۱۵۲۷ ۰٫۰۰۰۶۱ ۰٫۰۰۱۱۰ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۰۸۹ ۰٫۰۰۰۹۱ ۰٫۰۲۱۵۵ ۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۰۱۱۷ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۰۰۶۴ ۰٫۰۳۳۹۱ ۰٫۰۰۰۷۵ ۰٫۰۰۰۹۲ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۶۷ ۰٫۰۴۹۱۵ ۰٫۰۰۰۸۰ ۰٫۰۰۰۹۵ ۰٫۱۸۱۹۸ ۴
۰٫۰۰۰۷۵ ۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۶۲۰۳ ۰٫۰۰۰۸۶ ۰٫۰۰۱۰۰ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ ۰٫۵
۰٫۰۰۰۷۴ ۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۶۷۵۰ ۰٫۰۰۰۸۹ ۰٫۰۰۱۰۱ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۶۷ ۰٫۰۶۵۲۴ ۰٫۰۰۰۸۶ ۰٫۰۰۰۹۹ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۰۰۶۴ ۰٫۰۸۴۲۵ ۰٫۰۰۰۸۳ ۰٫۰۰۰۹۵ ۰٫۱۸۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۰۰۶۳ ۰٫۰۵۶۷۵ ۰٫۰۰۰۸۲ ۰٫۰۰۰۹۵ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۶۶ ۰٫۱۱۶۲۲ ۰٫۰۰۰۸۹ ۰٫۰۰۰۹۸ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰
۰٫۰۰۰۷۴ ۰٫۰۰۰۷۳ ۰٫۰۱۳۵۷ ۰٫۰۰۰۵۳ ۰٫۰۰۰۹۲ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۰۰۶۲ ۰٫۰۲۴۸۶ ۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۰۰۸۶ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۰۶۵ ۰٫۰۰۰۶۱ ۰٫۰۳۲۴۲ ۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۰۰۸۷ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰٫۰۰۰۶۶ ۰٫۰۰۰۶۰ ۰٫۰۴۰۴۱ ۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۸۸ ۰٫۱۸۱۹۸ ۴
۰٫۰۰۰۰۶۷ ۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۴۱۶۱ ۰٫۰۰۰۷۶ ۰٫۰۰۰۸۷ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ ۱٫۵
۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۰۰۶۶ ۰٫۰۶۲۷۷ ۰٫۰۰۰۸۳ ۰٫۰۰۰۹۵ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۰۸۹ ۰٫۰۰۰۶۱ ۰٫۰۴۹۴۴ ۰٫۰۰۰۷۸ ۰٫۰۰۰۸۸ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۰۶۴ ۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۴۷۶۴ ۰٫۰۰۰۷۹ ۰٫۰۰۰۸۷ ۰٫۱۸۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۰۶۷ ۰٫۰۰۰۶۱ ۰٫۰۵۴۸۹ ۰٫۰۰۰۸۲ ۰٫۰۰۰۹۰ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۰۶۴ ۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۴۹۷۰ ۰٫۰۰۰۸۳ ۰٫۰۰۰۸۷ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰
۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۰۰۵۴ ۰٫۰۱۰۸۰ ۰٫۰۰۰۳۹ ۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۰۵۶ ۰٫۰۰۰۵۳ ۰٫۰۲۱۱۹ ۰٫۰۰۰۵۴ ۰٫۰۰۰۷۵ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۰۶۷ ۰٫۰۰۰۶۳ ۰٫۰۴۱۴۲ ۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۰۰۸۹ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰٫۰۰۰۶۲ ۰٫۰۰۰۵۸ ۰٫۰۳۸۲۹ ۰٫۰۰۰۷۰ ۰٫۰۰۰۸۴ ۰٫۱۸۱۹۸ ۴
۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۰۰۵۳ ۰٫۰۳۸۷۶ ۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۸۰ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ ۲٫۵
۰٫۰۰۰۶۰ ۰٫۰۰۰۵۶ ۰٫۰۴۱۲۱ ۰٫۰۰۰۷۳ ۰٫۰۰۰۸۱ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۰۵۳ ۰٫۰۰۰۴۹ ۰٫۰۲۹۸۸ ۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۰۰۷۳ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۰۵۲ ۰٫۰۰۰۴۸ ۰٫۰۲۹۴۹ ۰٫۰۰۰۶۶ ۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۱۸۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۰۵۶ ۰٫۰۰۰۵۲ ۰٫۰۳۷۱۹ ۰٫۰۰۰۶۷ ۰٫۰۰۰۸۴ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۰۶۲ ۰٫۰۰۰۵۸ ۰٫۰۵۶۴۴ ۰٫۰۰۰۸۱ ۰٫۰۰۰۸۵ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰

سرویس بین زمانی فواصل داده های برازش بر دلیل هستند، ۰٫۷۲۶۱ و ۰٫۱۱۱۰ ترتیب به که مربوطه p_value و

،c = ۳ ،a = ۲ فرض های با قبل بخش مانند دارد. µ = ۱٫۶۴ پارامتر با نمایی توزیع از بانک مثال شده های

پارامتر II و I E۲‑بیز برآوردهای و سلسله مراتبی بیز E‑بیز، بیز، برآوردهای θ = ۰٫۲۵ و c۲ = ۲٫۵ ،c۱ = ۱٫۵

xr+۱−(۱+ρ)x+ρ = ۰ رابطه از ω = ۰٫۰۰۱۰۹۶ شدن مشخص با سپس و محاسبه مختلف p های ازای به ρ

و ρ برآوردهای محاسبه به مربوط نتایج می آید. دست به ρ مختلف برآوردهای ازای به Wq مقدار ،r = ۴ ازای به

برآوردها سایر به نسبت E۲‑بیز برآوردهای بودن بهتر بیانگر ۶ جدول نتایج است. شده داده قرار ۶ جدول در Wq

برآوردگرها برتری ملاک و معیار مقاله این در می باشد. II ‑بیز E۲ برآورد بهتر I E۲‑بیز برآورد همچنین است.

مقادیر بهتر، توضیح برای است. Ŵq یعنی متقاضی صف در انتظار زمان مدت متوسط کردن مینیمم هم، به نسبت

E‑بیز، بیز، برآوردهای با متناظر Ŵqهای مقادیر p = −۲٫۵ ازای به مثال عنوان به می شود. گرفته نظر در ۶ جدول

،۰٫۰۱۲۳۱ ،۰٫۰۱۴۲۱ ترتیب به ترافیک شدت پارامتر گسسته و پیوسته حالت در E۲‑بیزهای و سلسله مراتبی بیز

مربوط E۲‑بیز برآورد این بنابر است، ۰٫۰۱۰۳۷ مقادیر این مینیمم چون و هستند ۰٫۰۱۰۶۱ و ۰٫۰۱۰۳۷ ،۰٫۰۴۲۱۳
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۲ جدول اساس بر ρ مختلف برآوردهای ازای به مشتریان صف در انتظار زمان مقادیر .۴ جدول
W ۲

q.E۲B
W ۱

q.E۲B
Wq.HB Wq.EB Wq.B x r p

۰٫۰۰۰۸۳ ۰٫۰۰۰۸۲ ۰٫۰۱۵۰۴ ۰٫۰۰۰۵۹ ۰٫۰۰۱۰۴ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۰۷۴ ۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۳۱۴۱ ۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۰۰۹۸ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۰۷۲ ۰٫۰۰۰۶۸ ۰٫۰۴۱۰۹ ۰٫۰۰۰۷۵ ۰٫۰۰۰۹۶ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۰۰۶۵ ۰٫۰۴۴۶۹ ۰٫۰۰۰۷۶ ۰٫۰۰۰۹۴ ۰٫۱۸۱۹۸ ۴
۰٫۰۰۰۷۵ ۰٫۰۰۰۶۹ ۰٫۰۶۷۲۴ ۰٫۰۰۱۶۴ ۰٫۰۰۱۰۱ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ ۱
۰٫۰۰۰۸۰ ۰٫۰۰۰۷۴ ۰٫۰۹۷۶۸ ۰٫۰۰۰۹۷ ۰٫۰۰۱۰۸ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۰۶۲ ۰٫۰۰۰۵۷ ۰٫۰۳۹۵۱ ۰٫۰۰۰۷۹ ۰٫۰۰۰۸۵ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۰۶۶ ۰٫۰۰۵۵۰ ۰٫۰۳۸۵۴ ۰٫۰۰۰۷۶ ۰٫۰۰۰۸۶ ۰٫۱۸۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۰۶۴ ۰٫۰۰۰۵۸ ۰٫۰۴۶۹۲ ۰٫۰۰۰۷۷ ۰٫۰۰۰۸۷ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۰۷۱ ۰٫۰۰۰۶۵ ۰٫۰۷۶۹۰ ۰٫۰۰۰۹۴ ۰٫۰۰۰۹۶ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰
۰٫۰۰۱۶۲ ۰٫۰۰۱۶۱ ۰٫۰۵۲۳۸ ۰٫۰۰۱۰۹ ۰٫۰۰۲۰۷ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۱۹۲ ۰٫۰۰۱۱۳ ۰٫۱۴۲۴۹ ۰٫۰۰۱۰۶ ۰٫۰۰۱۵۹ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۱۲۵ ۰٫۰۰۱۱۷ ۰٫۶۷۶۰۰ ۰٫۰۰۱۳۵ ۰٫۰۰۱۶۸ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰٫۰۰۱۰۹ ۰٫۰۰۱۰۲ ۰٫۲۱۴۷۵ ۰٫۰۰۱۱۹ ۰٫۰۰۱۴۸ ۰٫۱۸۱۹۸ ۴
۰٫۰۰۱۳۴ ۰٫۰۰۱۰۵ ۰٫۴۵۰۶۶ ۰٫۰۰۱۳۶ ۰٫۰۰۱۵۴ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ −۲٫۵
۰٫۰۰۱۰۸ ۰٫۰۰۱۰۱ ۰٫۳۳۶۲۶ ۰٫۰۰۱۲۶ ۰٫۰۰۱۴۸ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۰۹۸ ۰٫۰۰۰۹۰ ۰٫۱۶۵۶۶ ۰٫۰۰۱۲۴ ۰٫۰۰۱۳۴ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۱۰۵ ۰٫۰۰۰۹۷ ۰٫۳۱۱۶۱ ۰٫۰۰۱۲۸ ۰٫۰۰۱۴۳ ۰٫۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۱۰۲ ۰٫۰۰۰۹۴ ۰٫۲۶۱۹۲ ۰٫۰۰۱۲۷ ۰٫۰۰۱۳۹ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۱۰۲ ۰٫۰۰۰۹۴ ۰٫۲۵۸۷۰ ۰٫۰۰۱۲۲ ۰٫۰۰۱۳۹ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰
۰٫۰۰۲۰۱ ۰٫۰۰۱۹۸ ۰٫۰۶۶۵۵ ۰٫۰۰۱۴۲ ۰٫۰۰۲۵۲ ۰٫۲۲۲۲۲ ۱
۰٫۰۰۱۳۹ ۰٫۰۰۱۳۳ ۰٫۲۰۰۲۰ ۰٫۰۰۱۲۷ ۰٫۰۰۱۸۷ ۰٫۱۸۷۱۸ ۲
۰٫۰۰۱۲۵ ۰٫۰۰۱۱۷ ۰٫۳۸۴۲۷ ۰٫۰۰۱۳۶ ۰٫۰۰۱۶۹ ۰٫۱۸۲۷۳ ۳
۰۰۱۱۹ .۰ ۰۰۱۱۱ .۰ ۴۲۲۹۱ .۰ ۰۰۱۳۰ .۰ ۰۰۱۶۷ .۰ ۱۸۱۹۸ .۰ ۴
۰٫۰۰۱۱۴ ۰٫۰۰۱۰۵ ۰٫۳۲۵۳۴ ۰٫۰۰۱۳۵ ۰٫۰۰۱۵۵ ۰٫۱۸۱۸۵ ۵ −۳
۰٫۰۰۱۲۲ ۰٫۰۰۱۱۳ ۰٫۴۲۷۰۹ ۰٫۰۰۱۴۳ ۰٫۰۰۱۶۵ ۰٫۱۸۱۸۲ ۶
۰٫۰۰۱۱۰ ۰٫۰۰۱۰۲ ۰٫۳۵۲۱۲ ۰٫۰۰۱۳۸ ۰٫۰۰۱۵۱ ۰٫۱۸۱۸۱ ۷
۰٫۰۰۱۰۶ ۰٫۰۰۰۹۸ ۰٫۲۶۸۰۵ ۰٫۰۰۱۳۲ ۰٫۰۰۱۴۶ ۰٫۱۸۱۷۹ ۸
۰٫۰۰۱۰۹ ۰٫۰۰۱۰۱ ۰٫۲۵۶۴۹ ۰٫۰۰۱۳۸ ۰٫۰۰۱۵۰ ۰٫۱۸۱۷۷ ۹
۰٫۰۰۱۰۵ ۰٫۰۰۰۹۶ ۰٫۲۵۶۶۹ ۰٫۰۰۱۳۷ ۰٫۰۰۱۴۴ ۰٫۱۸۱۷۵ ۱۰

E۲‑بیز برآورد از اینکه با گسسته حالت به مربوط E۲‑بیز برآورد حتی است. برآوردها سایر از بهتر پیوسته حالت به

دیگر عبارت است.به بهتر سلسله مراتبی بیز و E‑بیز بیز، برآوردهای از اما نیست، بهتر پیوسته حالت به مربوط

است. مقاله این در شده اشاره برآوردهای سایر از بهتر E۲‑بیز برآورد همواره

بانک مثال داده های .۵ جدول
۲٫۳۹ ۲٫۱۴ ۱٫۴۰ ۰٫۹۰ ۰٫۵۷ ۰٫۹۸ ۲٫۰۸ ۱٫۶۵ زمان
۲٫۵۸ ۱٫۱۷ ۱٫۰۱ ۱٫۹۸ ۱٫۵۸ ۱٫۶۹ ۲٫۱۵ ۲٫۶۵ ورود
۲٫۳۴ ۰٫۶۴ ۳٫۳۶ ۱٫۲۰ ۲٫۷۳ ۱٫۳۵ ۱٫۳۹ ۱٫۵۲ بین

۰٫۴۸ ۱٫۴۱ ۳٫۲۶ ۰٫۱۹ ۲٫۳۸ ۱٫۳۰ مشتری ها
۰٫۳۴ ۰٫۱۴ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۰٫۲۱ ۰٫۲۷ ۱٫۰۰ ۰٫۴۲ زمان
۰٫۴۱ ۰٫۲۶ ۰٫۷۶ ۱٫۰۰ ۰٫۱۴ ۱٫۰۰ ۰٫۶۳ ۰٫۴۲ سرویس
۰٫۳۶ ۱٫۱۰ ۰٫۴۴ ۰٫۱۵ ۰٫۲۱ ۱٫۹۲ ۱٫۶۲ ۱٫۱۰ بین

۰٫۱۳ ۰٫۷۷ ۰٫۲۹ ۰٫۲۹ ۰٫۵۰ ۰٫۴۱ مشتری ها



ترافیک شدت پارامتر برای جدید برآوردی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵۱۰

(ب) (الف)

(د) (ج)

r = ۱۰ د‑ و r = ۷ ج‑ ،r = ۵ ب‑ ،r = ۲ الف‑ ازای به p برحسب Wq نمودار .۱ شکل

نتیجه گیری و بحث

عملکرد ارزیابی معیارهای و Er/M/۳معرفی نام به {Er/M/c, r ∈ N} مدل های خانواده از مدلی مقاله این در

متوسط و سیستم و صف در متقاضیان تعداد متوسط سیستم، در متقاضیان تعداد توزیع مانند صف بندی سیستم این

معیارهای در ترافیک شدت پارامتر بسزای نقش دلیل به شد. آورده دست به سیستم و صف در انتظار زمان مدت

E‑بیز بیز، روش های به پارامتر این عمومی، آنتروپی زیان تابع تحت و سیستم در توقف زمان یک فرض با ارزیابی،

انتخابی، پیشین توزیع ابرپارامتر ساختار به توجه با و E‑بیز روش اساس بر سپس شد. برآورد سلسله مراتبی بیز و

زمان مدت متوسط بتواند که برآوردگری سپس شد. معرفی گسسته و پیوسته نوع دو در E۲‑بیز جدید برآورد روش
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بانک مثال داده های برای آن ها ازای به Wq برآورد و ρ برآوردهای .۶ جدول
E۲B.II E۲B.I HB EB B p
۰٫۴۶۴۸۱ ۰٫۴۶۲۱۹ ۰٫۶۱۵۹۳ ۰٫۴۸۱۶۲ ۰٫۴۹۷۷۹ −۲٫۵
۰٫۴۵۴۱۰ ۰٫۴۴۱۴۲ ۰٫۶۲۷۹۲ ۰٫۴۷۴۱۵ ۰٫۴۸۷۸۸ −۱٫۵
۰٫۴۶۵۷۷ ۰٫۴۵۶۵۸ ۰٫۶۳۳۳۳ ۰٫۴۶۹۴۱ ۰٫۴۸۳۰۵ −۱
۰٫۴۶۴۸۱ ۰٫۴۶۲۱۹ ۰٫۶۳۷۷۶ ۰٫۴۷۸۳۱ ۰٫۴۹۹۹۲ −۰٫۵ ρ̂
۰٫۴۵۵۸۳ ۰٫۴۴۸۲۱ ۰٫۶۴۳۰۵ ۰٫۴۵۳۲۶ ۰٫۵۶۹۰۸ ۰٫۵
۰٫۴۵۱۴۶ ۰٫۴۴۸۹۱ ۰٫۶۴۲۸۲ ۰٫۴۴۹۴۸ ۰٫۴۶۴۵۸ ۱
۰٫۴۴۴۶۳ ۰٫۴۱۸۹۱ ۰٫۶۳۹۹۱ ۰٫۴۴۷۱۶ ۰٫۴۶۰۱۵ ۱٫۵
۰٫۴۳۶۲۹ ۰٫۴۲۶۷۷ ۰٫۶۲۲۸۸ ۰٫۴۳۸۷۷ ۰٫۴۵۱۵۲ ۲٫۵
۰٫۰۱۰۶۱ ۰٫۰۱۰۳۷ ۰٫۰۴۲۱۳ ۰٫۰۱۲۳۱ ۰٫۰۱۴۲۱ −۲٫۵
۰٫۰۰۹۶۵ ۰٫۰۰۰۶۲ ۰٫۰۴۷۶۷ ۰٫۰۱۱۵۲ ۰٫۰۱۳۰۱ −۱٫۵
۰٫۰۱۰۷۰ ۰٫۰۰۹۸۷ ۰٫۰۵۰۴۹ ۰٫۰۱۱۰۵ ۰٫۰۱۲۴۶ −۱
۰٫۰۱۰۶۱ ۰٫۰۱۰۳۷ ۰٫۰۵۲۹۶ ۰٫۰۱۱۹۵ ۰٫۰۱۴۴۶ −۰٫۵ Ŵq

۰٫۰۰۹۷۹ ۰٫۰۰۹۱۶ ۰٫۰۵۶۱۲ ۰٫۰۰۹۵۸ ۰٫۰۲۶۸۴ ۰٫۵
۰٫۰۰۹۴۲ ۰٫۰۰۹۲۱ ۰٫۰۵۵۹۸ ۰٫۰۰۹۲۶ ۰٫۰۱۰۵۹ ۱
۰٫۰۰۸۸۷ ۰٫۰۰۷۰۳ ۰٫۰۵۴۲۱ ۰٫۰۰۹۰۷ ۰٫۰۱۰۱۸ ۱٫۵
۰٫۰۰۸۲۲ ۰٫۰۰۷۵۵ ۰٫۰۴۵۲۴ ۰٫۰۰۸۴۲ ۰٫۰۰۹۴۳ ۲٫۵

برآورد که پیشین تحقیقات تمام در همچنین شد. تعیین برتر برآوردگر عنوان به کند مینیمم را مشتری صف در انتظار

دیگر برآوردهای سایر و سلسله مراتبی بیز و بیز برآوردهای با و می شد آورده دست به مختلف پارامترهای برای E‑بیز

مقاله این در اما می شد. بهتر دیگر برآوردگرهای از شرایطی تحت بلکه نبود برتری برآوردگر همواره می شد، مقایسه

روش از استفاده با می شوند، آورده دست به گسسته و پیوسته حالت دو در که E۲‑بیز برآوردهای که شد داده نشان

پژوهش این یافته های است. بهتر دیگر برآوردگرهای از همواره واقعی داده های مجموعه و مونت کارلو شبیه سازی

جایگاه می توان باشد. موثر نامتناهی ظرفیت با باجه ای چند صف بندی سیستم های برای کاربردی عرصه در می تواند

گرفت نظر در نامتناهی ظرفیت با باجه ای ۳ سیستم یک عنوان به است رسانی بنزین مکان ۳ دارای که بنزینی پمپ

مراجعه بین زمانی فاصله ثبت با می کنند. مراجعه آن به زدن) (بنزین سرویس اخذ برای (متقاضیان) خودروها که

به زمانی بازه انتهای که مشخص زمانی بازه یک در خودروها بنزین) (دریافت سرویس بین زمانی فاصله و خودروها

نمود محاسبه را Wq سپس و برآورد ترافیک شدت پارامت می توان می شود، گرفته نظر در سیستم توقف زمان عنوان

گردد. مینیمم Wq تا اندیشید تدابیری سپس و

تشکر و تقدیر

می کند. تشکر و قدردانی مقاله این ارزیابی در مجله محترم ویراستار و داوران سردبیر، از مقاله نویسنده
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