
.

Journal of Statistical Sciences, �Autumn and Winter, 2024
Vol. 18, No. 2, pp 299-314
DOI: 10.61186/jss.18.2.10

Autoregressive Spatial Regression Model and Second-Order
Moving Average for Generalized Skew-Laplace Random Field

Saber, M. M.1, Mohammadzadeh, M.2
1Department of Statistics, Higher Education Center of Eghlid, Eghlid, Iran.
2Department of Statistics, Tarbiat Modares University, Tehran, Iran.

Corresponding author: M. M. Saber, mmsaber@eghlid.ac.ir

Received: 17/5/2024 Revised: 14/11/2024 Accepted and Published Online: 18/11/2024.

Introduction
The spatial regression model is essential in scientific fields such as Geology,
Biology, Agriculture, etc. The first studies on this matter supposed data
have Gaussian distribution. However, some spatial data in the application
do not have Gaussian distribution. In other words, these data are skewed
and have heavier tails from the Gaussian distribution. Some works have used
skew and heavy tail distributions in spatial regression. For instance, Karimi
and Mohammadzadeh (2012) used a spatial regression model with the closed
skew-normal random field (RF) for skew data. Saber et al. (2021) used an
extended version of the multivariate generalized asymmetric Laplace (GAL)
distribution to define EGAL RF. They applied this RF to a spatial autore-
gressive and moving average (SARMA) regression model of order one and
provided Beysian estimates of the model parameters.

Material and Methods
In this paper, we use the RF defined by Saber et al. (2021) for a SARMA re-
gression model of order two. Using the Kolbeck-Leibler divergence criterion,
we estimate the parameters by maximum likelihood and maximum spacing
methods. Based on Kolmogorov’s existence theorem, some skew multivariate
distributions used for defining an RF have a consistency problem. Saber et
al. (2019) proved that EGAL distribution has no consistency problem so
that a valid RF can be determined based on this distribution. To compare

https://orcid.org/0000-0003-4559-2874
https://orcid.org/0000-0002-2361-6145


مراجع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳۰۰

our model with other alternative skew models, we use the Extended Skew
t-student (EST) distribution to distribute innovations in the SARMA model.
This distribution has a consistency problem when defining a valid RF. There-
fore, we cannot define a valid RF based on multivariate EST distribution.
However, to obtain accurate results by considering this RF, we apply our
recommended model to this RF.

Results and Discussion
A simulation study demonstrates the efficiency of the recommended model
based on EGAL RF. The bias and mean square error (MSE) values in pa-
rameter estimation for EGAL RF are low. Also, bias and MSE for EST
RF have been computed, and both criteria are more significant than their
corresponding values in EGAL RF. This shows that the EGAL model has
exacter estimations than the EST model. An actual data set of 743 data
in Kaftar Lake, located in Eghlid city of Fars, has been analyzed. The pre-
diction of magnesium metal in this lake using observation is made using the
recommended model in this paper.

Conclusion
The simulation results showed that the EGAL model was more accurate than
the Gaussian and EST models. An actual data set that had an EGAL dis-
tribution was also investigated. The goodness-of-fit tests for Gaussian and
EST assumptions were rejected for this data. Although the proposed model
is of the second order, it is only related to the data in the left and bottom
part of the data. The study of this model using all the data located in a fixed
place up to the second order can be more flexible and usable for more data.
Although such a model has many parameters involving a more significant
number of observations, it can be the subject of future studies.

Keyworⅾs: Multivariate generalized skew-Laplace distribution, Autoregres-
sive spatial regression and moving average, Kulbeck-Leibler criterion.
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را گاوسی توزیع از سنگین تر دم های و تقارن عدم که است مدلی چندمتغیره لاپلاس توزیع چکیده:

برای دو مرتبه متحرک میانگین و خودبازگشتی فضایی رگرسیون مدل مقاله، این در می آورد. حساب به

پیروی چندمتغیره تعمیم یافته چوله‑لاپلاس توزیع از که فضایی تصادفی میدان یک برآمدهای مدل بندی

استفاده و فاصله حداکثر و درستنمایی ماکسیمم روش  های با مدل پارامترهای شد. خواهد ارائه می کنند

ارایه بهینه فضایی پیشگوی شده ارائه مدل براساس آنگاه می شوند. برآورد کولبک‑لایبلر واگرایی معیار از

نحوه آنگاه می شود. انجام پیشنهادی مدل عملکرد ارزیابی برای شبیه سازی مطالعه یک سپس شد. خواهد

می شود. داده نشان زمین شناسی واقعی داده های مجموعه تحلیل در مدل این کاربست

میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون چندمتغیره، تعمیم یافته چوله‑لاپلاس توزیع کلیدی: واژه های

کولبک‑لایبلر. معیار متحرک،
.62M30 ،.62M10 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ۱

حوزه های در هستند وابسته مطالعه مورد فضای در مکانی موقعیت حسب بر که فضایی داده های رگرسیونی تحلیل

معرفی برای روش ها از برخی دارد. کاربرد غیره و پزشکی زیست شناسی، کشاورزی، زمین شناسی، مانند مختلف علمی

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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(۲۰۰۹) همکاران و بوستوس است. شده ارائه (۱۹۹۰ ،۱۹۸۸) آنسلین توسط رگرسیونی مدل های در فضایی ساختار

برآورد برای بیزی و درستنمایی ماکسیمم روش های کرده اند. بررسی را تصویر یک کردن فیلتر برای مدل این کاربرد

(۲۰۰۲) همکاران و اوه و (۱۹۹۴) سرکار و شین توسط مدل ها نوع این در گمشده مشاهدات پیشگویی و پارامترها

از برآمدهایی داده ها که است این بر فرض معمولا فضایی داده های رگرسیونی تحلیل در است. شده اعمال ترتیب به

هستند. تصادفی میدان بودن ناگاوسی بیان گر داده ها اغلب عمل در حالی که در هستند، گاوسی تصادفی میدان یک

کردند، استفاده فضایی رگرسیون مدل تحلیل برای بسته چوله‑نرمال تصادفی میدان از (۲۰۱۲) محمدزاده و کریمی

برای می تواند نیز دیگری توریع های است. نامتقارن اما است نرمال توزیع با شباهت هایی دارای داده ها توزیع آن در که

توزیع جمله از توریع ها این از بسیاری که دادند نشان (۲۰۱۸) همکاران و صابر چند هر شود، استفاده شرایط این

در سازگاری شرط توزیع ها، این از بعضی واقع در دارند. تصادفی میدان تعریف برای مشکلاتی بسته چوله‑نرمال

تصادفی بردار یک از مجموعه زیر هر حاشیه ای توزیع که می کند بیان شرط این ندارند. را کلموگروف وجودی قضیه

در مشکل این برشمردن با نیز (۲۰۱۸) محمودیان باشند. داشته بستگی مجموعه زیر این متمم پارامترهای به نباید

خانواده توزیع ها، این از یکی است. کرده معرفی میدان ها این برای مناسبی جایگزین های قبلی، تصادفی میدان های

به می توان آن پارامترهای تنظیم با که است (۲۰۱۰ جنتون، و واله (آرلانو متغیره چند توسعه یافته۱ چوله ‑تی توزیع

یافت. دست متغیره چند چوله‑ کوشی و چوله‑ نرمال کوشی، چوله‑تی، تی، نرمال، توزیع های

چندمتغیره تعمیم یافته نامتقارن لاپلاس توزیع سنگین، دم و چوله داده های مدل سازی برای مناسب انتخاب یک

تعریف برای توزیع این از (۲۰۱۸) همکاران و صابر شد. معرفی (۲۰۱۳) همکاران و کوزوبوفسکی توسط که است

وجود سازگاری شرط مشکل میدان این برای دادند نشان و کرده  استفاده تعمیم یافته چوله‑لاپلاس تصادفی میدان یک

میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون مدل یک میدان، این از استفاده با (۲۰۲۱) همکاران و صابر آنگاه ندارد.

وابسته خود مجاور داده یک به تنها که داده هایی برای فقط مدل این که آنجا از بردند. بکار را اول مرتبه متحرک

یک در را دو مرتبه متحرک میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون مدل یک مقاله این در است، کاربرد قابل هستند

مدل بندی در بیشتری انعطاف  پذیری از که بست، خواهیم بکار توسعه یافته تعمیم یافته چوله‑لاپلاس تصادفی میدان

دلیل به که بردند بکار را بیزی رهیافت مدل پارامترهای برآورد برای (۲۰۱۸) همکاران و صابر است. برخوردار داده ها

درستنمایی ماکسیمم روش های مقاله این در رو این از است. بوده بر زمان و پیجیده پسین، توریع های بسته فرم نداشتن

صرف پارامترها برآورد در کمتری زمان می شود داده نشان شبیه سازی مطالعات در و شده استفاده فاصله حداکثر و

از بعضی تصادفی میدان تعریفی خوش مورد در که دیگر چوله مدل های با چوله‑لاپلاس مدل مقایسه برای می شود.

شد. خواهد مطالعه نیز EST توزیع با خطاها تحت مقاله این در شده تعریف رگرسیونی مدل دارد، وجود تردیدی آنها

کرد. خواهیم برآورد کولبک‑لایبلر واگرایی معیار و درستنمایی ماکسیمم روش با را مدل پارامترهای آنگاه

در دارد. اختصاص آن اصلی خواص و توسعه یافته تعمیم یافته چوله‑لاپلاس توزیع معرفی به ۳ بخش ادامه، در

برآورد به سپس شد، خواهد معرفی دو مرتبه متحرک میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون مدل یک ۳ بخش

بخش در چندمتغیره توسعه یافته چوله‑تی توزیع آنگاه می شود. پرداخته گمشده مقادیر پیش گویی و مدل پارامترهای

1Extended Skew-t
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مدل کاربست نحوه پایان در می شود. انجام ۵ بخش در مدل ارزیابی برای شبیه سازی مطالعه یک می شود. معرفی ۴

شد. خواهد داده نشان ۶ بخش در واقعی داده مجموعه یک تحلیل برای

توسعه یافته تعمیم یافته چوله‑لاپلاس توزیع ۲

توسط شده ارائه چندمتغیره (GAⅬ) نامتقارن۱ تعمیم یافته لاپلاس توزیع (۲۰۲۱) همکاران و صابر

نامیدند. (EGSⅬ) توسعه یافته۲ تعمیم یافته چوله‑لاپلاس توزیع آنرا و داده توسعه (۲۰۱۳) همکاران و کوزوبوفسکی

صورت به احتمال چگالی تابع دارای اگر است، EGSⅬp(µ,Σ, q,v) توزیع دارای X p‑بعدی تصادفی بردار

fX (x) =
۲ exp[µTΣ−۱(x− v)]

(۲π)
p
۲ Γ(q)|Σ| ۱

۲

(Q(x− v,Σ)

Ψ(µ,Σ)

)q− p
۲

×Kq− p
۲
(Q(x− v,Σ)Ψ(µ,Σ)) , (۱)

کواریانس، p × p ماتریس Σ توزیع، چولگی و مکان کننده کنترل پارامتر µ ∈ Rp ،q > ۰ آن در که باشد،

و Q(x,Σ) =
√
xTΣ−۱x ،u مرتبه از سه نوع شده ترمیم بسل تابع Ku(·) خالص، مکان پارامتر v

است. Ψ(µ,Σ) =
√

۲ + µTΣ−۱µ

آنگاه باشد، حقیقی بردار یک B و ℓ× p حقیقی ماتریس یک A ،X ∼ EGSⅬp(µ,Σ, q,v) اگر .۱ گزاره
.AX +B ∼ EGSⅬl(Aµ,AΣAT , q,Av +B)

آن در که شود، گرفته نظر در XT = (XT
۱ ,X

T
۲ ) افراز و X ∼ EGSⅬp(µ,Σ, q,v) اگر .۲ گزاره

نیز (µ,Σ,v) پارامترهای برای چنانچه ،p۱ + p۲ = p که طوری به dim(X۲) = p۲ ،dim(X۱) = p۱

و X۱ ∼ EGSⅬp۱(µ۱,Σ۱۱, q,v۱) آنگاه شود، گرفته نظر در معادل افرازهای

E(X۲|X۱) = v۲ +Σ۲۱Σ
−۱
۱۱ (X۱ − v۱) + (µ۲ −Σ۲۱Σ

−۱
۱۱ µ۱)

× Q(X۱ − v۱,Σ۱۱)

Ψ(µ۱,Σ۱۱)
R۱− p۱

۲
(Ψ(µ۱,Σ۱۱)Q(X۱ − v۱,Σ۱۱)) , (۲)

1 Generalized Asymmetric Laplas
2Extended Generalized Skew Laplas



دو مرتبه متحرک میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون مدل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳۰۴

Var(X۲|X۱) =
Q(X۱ − v۱,Σ۱۱)

Ψ(µ۱,Σ۱۱)
(Σ۲۲ −Σ۲۱Σ

−۱
۱۱ Σ۱۲)

×R۱− p۱
۲
(Ψ(µ۱,Σ۱۱)Q(x۱ − v۱,Σ۱۱)) (µ۲ −Σ۲۱Σ

−۱
۱۱ µ۱)

T

×
(Q(x۱ − v۱,Σ۱۱)

Ψ(µ۱,Σ۱۱)

)۲
G(x۱ − v۱,µ۱,Σ۱۱, p۱), (۳)

و Rζ(x) =
Kζ+۱(x)
Kζ(x) آن ها در که

G(x۱,µ۱,Σ۱۱, p۱) = R۱− p۱
۲
(Ψ(µ۱,Σ۱۱)Q(x۱,Σ۱۱))R۲− p۱

۲
(Ψ(µ۱,Σ۱۱)Q(x۱,Σ۱۱))

−
(
R۱− p۱

۲
(Ψ(µ۱,Σ۱۱)Q(x۱,Σ۱۱))

)۲
.

پیشنهادی فضایی رگرسیون مدل ۳

تعمیم یافته چوله‑لاپلاس {Z(s) : s ∈ D ⊆ Rd} تصادفی میدان (۲۰۲۱ همکاران، و (صابر .۱ تعریف
Z = ،n ∈ N همه و (s۱, . . . , sn) ∈ D × . . . × D تنظیمات همه برای اگر می شود، نامیده توسعه یافته

.Σ = ۱
qVar(Z)−µµT و v+qµ = E(Z) آن در که ،(Z(s۱), . . . , Z(sn)) ∼ EGSⅬn(µ,Σ, q,v)

{(i, j) : i = بعدی دو منظم مشبکه یک روی را فضایی رگرسیون مدل (۱۹۹۴) راینسل و باسو کار با مشابه

صورت به ۱, . . . ,m, j = ۱, . . . , n}

yij = xT
ijβ + zij , i = ۱, . . . ,m, j = ۱, . . . , n, (۴)

ضرایب بردار β = (β۱, . . . , βr) تبیینی، متغیرهای بعدی r بردار xij پاسخ، متغیر yij آن در که می کنیم، تعریف

پیروی SARMA(۲, ۱) دو مرتبه متحرک میانگین و بازگشتی خود مدل از zij تصادفی متغیرهای و رگرسیون،

به صورت zij برای بعدی دو شبکه یک چهارم، یک طرح ترتیب اساس بر می کنند.

zij = θ۱zi−۱,j + θ۲zi,j−۱ + θ۳zi−۱,j−۱ + θ۴zi−۲,j + θ۵zi,j−۲ + θ۶zi−۲,j−۱

+ θ۷zi−۱,j−۲ + θ۸zi−۲,j−۲ + ϕ۱εi−۱,j + ϕ۲εi,j−۱ + ϕ۳εi−۱,j−۱ + εij , (۵)

و j = ۱, . . . , n ،i = ۱, . . . ,m آن در که می گیریم، نظر در

|θt| < ۱, |ϕk| < ۱, t = ۱, . . . , ۸, k = ۱, ۲, ۳.



۳۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صابر محمدمهدی

ماتریسی به صورت می توان را (۵) و (۴) روابط

Y = Xβ + z, z = B۱z +A۱z۰ +B۲ϵ+A۲ϵ۰ + ϵ, (۶)

آن در که نوشت،

Y = (y۱۱, y۱۲, . . . , ymn)
T , X = (x۱۱, x۱۲, . . . , xmn)

T ,

z = (z۱۱, z۱۲, . . . , zmn)
T , z۰ = (z۰۰, z۰۱, . . . , zm۰)

T ,

ϵ = (ϵ۱۱, ϵ۱۲, . . . , ϵmn)
T , ϵ۰ = (ϵ۰۰, ϵ۰۱, . . . , ϵm۰)

T .

mn× مثلثی بالا ماتریس A۱ مثلثی، پایین mn×mn ماتریس B۱ ،zij نشده مشاهده اولیه مقادیر بردار z۰

mn×mn ماتریس B۲ ،ϵij نشده مشاهده اولیه مقادیر بردار ϵ۰ ،θt از توابعی و صفر اعضای با (m+n+ ۱)

هستند. k = ۱, ۲, ۳ ،ϕk از توابعی و صفر اعضای با mn× (m+n+ ۱) مثلثی بالا ماتریس A۲ مثلثی، پایین

داریم. نیاز Y توزیع به شده پیشنهاد تصادفی میدان در گمشده مقادیر پیشبینی و پارامترها برآورد منظور به

آن در که باشد، ϵ∗ = (ϵT , ϵT۰ )
T ،(۵) همبسته خود خطاهای با (۴) رگرسیونی مدل برای کنید فرض .۱ قضیه

داریم ،D = [I +B۲|A۲] و W = (I −B۱)
−۱ دادن قرار با .ϵ∗ ∼ GALmn+m+n+۱(µ,Σ, q)

Y ∼ EGSLmn(WDµ,WDΣDTW T , q,Xβ +WA۱z۰), (۷)

و (I − B۱)z = A۱z۰ + (I + B۲)ϵ + A۲ϵ۰ داریم (۶) مدل به توجه با برهان:
است. کامل اثبات و حاصل نتیجه ۱ گزاره و (۶) از اکنون .z = WA۱z۰ +WDϵ∗

است. ۱ عدد mn+m+n+۱از طول به برداری J آن در که ،µ = µJ می کنیم فرض محاسبات، سادگی برای

،Cij = C(|si − sj |) آن در که است، Σ = C = (Cij)
n
i,j=۱ بصورت فضایی همبستگی ساختار همچنین

به است (σ۲, λ) ∈ (۰,∞)۲ پارامترهای و معلوم فرم با همبستگی تابع یک ρ(·, λ) ، C(h) = σ۲ρ(h, λ)

داریم: بالا مفروضات تحت است. فضایی واریانس σ۲ و فضایی همبستگی پارامتر λ که ظوری

Y ∼ EGSLmn(µWDJ,WDCDTWT , q,Xβ +WA۱z۰), (۸)

به صورت مدل پارامترهای بردار آنگاه ،ϕT = (ϕ۱, ϕ۲, ϕ۳) و θT = (θ۱, . . . , θ۸) شود داده قرار چنانچه
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به صورت η پارامتر درستنمایی تابع لگاریتم و بود خواهد η = (βT ,µ, σ۲, λ, θT ,ϕT )T

ℓ(η) = µJTDTWT (WDCDTWT )−۱(y −Xβ −WA۱z۰)

− ۱
۲
ln(|WDCDTWT |) + (q − mn

۲
)

×
[
ln(Q(y −Xβ −WA۱z۰,WDCDTWT ))

− ln(Ψ(WDµ,WDCDTWT ))
]

+ ln
(
Kq−mn

۲

(
Q(y −Xβ +WA۱z۰,WDCDTWT )

×Ψ(WDµ,WDCDTWT )
))

(۹)

با است لازم و ندارند بسته ای فرم درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای تابع این پیچیده فرم به توجه با می شود. حاصل

از تقریبی اساس بر را (ⅯSP) فاصله۱ حداکثر برآورد روش (۲۰۱۷) اونجل و ارسلان شود. محاسبه عددی روش های

Y(۱), . . . , Y(mn) و مشاهدات بردار Y = (Y۱, . . . , Ymn) کنید فرض دادند. پیشنهاد کولبک‑لایبلر واگرایی

است برآوردگری ⅯSP آنگاه باشد، Yi تجمعی توزیع تابع نشان دهنده Fi(y,η) اگر باشند. شده مرتب مشاهدات

کردن ماکسیمم از که

Q(η) =

mn−۱∑
i=۱

ln(Fi(Y(i),η)− Fi−۱(Y(i−۱),η)) (۱۰)

مینیمم را Yi واقعی تجمعی توزیع تابع و Fi(y,η) میان کولبک‑لایبلر واگرایی فاصله واقع در می آید، به دست

در که بود، خواهد Fi(y,η) =
∫ y

−∞ fi(x,η) dx بصورت و ندارد بسته فرم اینجا در Fi(y,η) تابع می کند.

به صورت (۸) توزیع از ۲ گزاره از استفاده با fi(x,η) چگالی تابع آن

Yi ∼ EGAL۱(µℓiWDJ, ℓiWDCDTWT ℓTi , q, ℓiXβ + ℓiWA۱z۰) (۱۱)

روابط به توجه با است. ۱ آن ام i عضو فقط که است mn طول به صفر بردار یک ℓi آن در که آمد، خواهد به دست

1 Maximum Spacing Method
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داریم (۱۱) و (۱)

fi(x,η) = fY (y)

=
۲ exp[µJTDTWT ℓTi (ℓiWDCDTWT ℓTi )

−۱(x− ℓiXβ − ℓiWA۱z۰)]√
۲πΓ(q)|ℓiWDCDTWT ℓTi |۱/۲

×
(Q(x− ℓiXβ − ℓiWA۱z۰, ℓiWDCDTWT ℓTi )

Ψ(µℓiWDJ, ℓiWDCDTWT ℓTi )

)q−۱/۲

×Kq−۱/۲
(
Q(x− ℓiXβ − ℓiWA۱z۰, ℓiWDCDTWT ℓTi )

×Ψ(µℓiWDJ, ℓiWDCDTWT ℓTi )
)
, (۱۲)

می شود. آورده بدست پارامترها ⅯSP برآورد عددی، روش های با آن کردن ماکسیمم و (۱۰) در (۱۲) از استفاده با

E(Y ⅿis|Y obs) باید دوم توان زیان تابع و Y obs مشاهدات براساس Y ⅿis گمشده مقادیر پیشگویی برای

با است. مناسب متعامد ماتریس یک Q آن در که ،Y ∗ = (Y T
obs,Y

T
ⅿis)

T = QY کنید فرض شود. محاسبه

،۱ گزاره از استفاده و vY = Xβ+WA۱z۰ و ΣY = WDΣDTWT ،µY = WDµ گرفتن نظر در

آن در که ،Y ∗ ∼ EGSLmn(QµY ,QΣY QT , q,QvY ) داریم

QµY = (µT
obs,µ

T
ⅿis)

T , QvY = (vT
obs,v

T
ⅿis)

T , QΣY =

Σoo Σom

Σmo Σmm

 .
داریم: ۲ گزاره با q = ۱ مورد برای

Ŷ ⅿis = vⅿis +ΣmoΣ
−۱
oo (Y obs − vobs) +

(
µⅿis −ΣmoΣ

−۱
oo µobs

)
× Q (Y obs − vobs,Σoo)

Ψ (µobs,Σoo)
R۱−Nobs

۲
(Ψ (µobs,Σoo)Q (Y obs − vobs,Σoo)) , (۱۳)

می آید: به دست زیر صورت به نیز پیشگویی این واریانس

Var(Ŷ ⅿis) =
Q(Y obs − vobs,Σoo)

Ψ(µobs,Σoo)
(Σmm −ΣmoΣ

−۱
oo Σom)

×R۱−Nobs/۲(Ψ(µobs,Σoo)Q(Y obs − vobs,Σoo))

+ (µⅿis −ΣmoΣ
−۱
oo µobs)(µⅿis −ΣmoΣ

−۱
oo µobs)

T

×
(Q(Y obs,Σoo)

Ψ(µobs,Σoo)

)۲
G(Y obs − vobs,µobs,Σoo, Nobs), (۱۴)
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چندمتغیره توسعه یافته چوله‑تی توزیع ۴

آن چگالی تابع اگر است، X ∼ ESTp(µ,Σ,λ, ν, τ )) توسعه یافته چوله‑تی توزیع دارای X تصادفی بردار

صورت به x ∈ Rp برای

fX (x) =
۱

T۱
( τ√

۱+λ
′ ¯Σλ

; ν
) tp(x;µ,Σ, ν)T۱((λ

′
z + τ )(

ν + p

ν +Q(z)
)

۱
۲ ; ν + p),

T۱(·; ν) ،z = ω−۱(x−µ) ،Q(z) = z
′
Σ̄−۱z ،ω = diag(Σ)

1
2 ،Σ̄ = ω−۱Σω−۱ آن در که باشد،

پارامترهای با بعدی p تی توزیع چگالی تابع tp(x;µ,Σ, ν) و آزادی درجه ν با متغیره یک تی تجمعی توزیع

است. ν آزادی درجه و Σ مقیاس و µ مکانی

آنگاه شوند، تعریف ۲ گزاره مشابه B و A و X ∼ ESTp(µ,Σ,λ,ν, τ )) اگر .۳ گزاره

AX +B ∼ ESTℓ(Aµ+B,AΣAT ,λA,ν, τA))

و ΣA = AΣAT ،τA = γ−۱
A

τ ،λ̄A = Σ̄−۱
A

W−۱
AAW Σ̄λ ،λA = γ−۱

A
λ̄A آن در که

γ−۱
A

= ۱√
۱+λT ¯Σλ− ¯λT

A
¯ΣA

¯λA

آنگاه ϵ∗ ∼ ESTmn+m+n+۱(µ,Σ,λ,ν, τ )) آنکه فرض با (۴) رگرسیون مدل در .۲ قضیه
λ̄∗ = ،Σ∗ = WDΣDTW T که طوری به Y ∼ ESTmn(WA۱z۰ +WDµ,Σ

∗,λ∗,ν, τ ∗))

،Σ∗ = WDΣDTW T ،λ∗ =
¯λ∗√

۱+λT ¯Σλ− ¯λT

∗
¯Σ∗ ¯λ∗

،Σ̄∗−۱
w∗−۱WDwΣ̄λ

.τ ∗ = τ√
۱+λT ¯Σλ− ¯λT

∗
¯Σ∗ ¯λ∗

و λ̄∗ = Σ̄∗−۱
w∗−۱WDwΣ̄λ

می شود. انجام ۳ گزاره از استفاده با و ۲ قضیه با مشابه قضیه این اثبات برهان:

شبیه سازی مطالعه ۵

صورت به پارامترها مقادیر می شود. انجام شبیه سازی مطالعه یک پیشنهادی، مدل عملکرد بررسی منظور به

m = n = ۱۰, q = ۱, β۱ = ۶, β۲ = ۳٫۷, θ۱ = ۰٫۴, θ۲ = ۰٫۸, θ۳ = ۰٫۵,

θ۴ = ۰٫۱, θ۵ = ۰٫۰۵, θ۶ = ۰٫۳, θ۷ = ۰٫۲۵, θ۸ = ۰٫۲, ϕ۱ = ۰٫۷, ϕ۲ = ۰٫۵,

ϕ۳ = ۰٫۲, xT
ij = (۱, (i۲ + ۱)/i), µ = ۲٫۲۵, σ۲ = ۲, λ = ۳.
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بردار حال است. استاندارد نرمال توزیع از تایی m+ n+ ۱ تصادفی نمونه یک z۰ همچنین شده اند. گرفته نظر در

در شده تولید داده های Q−Q و بافت نگار نمودارهای می کنیم. تولید (۸) رابطه توسط را Y مشاهدات تایی ۱۰۰

توزیع که می دهند نشان شاپیرو‑ویلکس و کولموگرف‑اسمیرنوف آزمون های ۰٫۰۵ از کمتر p‑مقدارهای و ۱ شکل

است. ۰٫۹۶ و ۲٫۷۵ ترتیب به کشیدگی ضرایب و چولگی مقادیر است. ناگاوسی شده تولید داده های

ماکسیمم روش و دلخواه اولیه مقادیر با یکبار شدند. برآورد ⅯSP و درستنمایی ماکسیمم روش های با پارامترها

گرفتند. قرار استفاده مورد ⅯSP روش در اولیه مقادیر بعنوان حاصل براوردهای و شدند برآورد پارامترها درستنمایی

اولیه مقادیر بعنوان براوردها این سپس شدند، برآورد پارامترها ⅯSP روش و دلخواه اولیه مقادیر با ابتدا دیگر بار

این از است دوم روش از بهتر اول روش که داد نشان نتایج گرفتند. قرار استفاده مورد درستنمایی ماکسیمم روش در

است. شده ارائه روش این با براوردیابی نتایج رو

برآورد دوم توان حداقل روش با سپس شدند. اولیه برآورد eyefit تابع و تغییرنگار برآورد با λ و σ۲ پارامترهای

روش در اولیه مقدار بعنوان و شده برآورد درستنمایی ماکسیمم روش با پارامترها بقیه شد. آورده به دست آن ها نهایی

در Q(η) و −ℓ(η) توابع کردن مینیمم با ترتیب به ⅯSP و درستنمایی ماکسیمم روش های شدند. استفاده ⅯSP

پارامترهای مقادیر و شده تکرار بار ۱۰۰۰۰ عمل این شده اند. انجام R نرم افزار در optiⅿ تابع توسط (۱۰) و (۹)

اریبی پارامترها، برآورد مقادیر است. شده گرفته نظر در نظر مورد پارامتر برآورد به عنوان ⅯSP روش به شده برآورد

چوله‑گاوسی، توزیع از شده تولید داده های براساس شده اند. ارائه ۱ جدول در برآوردگرها خطای دوم توان میانگین و

از بیشتر کمی اریبی مقادیر شدند. برآورد ۱ قضیه از استفاده با پارامترها هستند چوله ‑تی توزیع دارای آنکه فرض با

بودند. آن متناظر مقادیر از بزرگتر مرتبه سه حداقل ⅯSE مقادیر اما بودند ۱ جدول در اریبی مقادیر

برآوردگرها خطای دوم توان میانگین و اریبی پارامترها، برآورد مقادیر .۱ جدول

ⅯSE اریبی برآورد پارامتر ⅯSE اریبی برآورد پارامتر
۰٫۰۰۱۱ −۰٫۰۰۳۴ ۰٫۲۵ θ۷ ۰٫۰۰۴۸ ۰٫۰۱۱۰ ۵٫۹۸ β۱
۰٫۰۰۱۴ −۰٫۰۰۲۲ ۰٫۲۱ θ۸ ۰٫۰۰۲۷ ۰٫۰۰۸۷ ۳٫۷۸ β۲
۰٫۰۰۳۴ −۰٫۰۰۲۳ ۰٫۷۳ ϕ۱ ۰٫۰۰۲۴ ۰٫۰۰۵۸ ۰٫۴۱ θ۱

۰٫۰۰۴۱ ۰٫۰۰۱۳ ۰٫۵۲ ϕ۲ ۰٫۰۰۱۳ ۰٫۰۰۳۸ ۰٫۷۸ θ۲

۰٫۰۰۱۱ ۰٫۰۰۳۱ ۰٫۱۹ ϕ۳ ۰٫۰۰۱۱ ۰٫۰۰۳۱ ۰٫۴۹ θ۳

۰٫۰۰۳۴ −۰٫۰۰۱۴ ۲٫۲۴ µ ۰٫۰۰۴۵ −۰٫۰۱۴۶ ۰٫۱۰ θ۴

۰٫۰۰۳۷ −۰٫۰۱۴۶ ۱٫۹۸ σ۲ ۰٫۰۰۴۵ −۰٫۰۱۳۸ ۰٫۰۵ θ۵

۰٫۰۰۱۳ ۰٫۰۰۲۲ ۳٫۱۱ λ ۰٫۰۰۱۲ −۰٫۰۰۵۲ ۰٫۳۲ θ۶

بار ۵۰۰۰ کار این است. شده انتخاب مکان ۱۰۰ بین از تصادفی بطور مکان ۶ گمشده، مقادیر پیش گویی برای

گمشده مقادیر پیش گویی می شوند. انتخاب گمشده مکان های به عنوان تصادفی بطور مکان ۶ بار هر و می شود تکرار

با پیش گویی ها واریانس است. شده آورده به دست تکرار، بار ۵۰۰۰ از پس گاوسی و چوله‑لاپلاس مدل دو توسط
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روابط از استفاده با (PREⅯS) پیش گویی خطاهای مربعات میانگین و اریبی همراه به ،(۱۴) رابطه از استفاده

Bias(Ŷⅿis) =

∑Nⅿis
i=۱ (Ŷⅿis,i − Yⅿis,i)

Nⅿis
,

PREⅯS(Ŷⅿis) =

∑Nⅿis
i=۱ (Ŷⅿis,i − Yⅿis,i)

۲

Nⅿis
,

گاوسی و چوله ‑تی مدل های از کارآمدتر چوله‑لاپلاس مدل که می دهد نشان ۲ جدول در نتایج است. شده محاسبه

نتایج تشابه بدلیل اما است، شده بررسی که است مواردی از یکی تنها شبیه سازی مطالعه در شده ارایه نتایج است.

چوله‑تی و گاوسی چوله‑لاپلاس، مدل سه با پیش گویی نتایج .۲ جدول
چوله‑ تی مدل گاوسی مدل چوله‑لاپلاس مدل

PREⅯS اریبی واریانس PREⅯS اریبی واریانس PREⅯS اریبی واریانس

۱٫۵۷ ۰٫۰۷ ۱٫۱۴ ۱٫۰۷ ۰٫۱۱ ۰٫۹۷ ۰٫۲۴ ۰٫۰۲ ۰٫۲۲

متفاوت پارامترهای و مختلف داده های تعداد برای واقع در است. شده گزارش مورد یک تنها آنها بالای حجم و

برای بودند. نزدیک هم به بسیار مختلف پارامترهای و ثابت داده های تعداد برای نتایج و است شده انجام شبیه سازی

بودند. اول شبیه سازی مشابه تقریبا نتایج که شد انجام نیز بار ۱۰۰۰۰ تکرار و داده ۳۷۰۰ با شبیه سازی مطالعه

شد. تایید نیز بزرگ داده های از استفاده با گاوسی و چوله‑تی مدل های بر چوله‑لاپلاس مدل برتری دیگر بعبارت

زمین شناسی داده های تحلیل ۶

دریاچه مکانی موقعیت ۷۴۳ در که (ⅿg) منیزیم میزان شامل زمین شناسی، واقعی داده های مجموعه بخش، این در

قرار آماری تحلیل مورد مقاله این در شده ارائه مدل با شده اند اندازه گیری فارس استان اقلید، شهرستان در واقع کافتر

بر داده ها این مکانی موقعیت بود. شده خشک دریاچه این داده ها آوری جمع زمان در که است ذکر به لازم می گیرند.

۱٫۸۱ و ۱٫۳۸ با برابر ترتیب به داده ها این کشیدگی و چولگی مقادیر است. شده داده نشان ۱ شکل در مشبکه یک روی

نشان را داده ها گاوسی غیر رفتار و سنگینی دم چولگی، ،۲ شکل در داده ها Q−Q نمودار و بافت نگار نمودارهای است.

داده ها بودن ناگوسی شاپیرو‑ویلک آزمون و کولموگروف‑اسمیرنوف آزمون p_مقدار کوچک بسیار مقادیر می دهند.

در که دارد، داده ها توزیع به خوبی برازش چوله‑لاپلاس چگالی تابع که می دهد نشان بافت نگار نمودار می کند. تایید را

EGSL۱(۷۳٫۱۷, ۵۵۴٫۰۴, ۱٫۱۵, ۷۰٫۵) توزیع به عبارتی شده اند. برآورد درستنمایی ماکسیمم روش  با پارامترها آن

کولموگروف‑ آزمون دارند. EGSⅬ توزیع با توجهی قابل شباهت های داده ها توزیع بنابراین است. شده برآورد

۰٫۰۴۱ p−مقدار با آزمون همین اما می کند. تایید را داده  ها بودن چوله‑لاپلاس فرضیه ۰٫۲۷ p−مقدار با اسمیرنوف



۳۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صابر محمدمهدی

مشبکه روی داده ها مکانی موقعیت نمودار .۱ شکل

می کند. رد را داده ها توزیع بودن چوله‑تی فرضیه

(ب) (الف)

داده ها Q−Q ب‑ و الف‑بافت نگار نمودار .۲ شکل

از است. شده گرفته نظر در منطقه روی بر ۳۰× ۳۰ منظم مشبکه یک منطقه، کل در عنصر این پیش گویی برای

کانتور و رویه نمودارهای است. شده انجام (۲) رابطه از استفاده با پیش گویی است، نزدیک یک به q مقدار که آنجا



دو مرتبه متحرک میانگین و بازگشتی خود فضایی رگرسیون مدل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۳۱۲

چوله‑لاپلاس تجمعی توزیع تابع و داده ها تجربی توزیع تابع .۳ شکل

پیش گویی خطاهای و است شده پیش گویی مقادیر مکانی وابستگی بیانگر ۴ شکل در آن واریانس و ⅿg پیش گویی

می شود. مشاهده شده پیشگویی مکان های برای نیز کمی

نتیجه گیری و بحث ۷

شبیه سازی نتایج شد. مطالعه گاوسی و چوله‑تی چوله‑لاپلاس، خطاهای تحت فضایی رگرسیون مدل یک مقاله این در

توزیع دارای که واقعی داده مجموعه یک است. بوده تی چوله‑ و گاوسی مدل از کاراتر چوله‑لاپلاس مدل که داد نشان

قرار بررسی مورد نیز شد رد آنها بودن چوله‑تی و گاوسی فرض برازش نیکویی آزمون در اما بودند، چوله‑لاپلاس

مرتبط هستند داده ها پایین و چپ قسمت در که داده هایی به تنها اما است، دو مرتبه از چند هر پیشنهادی مدل گرفت.

منعطف تر می تواند دارند قرار ثابتی مکان در دو مرتبه تا که داده هایی تمامی از استفاده با مدل این مطالعه است.

مشاهدات از بیشتری تعداد کردن درگیر به توجه با مدلی چنین چند هر باشد. بیشتر داده های برای استفاده قابل و

گیرد. قرار آتی مطالعات موضوع می تواند است پارامتر زیادی بسیار تعداد دارای

تشکر و تقدیر

بهتر ارائه و ارتقا در که مجله محترم ویراستار و تحریریه هیئت سردبیر، داوران، پیشنهادهای و نظرات از نویسندگان

دارند. را تشکر کمال بود موثر مقاله



۳۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مراجع

(ب) (الف)

(د) (ج)

پیش گو واریانس کانتور د‑ و ج‑رویه نمودار و پیشگویی کانتور ب‑ و الف‑رویه نمودار .۴ شکل
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