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به واگیردار، بیماری یک به مبتلا فرد یک توسط که است افرادی تعداد متوسط تکثیر، پایه عدد چکیده:

بوده ویژه ای اهمیت دارای دیرباز از تکثیر پایه عدد برآورد پزشکی، علم لحاظ از می شوند. مبتلا بیماری آن

این انتها، در و می شود معرفی آن برآورد برای جدید روشی شاخه ای فرایند از استفاده با مقاله این در است.

می شود. گرفته کار به آمریکا بیوتکنولوژی اطلاعات ملی مرکز توسط شده ارائه داده های برای روش

اپیدمیولوژی. تکثیر، پایه عدد شاخه ای، فرایند کلیدی: واژه های

مقدمه ١

دارد، اساسی نقش واگیردار بیماری یک سرایت و پذیری انتقال قدرت برآورد در که مهم موارد از یکی

جمعیت یک از افرادی تعداد میانگین برابر می شود، داده نشان R٠ با که مقدار این است. تکثیر پایه عدد

کنترل و بهداشتی مراقبت های در می شوند. آلوده بیماری به بیمار شخص یک توسط که است بیماری مستعد

همه گیر نمی تواند بیماری باشد، R٠ < ١ اگر چون باشد. یک از کمتر R٠ که است این هدف اپیدمیولوژی،

عدد کاهش برای است لازم و می شود همه گیر بیماری یک، احتمال با آنگاه باشد، R٠ ≥ ١ اگر ولی شود

و (برائو گیرد صورت بهداشتی مراقبت های و واکسیناسیون مانند پزشکی مداخله یک، زیر به تکثیر پایه

.(٢٠٠٨ درایسچه،

فرایند است. واگیردار بیماری های کردن مدل برای ابزارها متداول ترین از یکی شاخه ای فرایندهای

این است. اولیه ذره تعدادی شامل می شود، نامیده نیز گالتون-واتسون شاخه ای فرایند که کلاسیک شاخه ای
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می شوند. نامیده ذره اصطلاح در که باشند آن ها نظیر و باکتری بیمار، افراد حیوان، انسان، می توانند ذرات

توزیع تابع یک اساس بر خود، عمر انتهای در ذرات دیگر از مستقل و می کند عمر زمانی واحد یک ذره هر

خواص دقیقاً شده تولید ذره هر می شوند. تولید بعدی نسل ذرات که می کند مثل تولید به اقدام معین احتمال

(گونزال می کند مثل تولید به اقدام خود مرگ لحظه در ذرات دیگر از مستقل و دارد را خود والد شرایط و

.(٢٠١٠ همکاران، و

تعمیم های می شود. فرض شاخه ای فرایند از ذره یک بیماری به مبتلا فرد هر اپیدمیولوژی مطالعات در

شاخه ای فرایند مهاجرت، با شاخه ای فرایند چندنوعی، شاخه ای فرایند مانند شاخه ای فرایندهای از مختلفی

برخی در گرفته اند قرار استفاده مورد واگیردار بیماری های مطالعات در مثل، تولید پیوسته زمانی دوره با

ثابت زمان مدت دارای یا نمایی توزیع دارای مبتلا شخص بیماری زمان مدت که است شده فرض منابع

مبتلا بیماری به فرد که زمانی مدت برای را دلخواه توزیع (٢٠٠٠) تیمی و فنگ .(٢٠٠٩ (چوول، است

بیماری دوره آن در که کرده اند معرفی را مدلی (٢٠١٠) همکاران و میلر گرفته اند. نظر در را است شده

انتقال قدرت دارای مراحل این از هرکدام در ویروس و می شود تقسیم دلخواه دوره چند به میزبان بدن در

تقسیم ایده (٢٠١١) مرادی و فتحی است. نشده استفاده شاخه ای فرایند از مقاله دو این در است. متفاوت

کردند. مدل بندی واگیردار بیماری های برای شاخه ای فرایند از استفاده با را مرحله چند به بیماری دوره

شاخه ای فرایند نام به (٢٠١١) مرادی و فتحی توسط شده معرفی مدل از استفاده مقاله این هدف

نیاز داده هایی به ،R٠ برآورد برای جدید روش این در است. تکثیر پایه عدد برآورد برای دوره به وابسته

یا روزانه صورت به معمولا دوره ها این باشد. کرده گزارش دوره ای صورت به را مبتلا افراد تعداد که است

است. هفتگی

دوره به وابسته شاخه ای فرایند ٢

کاربردهای که جدیدی فرایندهای و شده تضعیف گالتون-واتسون فرایند شرایط شاخه ای، فرایند تئوری در

می شود گرفته نظر در شاخه ای فرایند از نوعی مقاله این در است. شده ارائه دارند بیشتری عملی و علمی

است. t گسسته و معلوم عدد یك آن طول باشد، زمانی واحد یك دقیقاً ذره هر عمر طول اینکه جای به كه

یك برابر دوره، هر طول كه باشد مثل تولید به قادر دوره هر پایان در ذره هر می شود فرض این، بر علاوه

تعداد و عمر طول در گالتون-واتسون شاخه ای فرایند با شاخه ای فرایند نوع این تفاوت است. زمانی واحد

بعد دوره های در و هستند زنده مثل تولید اولین از بعد ذرات كه طوری به است ذره یك مثل  تولید دفعات

مثل تولید توزیع تابع كه است این شد خواهد گرفته نظر در كه دیگری فرض هستند. مثل تولید  به قادر نیز
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که معنی این به می افتد. اتفاق آن در مثل تولید كه است دوره ای به وابسته عبارتی به یا ذره سن به وابسته

بیماری سرایت میزان واگیردار، بیماری های اکثر در زیرا می کند. تغییر ذره، سن تغییر با مثل تولید قدرت

گفته دوره به وابسته شاخه ای فرایند آن به دلیل همین به دارد. بستگی میزبان بدن به ویروس ورود زمان به

.(٢٠١١ مرادی، و (فتحی است ذرات دیگر از مستقل ذره هر رفتار که است ذکر به لازم می شود.

احتمال جرم تابع مطابق ذره هر كنید فرض

P (X(t) = x) = fX(t)(x) x = ٠, ١, ... ; t = ١, ٢, ... (١)

دارد را خاصیت این ذره هر می دهد. نشان را ذره سن t و اولاد X(t)تعداد آن در كه می پردازد، مثل تولید به

اعضای تعداد Zn کنید بپردازد. فرض تولیدمثل به تولدش از بعد زمانی دوره های از تعدادی یا تمام در كه

صورت به ذره هر اگر بنابراین می شوند. متولد دوره به وابسته شاخه ای فرایند nام نسل در كه باشند جدیدی

است Tn = Z٠ + Z١ + Z٢ + . . . + Zn برابر nام نسل تا زنده ذرات تعداد باشد؛ زنده مادام العمر

Tn = Zn−(t−١) + برابر nام نسل تا زنده ذرات تعداد آنگاه باشد، زنده دوره t حداکثر ذره هر اگر و

Tn = Zn و t = ١ گالتون-واتسون فرایند در می شود نشان خاطر است. Zn−(t−٢) + . . . + Zn

است.

j = ١, ٢, ... ،Xj(t) می شود فرض ذرات، تولد برای ریاضی الگوی یك آوردن به دست  برای

صورت این در باشد. زنده مادام العمر ذره هر و هستند هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای

بازگشتی رابطه در Zn

Zn =

n∑
t=١

Zn−t∑
j=١

Xj(t), Z٠ = z٠, (٢)

می كند. صدق

دوره در شده تولید ذرات تعداد دهنده نشان Zn تصادفی متغیر اگر (٢٠١١ مرادی، و (فتحی :١ قضیه

،آنگاه mt = E(X(t)) و باشد دوره به وابسته فرایند یك از nام

E(Zn) =

n∑
t=١

mtE(Zn−t) . (٣)
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اپیدمیولوژی در دوره به وابسته فرایند کاربرد ٣

بیماری ها این نقش واگیردار، بیمارهای مطالعه به كه است مسری امراض علم معنای به لغت در اپیدمیولوژی

شدن همه گیر از جلوگیری و کنترل برای مطالعه این از حاصل نتایج به کارگیری و جامعه عمومی سلامت در

به آلوده بیماری١، مستعد گروه سه به جامعه افراد معمولا اپیدمیولوژی، مطالعات در می پردازد. بیماری
۴ شده مستعد-آلوده-ایمن استاندارد مدل دو می شوند. تقسیم بیماری٣ مقابل در شده ایمن و بیماری٢

،SIR مدل در می گیرند. نظر در مطالعات این در را (SIRS) ۵ شده-مستعد مستعد-آلوده-ایمن و (SIR)

در شده مبتلا تازه فرد یك می شود. منتقل بیماری مستعد اشخاص به آلوده، فرد یک توسط واگیردار بیماری

برای خود، بیماری پایان در و كند مبتلا واگیردار بیماری این به را جدیدی افراد است قادر خود بیماری دوران

،SIRS مدل در اما هستند. نوع این از سرخک یا آبله مرغان بیماری می شود. ایمن آن مقابل در همیشه

مستعد دوباره مدتی از بعد و می كند کسب بیماری مقابل در موقت ایمنی یك بیماری، از پس آلوده فرد

افراد تعداد X كنید فرض (٢٠٠٩ چیا، و (ما است SIRS نوع از آنفولانزا بیماری می شود. بیماری کسب

تابع كه است گسسته تصادفی متغیر یك X بنابراین می شوند. مبتلا آلوده، فرد یك توسط كه باشد جدیدی

برای می كنند، كار زیستی ریاضیات زمینه در كه محققینی می شود. داده نشان h(x) با آن احتمال جرم

عنوان به است. بیماری انتقال نرخ بر مبتنی همگی كه می گیرند نظر در خصوصی به فرض های h(x) تابع

است، بیشتر زمستان فصل در بیماری این ویروس فعالیت چون بگیرید؛ نظر در را آنفولانزا بیماری مثال

انتقال نرخ است ممکن دیگر طرف از است. (تقویم) زمان به وابسته h(x) شود فرض كه است منطقی لذا

قبل حالت زمان با زمان این اما باشد، داشته بستگی شونده آلوده شخص سن یا کننده آلوده شخص سن به

مثلا است. شناسنامه ای زمان زمان، این كه حالی در است تقویمی زمان قبل، حالت زمان دارد. تفاوت

بیماری ها برخی انتقال شدت دیگر، طرف از دارد. شیوع سال و سن كم افراد در بیشتر مرغان آبله بیماری

و شود کنترل شیوع، از بعد سال یك است ممکن بیماری یك مثلا دارد. بستگی بیماری خود شروع زمان به

افزایش آن انتقال نرخ نتیجه در و شود همه گیر بیماری سال یک گذشت از بعد یا یابد کاهش آن انتقال نرخ

زمان برای چهارمی حالت مقاله این در دارد. بستگی بیماری خود عمر به انتقال نرخ حالت این در لذا یابد.

بدن در ویروس كه باشد داشته بستگی زمانی مدت به انتقال شدت می شود فرض و می شود گرفته نظر در

1Susceptible
2Infectious
3Removed
4Susceptible-Infectious-Removed
5Susceptible-Infectious-Removed-Susceptible
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با بیماری به ابتلا از بعد روز دو با ابتلا از بعد روز یك انتقال نرخ مثال عنوان به است. شده ساکن بیمار

كند. فرق هم

چهار تا حدود یك بیماری شروع تا ویروس به آلودگی زمان از انسان، در آنفولانزا بیماری کمون «دوره

سرایت و انتشار دارد. بستگی میزبان ایمنی حالت و بدن به شده وارد ویروس مقدار به كه است روز

مدت به و می رسد حداکثر به ساعت ٢۴ مدت در و شده شروع بیماری علائم بروز از قبل روز از ویروس،

.(٢٠١۵ (کارول، می یابد» کاهش سرعت به سپس و مانده ماكز یمم حد در روز دو تا  یك

I١ → I٢ → · · · → مراحل به (I) بیماری به آلودگی دوره كه است این SIR مدل از مهم تعمیم یك

بعدی مراحل از سپس می شود، I١ مرحله وارد است شده بیمار تازه كه فردی كه طوری به شود تقسیم Ik
وارد ایمنی مرحله به و شده خارج آلودگی مرحله از سرانجام و می شود Ik مرحله وارد و کرده عبور ترتیب به

مورد (٢٠١٠) همکاران و میلر و (٢٠٠٠) تیمی و فنگ مقاله های در تقسیم بندی از نوع این می شود.

فرایند كمك به فوق ایده مقاله، این در است. نشده استفاده شاخه ای فرایند از اما است؛ گرفته قرار بررسی

تقسیمات تعداد یعنی ،k كه می شود فرض هدف این به رسیدن برای می شود. پیاده سازی دوره به وابسته

یك برابر (١ ≤ i ≤ k) Ii مرحله k از کدام هر در توقف زمان مدت باشد. معلوم و ثابت آلودگی دوره

شده ای تعریف قبل از زمان مدت هر یا هفته روز، ساعت، است ممکن زمانی واحد این باشد. زمانی واحد

مربوط احتمال جرم تابع اساس بر +t)ام ١) مرحله به ورود و tام مرحله از گذر هنگام در آلوده فرد باشد.

رابطه در احتمال جرم تابع این می كند. مبتلا بیماری به را افراد از جدیدی تعداد ،X(t)تصادفی متغیر به

است شده ارائه واگیردار بیمارهای مطالعه برای شاخه ای فرایند از مدلی بنابراین است. شده تعریف (١)

می شود نامیده SIkR مدل كه می كند تغییر بیمار، بدن در آلودگی عمر با متناسب بیماری، انتقال نرخ كه

فرایند در موجود ذرات همان بیماری، به مبتلا افراد كه كرد فرض گونه این می توان ١). بنابراین (شکل

دائم یا موقت ایمنی مرحله به ورود و k تا ١ آلودگی مراحل .١ شکل

این با معادل است، زمانی واحد k بیماری دوره می شود فرض وقتی كه هستند دوره به وابسته شاخه ای

مبتلا با معادل نیز دوره هر پایان در مثل تولید فرض می كند. عمر زمانی واحد k ً دقیقا ذره هر كه است

توسط بیماری، شیوع از بعد دوره n كه افرادی برای انتظار مورد تعداد بنابراین است. جدید افراد شدن
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بازگشتی رابطه از می شوند بیمار اولیه، اشخاص

Zn =

k∑
t=١

Zn−t∑
j=١

Xj(t), Z٠ = z٠, (۴)

برقرار نیز SIkR مدل برای دوره به وابسته شاخه ای فرایند از حاصل نتایج و شرایط لذا می آید. دست به

آنگاه می شوند، مبتلا بیماری شروع از بعد مرحله n در كه باشد افرادی كل تعداد Zn اگر یعنی است.

mt اینجا در كه است محاسبه قابل (٣) رابطه از استفاده با Zn برای انتظار مورد مقدار ١ قضیه طبق

t از آلودگی اش مرحله تغییر هنگام در آلوده فرد یك توسط كه است جدیدی افراد برای انتظار مورد تعداد

متوسط طور به خود بیماری زمان مدت طول در بیمار فرد یك كه شود دقت می شوند. بیمار (t + ١) به

زیستی ریاضیات در R٠ عدد شد، گفته قبلا که طور همان می كند. آلوده را دیگر نفر R٠ =
∑k

t=١ mt

R٠ > ١ اگر ولی ندارد وجود بیمار جمعیت انفجار خطر R٠باشد ≤ ١ اگر می شود. نامیده تکثیر پایه عدد

از جلوگیری برای لازم اقدامات باید زودتر چه هر حالت این در بنابراین دارد. وجود بیماری انفجار خطر

و بهداشتی راه کارهای ارائه بیماران، کردن قرنطینه سالم، افراد کردن واکسینه مانند بیماری، شدن همه گیر

گیرد. صورت ...

ویروس حامل فرد کمون، دوره در باشد. بیماری کمون دوره I١ كنید فرض خاص، حالت یك عنوان  به

دوره نتیجه در است. m١ = ٠ یعنی ندارد، نیز را بیماری انتقال توانایی و بیماری علائم اما است، بیماری

تأثیرگذار نیز بیماران نهایی جمعیت روی بنابراین ندارد. R٠تاثیر روی باشد کوتاه یا طولانی چقدر هر کمون

نیست.

شرطی خطای دوم توان های کمترین روش با R٠ برآورد ۴

هستند. تکثیر پایه عدد برآورد روش های با آشنایی برای مناسبی منابع (٢٠١٠) جاکوب و (٢٠٠٩) چوول

می توان (٢) رابطه از استفاده با می ماند، باقی بیمار بدن در (k > ٠) دوره k ویروس که این فرض با

داد نشان

E(Zi |Zi−١, ..., Zi−k ) =

k∑
j=١

mjzi−j , i = k, ..., n.
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عبارت کردن مینیمم با mk, ...,m١ شرطی دوم توان های کمترین برآوردگرهای

SSE =
n∑
i=k

(zi −
K∑
j=١

mjzi−j)
٢ (۵)

رابطه آن، دادن قرار صفر مساوی و (۵) رابطه از mt به نسبت مشتق گرفتن با می آیند. دست به

k∑
j=١

mj

n∑
i=k

zi−jzi−t =

n∑
i=k

zizi−t t = ١, ٢, . . . , k

صورت به آن ها ماتریسی شکل می آید. دست به

Bm = b (۶)

ماتریس و b = (
∑n

i=k zizi−١, . . . ,
∑n

i=k zizi−k)
′ ،m = (m١, ...,mk)

′ آن در که است،

صورت به B متقارن

B =



∑n
i=k z

٢
i−١

∑n
i=k zi−١zi−٢ . . .

∑n
i=k zi−١zi−k∑n

i=k zi−١zi−٢
∑n

i=k z
٢
i−٢ . . .

∑n
i=k zi−٢zi−k

...
... . . . ...∑n

i=k zi−١zi−k
∑n

i=k zi−٢zi−k . . .
∑n

i=k z
٢
i−k


رابطه از m١, ...,mk برآوردهای ،z٠, ... , zn مقادیر داشتن با است.

m̂ = B−١b (٧)

شود.  محاسبه R٠ =
∑k

t=١ mt حاصل است کافی تکثیر، پایه عدد برآورد منظور به می آیند. دست به
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آمریکا در آنفولانزا بیماری موردی، مطالعه ۵

٢٣ از روزانه صورت به که است آمریکا متحده ایالات در آنفولانزا بیماری به مربوط ١ جدول داده های

هفته یک بیماری دوره طول می شود فرض است. شده گزارش ١٩١٨ سال نوامبر ٢۴ تا ١٩١٨ سپتامبر

می شود برآورد R٠ = ٠/٩۴٣٠ تکثیر پایه عدد ،(٧) خطی معادلات دستگاه حل با .k = ٧ یعنی باشد،

ندارد. وجود بیماری طغیان و همه گیری خطر می دهد نشان که

نتیجه گیری و بحث

عمر با متناسب آن در موجود ذرات تولید قدرت که شد معرفی دوره به وابسته شاخه ای فرایند مقاله این در

واگیردار بیماری یک انتقال با مطابق فرایند این ذرات رفتار که شد داده توضیح سپس می کند. تغییر ذره

به وابسته شاخه ای فرایند تئوری از استفاده با R٠ برآورد برای جدید کاملا روش یک مقاله این در است.

است لازم روش این از استفاده برای می شود. خطی معادلات دستگاه یک حل به منجر که شد ارائه دوره

که می دهد نشان شده ارائه عددی مثال باشد. شده گزارش و ثبت منظم دوره های در بیمار، افراد تعداد که

دارد، پزشکی دانش در مهمی نقش که واگیردار بیماری های در تکثیر پایه عدد برآورد در مدل این از می توان

کرد. استفاده

تشکر و تقدیر

ارتقای باعث که آماری علوم مجله تحریریه هیئت و محترم داوران پیشنهادات و نظرات از مقاله نویسنده

دارد.  را قدردانی و تشکر کمال شد، مقاله
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