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قرار توجه مورد بسیار رگرسیونی پارامترهای برآورد در اخیر سال های در تاوانیده برآوردگرهای چکیده:

همزمان برآوردگرها، این هستند. مستطیلی نُرم با تاوانیده برآوردگرهای آن ها معروف ترین که گرفته اند،

در غیرقطعی پیشین اطلاعات از استفاده با مقاله، این در می دهند. انجام پارامتر برآورد و متغیر انتخاب

مستطیلی نُرم با تاوانیده لاسو، برآوردگر با مقایسه در کمتر مخاطره با بهتری برآوردگرهای پارامترها، مورد

به نسبت شبیه سازی مطالعه  یک در شده پیشنهاد انقباضی برآوردگرهای کارآیی برتری است. شده ارائه

مجموعه در پیش بینی خطاهای میانگین مقادیر در کاهش همچنین است. شده داده نشان لاسو برآوردگر

است. انقباضی برآوردگرهای پیش گویی قدرت از حاکی آمریکا متحده  ایالات ارقام و آمار سرطان داده های

پیش گویی، خطای مجانبی، توزیع لاسو، برآوردگر بهبودیافته، برآوردگر انقباضی،  برآوردگر کلیدی: واژه های

مستطیلی. نُرم

مقدمه ١

این با آید. به دست (پارامترها) مجهول کمیت های درباره  بینشی تا می شوند گرفته به کار آماری مدل های

اطلاعات سایر از نمونه، از آمده به دست اطلاعات بر علاوه آماردان ها موقعیت ها، از بسیاری در وجود،
غیرنمونه ای١ اطلاعات می تواند اینجا در اطلاعات سایر از منظور می کنند. استفاده پارامترها برآورد در نیز
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اطلاعات این بردن به کار باشد. علاقه مورد پارامترهای درباره  (UP) غیرقطعی٢ پیشین اطلاعات یا (NS)

مفید باشد، محدود است ممکن نمونه اساس بر اطلاعات زمانی که به ویژه پارامتر، برآورد در غیرنمونه ای

است.

موارد بعضی در اما داشت. خواهد همراه به پرباری نتایج معمولا اعتماد قابل اطلاعات از استفاده

از که بگیرید نظر در را داده هایی مثال، به عنوان نداریم. اطمینان UP یا NS اطلاعات صحت از تجربی،

معمولا آمده اند. به دست سرطان زا مواد تزریق از بعد مختلف زمان های در موش ها در تومور نوعی اندازه گیری

علاقه مندند زیست شناسان است. آمده به دست بالینی مطالعات و آزمایش ها از داده ها این می شوند فرض

است، UP اطلاع یک که ،λ٠ مقدار به قبلی آزمایشات اساس بر که حالتی در را λ رشد نرخ پارامتر

است ممکن سلول ها رفتار مختلف محیطی شرایط در اینکه به توجه با اما کنند. برآورد یافته اند، دست

گرفتن نظر در برای اینکه وجود با زیست شناسان بنابراین کند؛ تغییر می تواند λ٠ مقدار باشد، متفاوت

از مقدار این به نسبت دارند، کافی دلایل بالینی آزمایشات در رشد نرخ پارامتر واقعی مقدار عنوان به λ٠

نیستند. برخوردار مناسبی اطمینان

می شود. اجرا آن نتیجه  از پیش زمینه ای داشتن با آزمایش یک کاربردی، علوم در اغلب واقع، در

ممکن ندارند، آزمایش نتیجه  از شناختی هیچ می شود فرض معمولا که آماری، استاندارد قوانین از استفاده

نباشند. مفید است

اطلاعاتی اعتبار یا کیفیت به وابسته غیرنمونه ای اطلاعات از استفاده عواقب و نتایج کلی، حالت در

دو به می تواند صفر فرضیه  شکل به غیرقطعی پیشین اطلاع این می شود. استفاده آن از برآورد در که است

پیشین اطلاع اعتبار روی بر اولیه آزمون یک اول، روش در گیرد. قرار استفاده مورد کردن برآورد در روش

می توان آزمون این نتیجه  اساس بر و می شود انجام پارامتر فضای روی بر محدودیت یک شکل به غیرقطعی

ایده، این کرد. انتخاب را یکی ،UP اطلاع از استفاده بدون برآوردگر و UP اطلاع اساس بر برآوردگر بین

شد. مطرح (١٩۴۴) بنکرافت توسط بار اولین

(١٩۶١) استاین و جیمز و (١٩۵۶) استاین است. استاین و جیمز ایده بردن به کار دیگر، روش

p ≥ ٣ ازای به دوم درجه زیان تابع برای p-متغیره نرمال توزیع مدل در نمونه میانگین که دادند نشان

به که شد انقباضی برآوردگرهای از بزرگی کلاس ایجاد به منجر نتیجه این و نیست پذیرفتنی٣ برآوردگر

محققین اخیر، دهه های در شدند. نامیده استاین نوع انقباضی برآوردگرهای استاین، چارلز پروفسور افتخار

باک و جاج داشته اند. بزرگ و کوچک نمونه های در استاین نوع برآوردگرهای به ملاحظه ای قابل توجه
٢Uncertain prior (UP)
٣Admissible
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برآوردگرهای (٢٠٠۶) صالح دادند. قرار مقایسه مورد را استاین نوع و اولیه آزمون برآوردگرهای (١٩٧٨)

به توجه با نمود. ارائه نیز را آن ناپارامتری و مجانبی برآوردگرهای و کرد دوباره نویسی را استاین نوع

نشان مختلف علوم در را برآوردگرها این کاربرد که مقالاتی تعداد ،(١٩۵۶) استاین نتیجه زیاد بسیار تاثیر

،(٢٠٠۶) صالح منابع استاین، نوع برآوردگرهای درباره بیشتر جزئیات برای یافت. افزایش می دهد،

،(٢٠٠٣) صالح و کیبریا ،(٢٠١١) کیبریا و صالح ،(١٩٨٨) گروبر ،(٢٠٠١) شالاب ،(١٩٩٨) شالاب

صالح ،(٢٠١٣) لیان ،(٢٠١٢) نیکل و احمد همچنین و (٢٠١١) احمد و رحیم ،(٢٠١٢) صالح و کیبریا

ببینید. را (٢٠١۵) تولومیس و (٢٠١۴) همکاران و

خطی رگرسیون مدل

yn = Xnβ + ϵ (١)

تصادفی غیر طرح ماتریس Xn پاسخ، متغیرهای از n× ١ تصادفی بردار yn آن در که بگیرید نظر در را

بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)
T و رگرسیونی پارامترهای بردار β = (β١, . . . , βp)

T ،(n > p) n × p

و E(ϵ) = ٠ همچنین، هستند. F توزیع تابع با هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای شامل آشفتگی

است. n× n همانی ماتریس In و متناهی مثبت، مجهول پارامتر σ٢ آن در که ،E(ϵϵT ) = σ٢In

مقدار بین اختلاف از تابعی زیان، تابع که می شود برآورد به گونه ای β رگرسیونی پارامتر بردار معمولا

به صورت خطا دوم توان زیان تابع از معمول به طور شود. کمینه ،ŷ پیش بینی شده مقدار و y واقعی

L(y, ŷ) = ∥y − ŷ∥٢ =
n∑
i=١

(yi − ŷi)
٢

گاهی دارد. نام دوم توان های کمترین برآوردگر می آید، به دست روش این به که برآوردگری می شود. استفاده

زیان تابع افزایش مقدار، این بزرگی باشد. داشته بزرگی مقدار β مولفه های از یکی واقعیت در است ممکن

باشد، بزرگ پارامتر، مقدار اندازه  به برآوردگر متناظر مولفه  این که احتمال چون داشت. خواهد دنبال به را

می توان که روش هایی از یکی می شود. برازشی بیش به منجر زیان تابع کردن کمینه لذا است، صفر تقریبا

متفاوتی تاوان های شود. تاوانیده پارامتر اصطلاح به که است این گرفت به کار مشکل این کردن برطرف در

تاوان  های می گیرد. خود به خاصی نام برآوردگر حالت، هر در که شود گرفته نظر در می تواند نیاز حسب بر

نُرم های اساس بر به ترتیب که هستند توابع از گروه این اعضای معروف ترین از
∑p

j=١ β
٢
j و

∑p
j=١ |βj |
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می گویند. نیز منهتن ،L١ نُرم به که است ذکر به لازم آمده اند. به دست (L٢) اقلیدسی و (L١) مستطیلی

می شود. گفته L٢ و L١ تاوان های ترتیب به L٢ و L١ نُرم پایه ی بر تاوان تابع های به ادامه، در

برآوردگر (١٩٧٠) کنارد و هورل است. ریج برآوردگر تاوانیده، برآوردگرهای کلاس از عضو مشهورترین

منظم سازی روش اساس بر تاوانیده» «برآوردگرهای دنیای به ورود دروازه  که کردند معرفی را «ریج» رگرسیونی

متغیر انتخاب و برآورد مسئله دنیای به راهیابی برای مقدمه ای ریج، رگرسیون بود. (١٩۶٣) تیکونوف

تاوانیده برآورد اساس این بر و می کند مبارزه خطی مدل های در هم خطی مشکل با رگرسیون، این است.

نیست. امکان پذیر سادگی به آن پذیری تفسیر ریج، برآوردگر در متغیرها همه حضور به توجه با شد. متولد

استفاده به جای (١٩٩۶) تیبشیرانی است. (١٩٩۶ (تیبشیرانی، لاسو برآوردگر کلاس، این از دیگری عضو

پیدایش به منجر برآوردگر این نمود. کمینه L١ تاوان تابع به نسبت را خطا دوم توان های L٢ تاوان از

و (ژو الاستیک نت ،(٢٠٠١ لی، و (فن هموار۴ کوتاه شده مشتق پذیر برآوردگر مانند جدیدی برآوردگرهای

گردید. (٢٠١٣ چرنوکوف، و (بلونی سخت آستانه لاسوی و (٢٠٠۶ (ژو، سازوار لاسوی ،(٢٠٠۵ هیستی،

می کند. صفر دقیقا را اضافی متغیرهای و کرده منقبض صفر سمت به را ضریب هر ،L١ تاوان از استفاده

یک می کند. منقبض را ضرایب هم و می دهد انجام متغیر انتخاب هم همزمان لاسو، برآوردگر واقع، در

باشد) زیاد آن صفر پارامترهای تعداد که (مدل هایی تنک۵ مدل های در لاسو برآوردگرهای از جالب کاربرد

باشد. نمونه فضای بعد از بیشتر پارامتر فضای بعد که است زمانی لاسو، برآوردگر دیگر کاربرد است.

کنترل را همواری درجه  که دارد وجود آستانه حد نام به اساسی پارامتر یک لاسو، برآوردگر ساختار در

نقش آماری کاربردهای در و است مدل برازش از مهمی بخش هموارسازی پارامترهای انتخاب می کند.

اعتبارسنجی (الف) می شود: استفاده پارامتر این انتخاب برای روش دو از عموما می کند. ایفا مهمی

می دهند. پیشنهاد را کارا مدل های اغلب که BIC و AIC مانند اطلاع معیارهای (ب) و متقابل۶

اساس بر انتخاب بهترین و استاین نوع انقباضی لاسو، برآوردگرهای بین مقایسه ای (٢٠١۶ (هنسن،

استاین نوع برآوردگر و لاسو برآوردگر که گرفت نتیجه وی داد. انجام دوم توان های کمترین مخاطره

به لاسو برآوردگر که داد نشان شبیه سازی مطالعه  یک در هم چنین ندارد. برتری دیگری بر یکنواخت به طور

بیشتری نسبتا مخاطره لاسو برآوردگر پارامتر، فضای از بخشی در و است حساس نسبتا مدل پارامترهای

دارد. دوم توان های کمترین برآوردگر به نسبت

L١ تاوان تابع به نسبت خطا دوم توان های کردن کمینه هدف، که بگیرید نظر در را شرایطی حال،

۴Smoothly Clipped Absolute Derivation (SCAD)
۵Sparse models
۶Cross validation
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اطلاع با برآوردگر دو بین است لازم اول روش از استفاده برای باشد. UP اطلاع داشتن دسترس در با

مناسبی راهکار یافتن راستای در مقاله، این در گیرد. صورت مناسبی انتخاب ،UP اطلاع بدون و UP
سپس می شود. معرفی استاین نوع لاسوی و غیرقطعی پیشین اطلاع با لاسو برآوردگرهای مسئله، این برای

مقایسه پیش گویی خطای و مجانبی کارآیی منظر دو از تیبشیرانی لاسوی برآوردگر با جدید برآوردگرهای

می شوند.

و خطی رگرسیونی مدل  ،٢ بخش در است. زیر به صورت بعدی بخش های در حاضر مقاله ساختار

٣ بخش در برآوردگرها توزیع مجانبی می گیرد. قرار بررسی مورد β پارامتر برآورد مختلف استراتژی های

پرداخته برآوردگرها مقایسه  به عددی مثال  و شبیه سازی از استفاده با ،۴ بخش در همچنین است. شده ارائه

دارد. اختصاص نتیجه گیری و بحث به نیز ۵ بخش است. شده

برآوردگرها ٢

به صورت بتوان را β پارامتر درباره  نمونه ای غیر اطلاعات کنید فرض

Hβ = h (٢)

است. معلوم ثابت های از q × ١ بردار یک h و (q ≤ p) q رتبه  با q × p ماتریس یک H که کرد بیان

محدودیت ها یعنی است، q ،H رتبه  بگیرد. قرار آزمون مورد باید که است خطی محدودیت های تعداد q

تجربی یا تئوری ملاحظات از ناشی واقعیت یک (الف) است ممکن محدودیت ها این هستند. خطی مستقل

در را فزونگی که مصنوعی اضافی شرط یک (ج) و بگیرد قرار آزمون مورد باید که فرضیه یک (ب) باشد،

هدف کلی، حالت در .(٢٠٠٣ جامالاداکا، و (سن گوپتا باشند می کند، حذف یا کاهش مدل یک توصیف

طرح ماتریس یک برای پاسخ متغیر پیش گویی و پارامترها برآورد (١) چندگانه رگرسیون مدل در اصلی

است. شده پیشنهاد β پارامتر برآورد مختلف روش های بخش این در است. دلخواه

(OLS) دوم توان های کمترین برآوردگر -١

روش این در است. (OLS) دوم توان های کمترین روش (١) در β پارامتر بردار برآورد روش معمول ترین

ماتریس که شرطی به شود. کمینه مانده ها، دوم توان های مجموع که می شوند برآورد گونه ای به پارامترها

β پارامتر دوم توان های کمترین  برآوردگر باشد، معکوس پذیر XT
nXn و باشد ستونی کامل رتبه Xn طرح
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به صورت

β̃n = C−١
n XT

n yn, Cn = XT
nXn

به صورت σ٢ برآوردگر متناظر، به طور می آید. به دست

s٢ =
١
m
(yn −Xnβ̃n)

T (yn −Xnβ̃n); m = n− p

با مرکزی کی دو توزیع با ms٢/σ٢ متغیر از β̃n ∼ Np(β, σ
٢C−١

n ) که است واضح می شود. حاصل

است. مستقل آزادی درجه m

لاسو برآوردگر -٢

پایا دقیق، مدل های روش، این در که کرد پیشنهاد متغیرها انتخاب برای جدید روشی (١٩٩۶) تیبشیرانی

انقباضی٨) مطلق قدر کمترین و انتخاب (عملگر لاسو را آن نام و کرد معرفی را (تفسیرپذیرتر) صرفه جو٧ و

لاسو برآوردگر ،L١ نرم تنکی ویژگی اساس بر است. OLS برآوردگر تاوانیده نسخه لاسو، برآوردگر نامید.

بهینه سازی مسئله حل از (١٩٩۶) تیبشیرانی لاسوی برآوردگر است. گرفته قرار توجه مورد اخیر سال های در

β̂
L

n = min
β

{
n∑
i=١

(yi −
p∑
j=١

Xijβj)
٢},

p∑
i=١

|βj | ≤ t

در است مبدا از عرض شامل فقط مدل ،t = ٠ اگر است. ثابت مقدار یک t آن در که می آید، به دست

β∗ = (β∗١ , . . . , β
∗
p)
T که t >

∑p
i=١ |β∗i | اگر بود. خواهد کامل مدل آن گاه ،t = ∞ اگر حالی که

برآوردگر به منجر لاسو روش می گیرند، نظر در β̃n را برآوردگر این معمولا و است β برای اولیه برآوردگر یک

با معادل فوق بهینه سازی مسئله آن گاه ،٠ < t <
∑p

j=١ |β̃j | اگر وجود، این با می شود. OLS

β̂
L

n = argminβ{
n∑
i=١

(yi −
p∑
j=١

Xijβj)
٢ + λn

p∑
j=١

|βj |}, λn ≥ ٠

٧Parsimonious
٨Least absolute shrinkage and selection operator
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لاسو برآوردگر در را صفر) پارامترهای (تعداد تنکی سطح که است آستانه حد پارامتر λn آن در که است،

این پس این از نیست، غیرقطعی پیشین اطلاعات به وابسته برآوردگر این که جایی آن از می کند. کنترل

می شود. استفاده آن نمایش برای β̂
UL

n نماد از و نامیده (ULE) لاسو٩ نشده محدود برآوردگر را برآوردگر

می شوند. ارائه برآوردگر این اساس بر جدیدی برآوردگرهای ادامه در است ذکر به لازم

شده محدود برآوردگر -٣

در تاثیری هیچ غیرنمونه ای اطلاعات و است نمونه به وابسته تنها اطلاعات است شده فرض این جا، تا

پیشین محدودیت (یک غیرنمونه ای اطلاعات که است ممکن موارد برخی در وجود، این با ندارد. برآورد

باشد. داشته وجود محدودیت عنوان به مدل پارامترهای روی پارامتر) فضای روی

و شده نامیده (RLE) محدودشده١٠ لاسوی برآوردگر کند، صدق (٢) رابطه در لاسو برآوردگر چنان چه

Hβ = h محدودیت به نسبت ،β پارامتر OLS محدودشده برآوردگر مشابه می شود. داده نشان β̂
RL

n با

به صورت محدودشده لاسوی برآوردگر ببینید) را (٢٠٠۶) صالح در ١-٧-۴ (رابطه

β̂
RL

n = β̂
UL

n − C−١
n HT (HC−١

n HT )−١(Hβ̂
UL

n − h) (٣)

دارد. برتری β̂
UL

n برآوردگر بر β̂
RL

n باشد، برقرار (٢) رابطه در شده فرض محدودیت اگر می شود. پیشنهاد

است. کمتر آن L٢ زیان به نسبت مخاطره  دقیق تر، عبارت به

کامل قطعیت با غیرنمونه ای) (اطلاعات پارامترها مورد در شده مطرح ادعای اگر که است ذکر به لازم

همیشه واقعیت، در اما داشت. نخواهد وجود آماری روش های از استفاده به لزومی دیگر صحیح باشد،

برآوردگری تنها عنوان به محدودشده برآوردگر تعریف به نمی توان راستا، این در و دارد وجود قطعیت عدم

محدود برآوردگر که است برآوردگری یافتن هدف، کرد. اکتفا می بخشد، بهبود را نشده محدود برآوردگر که

به محدودنشده برآوردگر بنابراین، بخشد. بهبود شده، مطرح ادعای قطعیت عدم گرفتن نظر در با را نشده

بود. نخواهد کاربردی برآوردگر یک و می شود معرفی برآوردگرها سایر تعریف منظور

٩Unrestricted LASSO estimator
١٠Restricted LASSO Estimator
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اولیه آزمون برآوردگر -۴

مورد، این در شود. مدل وارد پارامتر فضای دادن تغییر با است ممکن (٢) شکل به پیشین اطلاعات

بردار بعد در کاهش کلی، حالت در است. کلی فضای از فضا زیر یک جدید، شده) (محدود پارامتر فضای

طبیعتا نتیجه گیری چنین نباشد، برقرار محدودیت اگر وجود، این با می دهد. ارائه را کارآیی برآورد پارامتر،

(PTLE) لاسو١١ اولیه آزمون برآوردگر یک ارائه و فیشر روش از استفاده دلیل، این به نمی آید. به دست

می باشد. مناسب راهکاری Ho : Hβ = h صفر فرضیه رد یا قبول اساس بر β̂
RL

n یا β̂
UL

n انتخاب با

به٢صورت برآوردگر این

β̂
PL

n = β̂
UL

n − (β̂
UL

n − β̂
RL

n )I(Ln ≤ Ln,α) (۴)

Ho : Hβ = h فرضیه تحت ،Ln آزمون آماره ی دقیق توزیع αام چندک Ln,α آن در که بود، خواهد

است.

آزمون آماره (٢٠٠۶) صالح پیشنهادی روش اساس بر دارد. وجود آزمون آماره برای پیشنهاد دو

به صورت می تواند

Ln =
(Hβ̃n − h)T (HC−١

n HT )−١(Hβ̃n − h)

s٢ (۵)

است. شده استفاده می باشد، OLS برآوردگر پایه بر که آزمون آماره این از مقاله این در که باشد

داشت نظر در باید شود. نوشته نیز لاسو برآوردگر اساس بر می تواند آزمون این است ذکر به لازم

هیچ گونه اما شود ساده تر محاسبات می شود باعث آزمون آماره  در لاسو برآوردگر از استفاده وجودی که با

نیست. دسترس در آزمون آماره  این اساس بر پیشنهادی برآوردگرهای مجانبی توزیع یافتن برای راهکاری

انقباضی برآوردگر -۵

عدم میزان یا (برقراری UP اطلاعات کیفیت به شدیدا اولیه آزمون و محدودشده برآوردگرهای کارآیی

برآوردگرهای شود، گرفته فاصله صفر فرضیه  از چه هر دیگر، طرف از دارد. بستگی محدودیت) برقراری

برآوردگر می شود مشاهده که همان طور دارند. را مخاطره کمترین برآوردگرها سایر با مقایسه در انقباضی
١١Preliminart Test LASSO Estimator
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از یکی می دهد نشان که دارد گسسته ای رفتار و است α معنی داری سطح به وابسته شدیدا اولیه آزمون

بر می پذیرد. آزمون نتیجه  اساس بر را لاسو محدودشده  برآوردگر یا لاسو نشده  محدود برآوردگر فرین حالات

برای شود. کارآیی افزایش باعث است ممکن α از مستقل و پیوسته برآوردگر یک از استفاده اساس، این
لاسو١٢ استاین نوع انقباضی برآوردگر و کرده ترکیب را لاسو و (١٩۶١) استاین و جیمز ایده منظور این

صورت به (SSLE)

β̂
SL

n = β̂
UL

n − kn(β̂
UL

n − β̂
RL

n )L−١
n , kn =

m(q − ٢)
(m+ ٢)

, m = n− p (۶)

بر β̂
SL

n که می شود انتخاب گونه ای به بازه یک در و است انقباضی ثابت kn آن در که می شود پیشنهاد

باشد. داشته برتری β̂
UL

n برآوردگر

بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر -۶

انقباضی برآوردگرهای از بهتر اولیه آزمون و محدودشده برآوردگرهای باشد درست تقریبا صفر فرضیه  وقتی

برآوردگرهای که کرد تعریف دیگری برآوردگر می توان آیا حالت این در که اینجاست سوال حال هستند،

بهتر انقباضی برآوردگر پارامتر، از زیرفضایی در اینکه به توجه با بخشد. بهبود را شده محدود و اولیه آزمون

برآوردگر شود، جایگذاری β̂
SL

n با β̂
UL

n اولیه، آزمون برآوردگر در اگر می کند، عمل محدودنشده برآوردگر از

بر (١٩٧٢) همکاران و سالو داشت. خواهد اولیه آزمون برآوردگر به نسبت کمتری مخاطره آمده  به دست

اولیه آزمون برآوردگر دادند. پیشنهاد OLS برآوردگر پایه بر را بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر اساس این

به صورت (IPTLE) لاسو١٣ بهبودیافته

β̂
IPL

n = β̂
SL

n − (β̂
SL

n − β̂
RL

n )I(Ln ≤ Ln,α)

= β̂
PL

n − knL−١
n I(Ln > Ln,α)(β̂

UL

n − β̂
RL

n ) (٧)

می شود ملاحظه لاسو، استاین نوع انقباضی برآوردگر و برآوردگر این به دقیق تری نگاه با می شود. پیشنهاد

نشده محدود برآوردگر بر یکنواخت به طور بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر آن گاه ،Ln,α ∈ [٠, kn] اگر که

لاسو اولیه آزمون برآوردگر مشابه برآوردگر این آن گاه ،Ln,α ∈ (kn,∞] اگر دیگر طرف از دارد. برتری
١٢Shrinkage Stein-type LASSO Estimator
١٣Improved Preliminary Test LASSO Estimator
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هر حالت این در داشت. نخواهد برتری محدودنشده برآوردگر بر همواره که معنی بدین کرد، خواهد عمل

برآوردگر مخاطره به بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر مخاطره آن گاه شود، گرفته فاصله صفر فرضیه از چه

شد. خواهد همگرا محدودنشده

برآوردگرها مجانبی توزیع ٣

در است. شده داده قرار بررسی مورد توزیعی منظر از شده ارائه برآوردگرهای مجانبی رفتار بخش، این در

آن گاه ،n→ ∞ اگر باشند. می مفروض زیر نظم شرایط روابط، اثبات برای ادامه،

.C = (Cij), i, j = ١, . . . , n ،n−١Cn → C به طوری که دارد Cوجود مثبت معین ماتریس (i)

.max١≤i≤n(nx
T
i C

−١
n xi) → ٠ (ii)

در که شود، گرفته نظر در ثابت) جایگزین (فرضیه Hβ = h + δ به صورت می تواند Ho مقابل فرضیه

دلخواه برآوردگر یک β∗
n اگر فرضیه، این برقراری تحت است. ثابت بردار یک δ = (δ١, . . . , δq)

T آن

(صالح، بود خواهد برابر
√
n(β̃n−β) توزیع با ،n→ ∞ وقتی

√
n(β∗

n−β) مجانبی توزیع باشد،

بود. خواهد بی معنی برآوردگرها مقایسه است زیاد نمونه حجم که هنگامی حالت این در بنابراین، .(٢٠٠۶

برای گرفت. نظر در ثابت جایگزین فرضیه یک نباید مجانبی، حالت در که می رسد ذهن به ایده این لذا،

به صورت را موضعی مقابل فرضیه های کلاس می توان راه حل، یک عنوان به  منطقی، نتایج آوردن به دست

Kn : Hβ = h+
δ√
n

از خاصی حالت را (٢) می توان می دهد، نتیجه را صفر فرضیه ،δ = ٠ انتخاب که آن جا از گرفت. نظر در

دانست. Kn کلاس

حدی توزیع دارای
√
n(β∗

n − β) ،{Kn} کلاس در کنید فرض

F (y) = lim
n→∞

P
(√
n(β∗

n − β) ≤ y
)
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پراکندگی ماتریس می توان تابع، این اساس بر و می شود نامیده β∗
n برآوردگر مجانبی توزیع تابع که باشد

به صورت را Γ∗

Γ∗ =

∫
yyTdF (y)

با است برابر و می باشد Γ∗ ماتریس اثر برابر مجانبی، مخاطره تابع که است ذکر به لازم کرد. تعریف

R(β̂
∗
n) = tr(Γ∗) = lim

n→∞
E
[
n(β∗

n − β)T (β∗
n − β)

]
. (٨)

σ٢ متناهی واریانس و صفر میانگین با هم توزیع و مستقل ϵ مولفه های کنید فرض (١٩٧١ (تیل، :١ لم

آن گاه باشد، برقرار نیز نظم اول شرط و باشند کراندار یکنواخت به طور X مولفه های اگر باشند.

√
n(β̃n − β)

D→ Np(٠, σ٢C−١),

می دهد. نشان را توزیع در همگرایی D→ نماد آن در که

Ln درستنمایی نسبت آزمون آماره نظم، شرایط گرفتن نظر در با {Kn} کلاس در (١٩٧۶ (اشمیت، :٢ لم

به توزیع در

L =
(HW + δ)T (HC−١HT )−١(HW + δ)

σ٢

غیرمرکزی پارامتر و آزادی درجه q با کی دو توزیع با

∆٢ = σ−٢δT (HC−١HT )−١δ = σ−٢ξTCξ (٩)

.ξ = C−١HT (HC−١HT )−١δ و W ∼ Np(٠, σ٢C−١) آن در که است، همگرا

آن گاه ،n→ ∞ وقتی ،{Kn} کلاس در نظم، شرایط گرفتن نظر در با :١ قضیه

الف-

β̂
RL

n
P→ argminϕ(Z(ϕ))− C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))− h)
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ب-

β̂
RL

n
P→ argminϕ(Z(ϕ))− C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))− h)

ج-

β̂
PL

n
P→ argminϕ(Z(ϕ))−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))−h)I(L < Lα)

است. ∆٢ مرکزی غیر پارامتر و آزادی درجه q با کی دو توزیع بالایی αام چندک Lα آن در که

د-

β̂
SL

n
D→ argminϕ(Z(ϕ))− kC−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))− h)L−١

ه-

β̂IPLn
D→ argminϕ(Z(ϕ))

−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))− h)I(L < Lα)

−kL−١I(L > Ln,α)C−١HT (HC−١HT )−١(Hargmin(Z)− h),

و λn/n→ λ٠ ≥ ٠ ،k = q − ٢ ،ϕ = (ϕ١, . . . , ϕp)
T آن در که

Z(ϕ) = (ϕ− β)TC(ϕ− β) + λ٠

p∑
j=١

|ϕj |.

است. همگرا Z(ϕ) کمینه کننده به احتمال در لاسو برآوردگر (٢٠٠٠) فو و نایت اساس بر برهان:

به صورت نظم، دوم شرط هم چنین و (٣) رابطه و اسلاتسکی قضیه از استفاده با می توان را (الف) قسمت

نوشت: زیر

β̂
UL

n − C−١
n HT (HC−١

n HT )−١(Hβ̂
UL

n − h)
P→

argminϕ(Z(ϕ))− C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))− h).
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β̂
UL

n − β̂
RL

n = CnH
T (HC−١

n HT )−١(Hβ̂
UL

n −h) ،(٣) رابطه طبق (ب)، قسمت اثبات در

C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))−h) به نظم دوم شرط و اسلاتسکی قضیه طبق که

طبق .I(Ln ≤ Ln,α)
D→ I(L ≤ Lα) ،٢ لم به توجه با (ج)، قسمت اثبات برای است. همگرا

اسلاتسکی، قضیه هم چنین و قضیه همین (ب) قسمت ،(۴) رابطه

β̂
PL

n
D→ argminϕ(Z(ϕ))−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminϕ(Z(ϕ))−h)I(L ≤ Lα).

(د)، قسمت در

lim
n→∞

kn = lim
n→∞

(n− p)(q − ٢)
(n− p+ ٢)

= q − ٢ = k. (١٠)

بر (ه)، قسمت می آید. به دست نتیجه اسلاتسکی قضیه و قضیه این (ب) قسمت ،(۶) رابطه طبق بنابراین

می شود. نتیجه به راحتی قضیه همین (د) و (ج) قسمت های نیز و (٧) رابطه اساس

آن گاه ،n→ ∞ وقتی {Kn} کلاس در نظم، شرایط برقراری با :٢ قضیه

الف-

√
n(β̂

RL

n −β)
D→ argminu(V (u))−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u))+δ)

ب-

√
n(β̂

UL

n − β̂
RL

n )
D→ C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)

ج-

√
n(β̂

PL

n − β)
D→ argminu(V (u))

−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)I(L ≤ Lα),
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د-

√
n(β̂

SL

n − β)
D→ argminu(V (u))

−kC−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)L−١,

ه-

√
n(β̂

IPL

n − β)
D→ argminu(V (u))

−C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)I(L ≤ Lα)

−kC−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)L−١I(L > Lα).

قسمت اثبات برای ،(٢٠٠٠) فو و نایت نیز و (١٩٩٣) سینگر و سن و اسلاتسکی قضیه طبق برهان:

نوشت می توان (٣) معادله طبق (الف)،

√
n(β̂

RL

n − β) =
√
n(β̂

UL

n − β)

−
√
nC−١

n HT (HC−١
n HT )−١[H(β̂

UL

n − β) + (Hβ − h)]

=
√
n(β̂

UL

n − β)

−C−١
n HT (HC−١

n HT )−١[H
√
n(β̂

UL

n − β) +
√
n(Hβ − h)]

=
√
n(β̂

UL

n − β)

−nC−١
n HT (nHC−١

n HT )−١[H
√
n(β̂

UL

n − β) +
√
n(Hβ − h)].

می شود نتیجه اسلاتسکی قضیه از استفاده با

√
n(β̂

RL

n −β)
D→ argminu(V (u))−C−١HT (HC−١HT )−١[Hargminu(V (u))+δ].

نوشت می توان (ب) اثبات برای

√
n(β̂

UL

n − β̂
RL

n ) =
√
n(β̂

UL

n − β̂
UL

n + C−١
n HT (HC−١

n HT )−١(Hβ̂
L

n − h))

=
√
nC−١

n HT (HC−١
n HT )−١(Hβ̂

UL

n − h)
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= C−١
n HT (HC−١

n HT )−١(H
√
n(β̂

UL

n − β) +
√
n(Hβ − h))

= C−١
n HT (HC−١

n HT )−١(H
√
n(β̂

UL

n − β) + δ).

قضیه هم چنین و ٢ لم از استفاده با (ج)، اثبات برای است. برقرار اسلاتسکی قضیه اساس بر نتیجه

است همگرا زیر رابطه به توزیع در
√
n(β̂PTL − β) اسلاتسکی،

argminu(V (u))− C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)I(L ≤ Lα).

(د)، اثبات برای

√
n(β̂

SL

n − β) =
√
n(β̂

UL

n − β)− kn
√
n(β̂

UL

n − β̂
RL

n )L−١
n .

می توان اسلاتسکی، قضیه بردن به کار و limn→∞ kn = k ،L−١
n

D→ L−١ (ب)، قسمت به توجه با

نوشت

√
n(β̂

SL

n − β)
D→ argminu(V (u))

−k
[
(C−١HT (HC−١HT )−١(Hargminu(V (u)) + δ)

]
L−١.

(ه)، اثبات برای سرانجام

√
n(β̂

IPL

n − β) =
√
n
(
β̂
PL

n − β − kn
√
n(β̂

UL

n − β̂
RL

n )L−١
n I(Ln > Ln,α)

)
.

می آید. به دست راحتی به نتیجه ،٢ لم از استفاده با

لاسوی برآوردگر ،λ٠ = ٠ ازای به ،n → ∞ وقتی {Kn} کلاس در نظم، شرایط برقراری با :١ تذکر

دارد. برتری نشده  محدود لاسوی برآوردگر بر شده محدود
√
n(β̂

UL

n − β)
D→ که است بدیهی باشد، معکوس پذیر ماتریس C و λ٠ = ٠ اگر برهان:

W ∼ که ،
√
n(β̂

RL

n − β)
D→ W − C−١HT (HC−١HT )−١(HW + δ) هم چنین و W

.Np(٠, σ٢C−١)
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نوشت می توان ،(٨ (رابطه مجانبی مخاطره تابع تعریف طبق

R(β̂
UL

n ) = σ٢ tr(C−١)

R(β̂
RL

n ) = σ٢ tr(C−١)− tr(C−١HT (HC−١HT )−١HC−١)

+(Hβ − h)T (HC−١HT )−١HC−١HC−٢HT (HC−١HT )−١(Hβ − h).

،Ho فرضیه ی برقرار تحت

R(β̂
UL

n )−R(β̂
RL

n ) = tr(C−١HT (HC−١HT )−١HC−١).

عبارت بودن مثبت است، مثبت معین ماتریس یک C−١HT (HC−١HT )−١HC−١ که آن جا از

می گردد. کامل اثبات و می شود نتیجه فوق رابطه چپ سمت

شبیه سازی مطالعه ۴

بررسی مورد شده پیشنهاد برآوردگرهای نسبی کارآیی مونت کارلو شبیه سازی یک از استفاده با بخش، این در

اوقات، گاهی متغیرهاست. انتخاب بحث در h و H انتخاب های کاربردی ترین از یکی می گیرد. قرار

را β بردار اگر دیگر، عبارت به ندارند. رگرسیون مدل در اثری متغیرها از برخی که می کند ادعا متخصص

نظر اساس بر که می کند مشخص را متغیرهایی ،β٢ = ٠ آن گاه کرد، افراز (β١, β٢)
T به صورت بتوان

p مرتبه با همانی ماتریس یک ،H ماتریس حالت، این در ندارند. تاثیری مدل پیش گویی در متخصص

فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون می شود: تعریف چنین h بردار . q = p بنابراین و بود خواهد

از انحراف میزان ،∆٢ مقدار با برابر آن انتهایی مولفه p − k و یک با برابر آن ابتدایی مولفه k کنید

برابر صفر، غیر مولفه های تعداد ،k و p = ۵ کنید فرض مطلب، شدن روشن برای باشد. صفر فرضیه

فرضیه باشد، صفر ،∆٢ مقدار اگر است بدیهی .h = [١, ١, ٢∆,٢∆,١]T صورت این در باشد. سه با

گرفته نظر در ١٠ و ۵ ،١ ،٠٫۵ ،٠٫١ ،٠ صورت به ∆٢ برای مقدار شش می شود. برقرار Ho : Hβ = h

می شود.

می شود. تولید Σ کوواریانس ماتریس و µ = ٠ میانگین بردار با p-متغیره نرمال توزیع Xاز ماتریس

n = ١٠٠ کنید فرض شده اند. گرفته نظر در r = ٠, ٠٫٢, ٠٫٩ با برابر کوواریانس ماتریس غیرقطری عناصر
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ابتدایی مولفه k که می شود گرفته نظر در صورت بدین β pتایی بردار بپذیرد. را ٢٠ و ١۵ ،١٠ مقادیر p و

است، k = ۵ و p = ١٠ وقتی مثال، برای هستند. صفر آن، مولفه های سایر و می پذیرد یک مقدار آن

مدل اساس بر پاسخ متغیر گرفت. نظر در (١, ١, ١, ١, ١, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T به صورت را β بردار می توان

yi =

p∑
i=١

Xiβi + ei, ei ∼ N (٠, ۵٢)

هر و می شود استفاده پارامتر این برآورد برای مقاله این در شده بیان استراتژی های از شده اند. شبیه سازی

به صورت نسبی کارآیی آیند. به دست برآوردگرها مخاطره تا است شده تکرار بار ١٠٠٠ سناریو،

RE(β∗; β̂
UL

) = R(β̂
UL

)/R(β∗)

شود. محاسبه باید آن نسبی کارآیی که است پیشنهادی برآوردگرهای از یکی β∗ آن در که می شود محاسبه

است. (١٩٩۶) تیبشیرانی لاسوی برآوردگر بر پیشنهادی برآوردگر برتری نشان دهنده یک از بزرگتر مقدار هر

مخاطره از کمتر پیشنهادی برآوردگر مخاطره باشد، یک از بزرگتر کارآیی مقدار چنان چه دقیق تر عبارت به

است. لاسو برآوردگر

تیبشیرانی لاسو ی برآوردگر به نسبت شده ارائه برآوردگرهای نسبی کارآیی عددی مقادیر ٣ تا ١ جداول در

است. شده آورده (١٩٩۶)

لاسو اولیه آزمون ،(RL) شده محدود لاسوی پیشنهادی برآوردگرهای می شود ملاحظه که همان طور

از لاسو، برآوردگر بر همگی ،(IPTL) لاسو یافته بهبود اولیه آزمون و (SSL) لاسو استاین نوع ،(PTL)

دارند. برتری کمتر، مخاطره لحاظ

آورد. به دست را زیر نتیجه گیری های می توان جداول مقادیر به دقیق تر نگاهی با

رفتار برآوردگرها سایر از بهتر RL برآوردگر ،(∆٢ = ٠) باشد برقرار صفر فرضیه هنگامی که (١)

می شود. کاسته برآوردگر این کارآیی از شود، گرفته فاصله صفر فرضیه از چه هر می کند.

فرضیه از چه هر دقیق تر به عبارت می یابد. کاهش شدت به نسبی کارآیی عدد ∆٢ بزرگ مقادیر برای (٢)

شدت به لاسو محدودنشده ی برآوردگر به پیشنهادی برآوردگرهای برتری میزان شود گرفته فاصله صفر

رفتار پیشنهادی برآوردگرهای از بهتر محدودنشده لاسوی برآوردگر مواردی، در حتی می یابد، کاهش

می کند.
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k = ۶ و p مختلف مقادیر و r = ٠ ثابت، ٢∆های برای برآوردگرها نسبی مخاطره .١ جدول
IPTLE SSLE PTLE RLE ULE

٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ ٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ p ∆٢

٨٫٩۵۶٢ ١١٫۵٠۵۵ ١۴٫٣١۴۶ ٣٫١٢٧٠ ٣٫٠۵١۵ ۴٫٧۵۵٨ ١۴٫٣١۴۶ ١ × ١٠٣٢ ١ ١٠

٠٨٫٢٢۶٩ ١١٫٨٩١٧ ٨٫٨۶۵٨ ۴٫٢٢۴٠ ٢٫۶٧٠٣ ۴٫٠۴۶۶ ٨٫٨۶۵٨ ١١٣٩٢٫٠٨ ١ ١۵

٧٫۴۵۵٨ ٩٫۶٧٩٣ ۵٫۵۴۶٠ ۵٫٣۴٧٩ ٢٫٣٢٨٠ ٢٫٩٢٣٩ ۵٫۵۴۶٠ ٧٨٫۵٢٢٠ ١ ٢٠

٨٫٨٢٧٣ ١٣٫١٠٨٣ ٩٫٢٣٣٠ ۵٫٧٩۵۵ ٢٫۶٨٧۵ ٣٫٧٣۶۴ ٩٫٢٣٣٠ ۶ × ١٠٣٠ ١ ١٠

٠٫١٧٫۶۵٠٩ ١٠٫۴٩۵٢ ۵٫۶٨٨٨ ۶٫٠٢٨٣ ٢٫٢٠٢١ ٢٫٧۵۵٢ ۵٫۶٨٨٨ ۶٢۵٨٫۶٣ ١ ١۵

۶٫۶۴۵١ ١٠٫٢٣١٣ ۵٫۴٩٨٨ ۶٫٢٠١٨ ٢٫٠٩٧٢ ٢٫٨٠٣٩ ۵٫۴٩٨٨ ۴٨٫٢٧٢٨ ١ ٢٠

٨٫٠٨٨٣ ١٠٫٩۵۵٨ ۵٫٣٢٢٠ ۶٫٠٢٣۶ ٢٫٣٢١۴ ٢٫٨٨١٢ ۵٫٣٢٢٠ ۴ × ١٠٣٠ ١ ١٠

٠٫۵٧٫٩۵۶١ ١٣٫٢٩٠٢ ۵٫٢٢۵٠ ٧٫٠۶٨٢ ٢٫۴۴٩١ ٣٫۴۶٩۶ ۵٫٢٢۵٠ ۴٨۶٧٫٣۶ ١ ١۵

۴٫٣٣١۶ ۵٫١٢۶٠ ۵٫٩۵۶۵ ١٫٩۶۵۵ ٢٫١۴٨٧ ٢٫٩٢٠٠ ۵٫٩۵۶۵ ١٠٫٢٩۴٠ ١ ٢٠

٩٫٠۶٠۶ ١٣٫۴٨٧۵ ۶٫۵٩٠۴ ٧٫۵١۵۴ ٢٫۵٠٢٩ ٣٫١٧۴۶ ۶٫۵٩٠۴ ٣ × ١٠٣٠ ١ ١٠

١٧٫۴٠١۶ ٩٫٠٢۵۵ ٩٫٠٧۵۵ ٢٫۶۶٢٠ ٢٫٨٠١١ ۴٫٠٨٠٧ ٩٫٠٧۵۵ ٢۴٢٫۶٣۶۵ ١ ١۵

٢٫٨٢۵۵ ٣٫٢٣٠٩ ٢٫۶۴۵۵ ٢٫٢۴١٢ ١٫٧١٢۶ ١٫٩٨۶٠ ٢٫۶۴۵۵ ۴٫٧۶۴٨ ١ ٢٠

۶٫٩٧٧۵ ٨٫۵٨٢١ ٩٫٧۴٣٢ ٢٫٩۶٧٨ ٢٫۴٧۴۶ ٣٫۶٠١۴ ٩٫٧۴٣٢ ٢٫۶٢٩٢ × ١٠۴ ١ ١٠

۵٧٫٠٩۶١ ٨٫۶٩٩٨ ۶٫٧٨٠۶ ۴٫٠۶٢٣ ٢٫۵۶٣٠ ٣٫٢٩١٠ ۶٫٧٨٠۶ ١١٩٫٨٧١۵ ١ ١۵

٢٫١٧٩٨ ٢٫۵٣۴۵ ١٫٩۴٣٧ ١٫٩۴۴٠ ١٫۴٢٣۴ ١٫۶٠١٨ ١٫٩۴٣٧ ٣٫١١٧٨ ١ ٢٠

٠٫۶٩٣٣ ٠٫۶٩٣٣ ١٫٠٠٠٠ ٠٫۶٩٣٣ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٢٣۵ ١ ١٠

١٠٠٫۶۶٩۵ ٠٫۶۶٩۵ ١٫٠٠٠٠ ٠٫۶۶٩۵ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠١٢١ ١ ١۵

٠٫۶١۴١ ٠٫۶١۴١ ١٫٠٠٠٠ ٠٫۶١۴١ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٧٨ ١ ٢٠

پیشنهادی برآوردگرهای برتری بر صفر فرضیه از شدن دور تاثیر شود بیشتر r همبستگی، درجه هرچه (٣)

برآوردگرهای بر ∆٢ = ١٠ ازای به لاسو برآوردگر ،r = ٠ حالت در مثال، به عنوان می یابد. کاهش

می کند. تغییر برتری این r = ٠٫٩ ازای به صورتی که در دارد برتری پیشنهادی

به نمی شود. مشاهده پیشنهادی برآوردگرهای برتری میزان در خاصی نظم پارامتر، بعد شدن زیاد با (۴)

مقدار صفر، پارامتر تعداد به غیرصفر پارامترهای تعداد نسبت مانند متعددی عوامل می رسد نظر

به ازای موارد تمامی در دارد، اهمیت که چه آن باشد. موثر برآوردگرها کارآیی در · · · و r ،∆٢

محدود برآوردگر از کاراتر بسیار پیشنهادی برآوردگرهای صفر) فرضیه (نزدیک کوچک ٢∆های

است. لاسو نشده

افزایش با دارد. IPTL و PTL برآوردگرهای برتری میزان بر مستقیمی تاثیر α معنی داری سطح (۵)
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k = ۶ و p مختلف مقادیر و r = ٠٫٢ ثابت، ٢∆های برای برآوردگرها نسبی مخاطره .٢ جدول
IPTLE SSLE PTLE RLE ULE

٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ ٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ p ∆٢

٧٫٠۵٩٣ ٨٫۴١٣٨ ١٠٫٨۶٢٣ ٢٫۴٩٠۵ ٢٫۶٢۴٧ ٣٫۶٨١٠ ١٠٫٨۶٢٣ ٧ × ١٠٣١ ١ ١٠

٠٧٫۶۴۶۴ ١٠٫٩١٨٨ ٨٫٧١٠۵ ۴٫٣۴٧٧ ٢٫۴٢٠١ ٣٫۶٢٣۶ ٨٫٧١٠۵ ١٢٠٠۵٫۶٧ ١ ١۵

٧٫٨٨۶۴ ٩٫٨۴۶۵ ۶٫۶۴٨۵ ۵٫۴٠٣۵ ٢٫۵۶٩٢ ٣٫١۵٣٧ ۶٫۶۴٨۵ ٧٨٫٣٩٧۵ ١ ٢٠

۶٫٩٩٩٩ ٩٫٣۴۶٨ ۶٫١١٧٠ ۵٫٣٩۶۶ ٢٫١١١١ ٢٫٧١۶۶ ۶٫١١٧٠ ٣ × ١٠٣٠ ١ ١٠

٠٫١٨٫۵٣٧۴ ١١٫٣١۵٨ ۵٫٧٨٨۵ ۶٫٣٩٩٢ ٢٫٣٣٧٢ ٢٫٨٣٠٧ ۵٫٧٨٨۵ ۵٩۵۴٫٧٠ ١ ١۵

۶٫٨٩١٠ ٩٫٨٧٠٢ ۴٫٧۵٩٧ ۶٫۴۶٢٠ ٢٫١٧٠٩ ٢٫٧٩۴٣ ۴٫٧۵٩٧ ۵٠٫۵٠٧٠ ١ ٢٠

٧٫٢٣٣۵ ٩٫۴٧۶٧ ۵٫٣١٠٢ ۵٫٨۶٧۴ ٢٫٠۶٩۶ ٢٫۵٠٢۶ ۵٫٣١٠٢ ٢ × ١٠٣٠ ١ ١٠

٠٫۵٧٫۵٧٧٩ ١٠٫۴١۵١ ۴٫۴٩۴۶ ۶٫٨٠١۴ ٢٫٠٠١۵ ٢٫۴١٩۴ ۴٫۴٩۴۶ ۵٢٣٠٫۶۵ ١ ١۵

٣٫٨٠۶٣ ۴٫٢١١٣ ٣٫۶٣١۵ ٢٫٠۴٣١ ١٫٩۵٣٢ ٢٫۴٠۴٣ ٣٫۶٣١۵ ٩٫٩۶١۴ ١ ٢٠

٧٫٣٨٩١ ١٠٫١٣۵٨ ۴٫۵٩٢٩ ۶٫۵٩٣۵ ٢٫٠٧٧۴ ٢٫۵۴٢۴ ۴٫۵٩٢٩ ١ × ١٠٣٠ ١ ١٠

١۶٫۶۵٢٩ ٨٫٢٧٧٧ ٧٫٨٩۵۶ ٢٫٧۴١۴ ٢٫٣٩۵١ ٣٫۶١٧٢ ٧٫٨٩۵۶ ٢۴٨٫١٨٨۶ ١ ١۵

٢٫٨١١١ ٣٫١٣۴۵ ٢٫۶٠٧٧ ٢٫٣۵٣٢ ١٫۶٢۶۴ ١٫٨۵۴۶ ٢٫۶٠٧٧ ۴٫٧۵۴١ ١ ٢٠

۶٫٣۵١۴ ٧٫۶۵٨۵ ٨٫٣٢٣٢ ۴٫۵۴۴٠ ٢٫٣١٨٧ ٣٫٢٧٣٠ ٨٫٣٢٣٢ ٢٫۶٨۵٩ × ١٠۴ ١ ١٠

۵٧٫١۴٧٣ ٩٫٠۴٢۵ ٧٫۶٠۶٢ ۴٫۴٠۵٢ ٢٫۴٠۵١ ٣٫١٨٩۴ ٧٫۶٠۶٢ ١٢۶٫٠۶۴۶ ١ ١۵

٢٫١٨٨۶ ٢٫۵٣٣٣ ١٫٩٠١٧ ٢٫٢٠٧٩ ١٫٣١٣٧ ١٫۴۴١٩ ١٫٩٠١٧ ٣٫۴٠٠٨ ١ ٢٠

٠٫٨٢٩۴ ٠٫٨٢٩۴ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٨٢٩۴ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫١١٩٨ ١ ١٠

١٠٠٫٩١۵۵ ٠٫٩١۵۵ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٩١۵۵ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٨۴٩ ١ ١۵

٠٫٩٣۴٩ ٠٫٩٣۴٩ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٩٣۴٩ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٨٠ ١ ٢٠

اولیه آزمون برآوردگر مورد در نتیجه، این اما می یابد کاهش لاسو اولیه آزمون برآوردگر کارآیی ،α

سطح بر علاوه برآوردگر این کارآیی شد، اشاره متن در که همان طور نیست. برقرار لاسو بهبودیافته

انتخاب جداول، از آمده به دست  نتایج اساس بر دارد. بستگی نیز انقباضی ثابت به α معنی داری

شد. خواهد کارآیی بیشترین به منجر α = ٠٫٠۵ مقدار

واقعی مثال ۴٬١

آمار داده های از می شود. بررسی واقعی مثال یک در لاسو بهبودیافته ی برآوردگرهای کارایی بخش، این در

n = ۵٠ شامل داده مجموعه این است. شده استفاده (١٩٨٨) همکاران و بکر آمریکا١۴ ایالات ارقام و

است. دسترسی قابل R نر م افزار در datasets بسته در state نام با داده مجموعه این ١۴
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k = ۶ و p مختلف مقادیر و r = ٠٫٩ ثابت، ٢∆های برای برآوردگرها نسبی مخاطره .٣ جدول
IPTLE SSLE PTLE RLE ULE

٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ ٠٫١ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ p ∆٢

۴٫٣٩٩١ ۵٫٢۵۵٧ ۴٫٣٢٠٣ ٣٫١٩٨٨ ١٫۶٣٨٨ ٢٫٢٨۵٧ ۴٫٣٢٠٣ ٧ × ١٠٢٨ ١ ١٠

٠۴٫۵٩۶٩ ۵٫٢١٢۵ ٣٫٨٧٣٣ ٣٫٨٩١٧ ١٫۵٧۶٣ ١٫٨٣٩۵ ٣٫٨٧٣٣ ۶١٠۵٣٫١۵ ١ ١۵

۴٫۴٩۴٣ ۵٫۵١٣١ ٣٫٢۵٣٧ ۴٫٣٨٧٠ ١٫۴٣۴۶ ١٫٧٢٨۴ ٣٫٢۵٣٧ ٣٩٨٫١٧۶٨ ١ ٢٠

۴٫٩٨٩٨ ٧٫٢۶٨۶ ۵٫٠٧٣١ ۴٫٩٣٧۴ ١٫۵٣۶۴ ٢٫١٢٩٨ ۵٫٠٧٣١ ١ × ١٠٢٨ ١ ١٠

٠٫١۴٫٨٩٩٠ ۶٫٢٧۴٩ ٢٫٨٠۶۴ ۴٫٩١٠٢ ١٫۵۴٧۵ ١٫٨٨۵٢ ٢٫٨٠۶۴ ٣٠٢٠٨٫۵٢ ١ ١۵

۵٫٠٠۶۶ ۶٫٣٨۴٠ ٢٫٣۴٢٨ ۵٫٣١٨١ ١٫٣٨۴٨ ١٫۶١٣١ ٢٫٣۴٢٨ ٢٨٧٫٨٧٨٣ ١ ٢٠

۵٫۴٠٨۵ ٧٫٨۴۶٠ ۴٫٠٠٢١ ۵٫۶٨٣٢ ١٫۵۵٩٩ ٢٫٠٢۵۵٩ ۴٫٠٠٢١ ٨ × ١٠٢٧ ١ ١٠

٠٫۵۵٫۵٢۴۵ ٨٫٠٨٩٧ ٣٫۴٣١٨ ۶٫٢١۶٨ ١٫۵١٠٨ ١٫٩٠٠۵ ٣٫۴٣١٨ ٢٣٩٧٠٫٢۶ ١ ١۵

٣٫٧٠۶٠ ۴٫٢۵۵۵ ۴٫٣٢٢٠ ٢٫٩۶۴۴ ١٫۴٨٠٢ ١٫٩٣۶٣ ۴٫٣٢٢٠ ۴۴٫٨۶۴١ ١ ٢٠

۵٫١١٠٠ ٧٫١۶١٧ ٣٫١٧٧٧ ۵٫۶۵٠٨ ١٫۴٢٧٠ ١٫٧۶٩٧ ٣٫١٧٧٧ ۴ × ١٠٢٧ ١ ١٠

١٣٫٩۶۴٧ ۴٫۶۴٣٩ ٣٫٧٨٧١ ٣٫٠٠۴٠ ١٫۵٨٣٣ ٢٫١٧٢٣ ٣٫٧٨٧١ ١٢۵۶٫١۴٠ ١ ١۵

٣٫٠۶٢۵ ٣٫٣٨٩٠ ٢٫۴٠٢٠ ٢٫٩٨٣۵ ١٫٢٣۴۶ ١٫۴٠٢۴ ٢٫۴٠٢٠ ٢٢٫۵۴١٨ ١ ٢٠

۴٫٩۵١۶ ۶٫١٣۵١ ۴٫٧٩۶٨ ٣٫٣٢٣١ ١٫٨٠٨۶ ٢٫۶٩٢۴ ۴٫٧٩۶٨ ١ × ١٠۵ ١ ١٠

۵۴٫۴١٢٨ ۵٫٩۶۶٨ ۵٫۵١٣٧ ۴٫٠٠٩۵ ١٫۴١۶۵ ١٫٩٩۵٨ ۵٫۵١٣٧ ۶۴١٫٧۶٨۶ ١ ١۵

٢٫٧٨٩۶ ٣٫٠٧١٠ ١٫۵٨١٢ ٢٫٩۴۵٩ ١٫١٠٠۴ ١٫١٨٩۵ ١٫۵٨١٢ ١۵٫۵٢۴٣ ١ ٢٠

١٫٠٣١٠ ١٫٠٣١٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٣١٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫١٢۵٧ ١ ١٠

١٠١٫٠٠۴٩ ١٫٠٠۴٩ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠۴٩ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠۴٩٢ ١ ١۵

١٫٠٠٣١ ١٫٠٠٣١ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٣١ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ١٫٠٠٠٠ ٠٫٠٣٧۴ ١ ٢٠

است. پاسخ متغیر زندگی)، به (امید یکی و توضیحی آن ٧تای که بوده متغیر p = ٨ و آمریکا ایالت

در متغیرها به مربوط توصیفی آماره های است. آمده ۴ جدول در داده پایگاه این در متغیرها از توصیفی

است. شده داده نشان ۵ جدول

بتوان پیش گو متغیرهای حضور در را پاسخ متغیر تا است شده داده برازش داده ها به خطی رگرسیون مدل

(١٩٩۶) تیبشیرانی لاسوی برآوردگر همان که (ULE) نشده محدود لاسوی برآوردگرهای کرد. مدل بندی

به (IPLE) لاسو بهبودیافته اولیه آزمون و (SLE) لاسو استاین نوع ،(PLE) لاسو اولیه آزمون است،

گرفته اند. قرار استفاده مورد رگرسیونی پارامترهای برآورد منظور

است h بردار Hو ماتریس تعیین شده، پیشنهاد برآورد استراتژ ی های چالش های از یکی آن جایی که از

ناشی خطای از دوری و سادگی منظور به قسمت این در دارد، قبلی مطالعات یا متخصص نظر به نیاز و

نظر در ٧ × ٧ همانی ماتریس یک H محدودیت ماتریس کنید فرض پارامترها، این نادرست انتخاب از
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آمریکا ایالات ارقام و آمار داده های متغیرهای از توصیفی .۴ جدول

توصیف متغیرها

جمعیت Population
سرانه درآمد Income

بی سوادی نرخ Illiteracy
نفر ١٠٠٠٠٠ هر ازای به قتل نفس نرخ Murder

راهنمایی فارغ النحصیلان درصد HS Grad
صفر زیر دمای با روزها تعداد میانگین Frost

مایل مربع در زمین مساحت Area
زندگی به امید Life Exp

آمریکا ایالات ارقام و آمار داده های متغیرهای از توصیفی آماره های .۵ جدول

بیشینه سوم چارک میانگین میانه اول چارک کمینه متغیرها

٢١١٩٨ ۴٩۶٨ ۴٢۴۶ ٢٨٣٨ ١٠٨٠ ٣۶۵ Population
۶٣١۵ ۴٨١۴ ۴۴٣۶ ۴۵١٩ ٣٩٩٣ ٣٠٩٨ Income
٢٫٨٠٠ ١٫۵٧۵ ١٫١٧٠ ٠٫٩۵٠ ٠٫۶٢۵ ٠٫۵٠٠ Illiteracy

١۵٫١٠٠ ١٠٫۶٧۵ ٧٫٣٧٨ ۶٫٨۵٠ ۴٫٣۵٠ ۶٧٫٩۶ Murder
۶٧٫٣٠ ۵٩٫١۵ ۵٣٫١١ ۵٣٫٢۵ ۴٨٫٠۵ ٣٧٫٨٠ HS.Grad

١٨٨٫٠٠ ١٣٩٫٧۵ ١٠۴٫۴۶ ١١۴٫۵٠ ۶۶٫٢۵ ٠٫٠٠ Frost
۵۶۶۴٣٢ ٨١١۶٣ ٧٠٧٣۶ ۵۴٢٧٧ ٣۶٩٨۵ ١٠۴٩ Area

٧٣٫۶٠ ٧١٫٨٩ ٧٠٫٨٨ ٧٠٫۶٧ ٠٫۶٢۵ ۶٧٫٩۶ Life.Exp

است. شده گرفته

می شود: گرفته نظر در زیر حالت دو برآوردگرها بر ادعا نادرستی یا درستی تاثیر دادن نشان منظور به

است عبارت صفر فرضیه صورت این در .h = (٠, ٠, ١٠, ٠٫٢, ٠٫٧, ٠٫٠۶, ٠)T کنید فرض اول حالت

Area و Income ،Population متغیرهای که است معنی بدین و Ho : β = h فرضیه از

نیستند. مناسب مدل برازش برای

Ho : β = h صفر، فرضیه صورت این در .h = (٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠, ٠)T کنید فرض دوم حالت

مدل برازش برای Area و Income ،Population متغیرهای که است معنی بدین و است
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نیستند. مناسب

لاسو برآوردگر بهبود منظور به شده پیشنهاد برآورد استراتژی های کارآیی دادن نشان انتخاب، این از هدف

۵-مجموعه ای خطای میانگین از استفاده با برآوردگرها کارآیی است. غیرقطعی پیشین اطلاع یک کنار در

در رایج بسیار روشی k-زیرمجموعه ای، متقابل اعتبارسنجی روش است. آمده به دست متقابل اعتبارسنجی

وجود اطلاعی پارامتر واقعی مقدار از که هنگامی واقعی، مثال های در برآوردگر یک پیش گویی خطای یافتن

می شود تعریف بدین گونه فرآیند می شود. تقسیم قسمت k به داده ها مجموعه روش، این در می باشد. ندارد،

از استفاده با و می شود گذاشته کنار دارد نام آزمون زیرمجموعه که قسمت k این از یکی مرحله، هر در که

این از استفاده با می شود. برآورد مجهول، پارامتر دارد نام آموزشی مجموعه ی که باقی مانده قسمت k − ١

واقعی مقدار با پیش بینی شده مقدار این اختلاف و شده پیش گویی پاسخ، متغیر آزمون، مجموعه در برآورد

تمامی از اینکه از پس می شود. نامیده پیش گویی خطای و می گردد محاسبه آزمون مجموعه در پاسخ متغیر

خطای به عنوان پیش گویی، خطای k این میانگین شد، استفاده آزمون مجموعه ی به عنوان قسمت k این

این کل برود، بین از فرآیند این در بودن تصادفی اثر اینکه برای می شود. گرفته نظر در فرآیند این پیش گویی

به صورت برآوردگر نسبی پیش گویی قدرت شده، بیان توضیحات اساس بر می شود. تکرار بار ١٠٠٠ فرآیند،

لاسو برآوردگر پیش گویی خطای میانگین به نسبت دلخواه برآوردگر نسبی پیش گویی خطای میانگین نسبت

می شود. محاسبه

نوع انقباضی لاسو، اولیه آزمون پیشنهادی برآوردگر سه نسبی پیش گویی قدرت مقادیر شامل ۶ جدول

که آن جایی از است. α = ٠٫١ ازای به لاسو برآوردگر به نسبت لاسو بهبودیافته اولیه آزمون و لاسو استاین

میانگین پیشنهادی برآوردگر سه هر که گرفت نتیجه می توان هستند، یک از بزرگتر همگی ۶ جدول اعداد

همه بین در که می شود مشاهده دقیق تر نگاهی با اما دارند. لاسو برآوردگر به نسبت کمتری پیش گویی خطای

پیش گویی را مدل پارامترهای بردار برآوردگرها سایر از بهتر لاسو بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر برآوردگرها،

برآوردگر نسبی پیش گویی قدرت مقدار به توجه با است. واضح بسیار اول حالت در برتری این می کند.

که همان طور و است دوم حالت در شده مطرح ادعای از صحیح تر ادعا، این می رسد نظر به محدودنشده،

رفتار برآوردگرها سایر از بهتر بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر صفر، فرضیه نزدیکی در شد اشاره متن در

و برآورد مسئله در برآوردگر این از لاسو برآوردگر جای به مثال، این در می شود پیشنهاد بنابراین می کند.

در لاسو بهبودیافته  اولیه آزمون و محدودنشده لاسو ی برآوردگر شده برآورد مقادیر شود. استفاده پیش گویی

است. آمده ٧ جدول در شده بیان حالت دو
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آمریکا ایالت های ارقام و آمار داده مجموعه در برآوردگرها نسبی پیش گویی خطاهای جدول .۶ جدول

IPLE SLE PTLE RLE
١٫٠١٩٧٠ ١٫٠١٩٣٧ ١٫٠٠٠٠ ٢٢٫٢۶٠٨ اول حالت

١٫٠٠٠١۴ ١٫٠٠٠٠۶ ١٫٠٠٠١ ١٫٠٠٠۶ دوم حالت

α = ٠٫١ ازای به لاسو بهبودیافته اولیه  آزمون و لاسو برآوردگرهای مقادیر جدول .٧ جدول

IPTLE IPTLE ULE
دوم حالت اول حالت

٠٫٠٠٠٠٣ ٠٫٠٠٠٠٣ ٠٫٠٠٠٠٣ Population
٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ Income
٠٫٠٠٠٠ ٠٫١٠٠۴ ٠٫٠٠٠٠ Illiteracy

−٠٫٢۶٣٨ −٠٫٢٧٢۶ −٠٫٢۶٣٩ Murder
٠٫٠٣٧٩ ٠٫٠۴٨٩ ٠٫٠٣٧٩ HS.Grad

−٠٫٠٠٣٣ −٠٫٠٠٣۶ −٠٫٠٠٣٣ Frost
٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠ Area

نتیجه گیری و بحث ۵

انقباضی، و اولیه آزمون تکنیک های از استفاده و مدل روی بر محدودیت یک دادن قرار با مقاله، این در

استاین نوع ،(PTLE) لاسو اولیه ی آزمون برآوردگرهای واقع، در شد. انجام لاسو برآوردگر روی بهبودی

کارآیی گردیدند. معرفی شده محدود زیرفضای در (IPTLE) لاسو بهبودیافته اولیه آزمون و (SLE) لاسو

شد بررسی است، (p) پارامتر بعد از بیشتر (n) نمونه حجم که حالتی در شده پیشنهاد برآوردگرهای

برقرار تقریبا صفر فرضیه وقتی عددی، مطالعات از آمده به دست نتایج به توجه با .(١-٣ (جدول های

برآوردگرها سایر از بهتر لاسو بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر شده، پیشنهاد برآوردگرهای همه بین در است،

و لاسو استاین نوع برآوردگرهای از هیچ یک شود، گرفته فاصله صفر فرضیه از چه هر طرفی، از می کند. عمل

برخوردار بهتری عملکرد از α کاهش با لاسو اولیه  آزمون برآوردگر ندارند. برتری دیگری بر لاسو اولیه آزمون

اطلاعات داشتن اختیار در با که گرفت نتیجه می توان مقاله، این در شده ارائه عددی نتایج به توجه با است.

لاسوی برآوردگر بر لاسو بهبودیافته اولیه آزمون برآوردگر به ویژه و لاسو بهبودیافته برآوردگرهای غیرنمونه ای،

دارد. برتری پیش گویی قدرت و نسبی کارآیی منظر دو از تیبشیرانی
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