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یک معرفی به ادامه در و پرداخته آمیخته پواسون رگرسیون مدل های معرفی به ابتدا مقاله این در چکیده:

مدل بندی در بیش پراکنش مسئله کردن لحاظ هدف با ساندرز پواسون-بیرنبام رگرسیون نام به جدید مدل

وارون گاوسی توزیع دو از آمیخته ای ساندرز بیرنبام توزیع که آن جا از می شود. پرداخته شمارشی داده های

علاوه که دانست قبلی مدل های بر تعمیمی را پارامتری دو شده معرفی مدل می توان لذا است، تعمیم یافته

بسته شکل دارای تعمیم یافته، وارون گاوسی پواسون رگرسیون مدل به نسبت کمتر پارامتر یک داشتن بر

الگوریتم از مدل این پارامتر های برآورد برای است. مربوطه گشتاورهای و حاشیه ای احتمال جرم تابع در

شده شبیه سازی مطالعه از استفاده با موجود مدل های به نسبت مدل این کارایی نهایت در و استفاده EM

است. شده داده نشان واقعی مثال یک و

پواسون، رگرسیون مدل های شمارشی، داده های EM، الگوریتم ساندرز، بیرنبام وزیع کلیدی: واژه های

آمیخته. پواسون رگرسیون مدل بیش پراکنش،

مقدمه ١

به شمارش از حاصل داده های تحلیل برای که است تعمیم یافته خطی مدل های از نوعی پواسون رگرسیون

مبتنی مدل های در است. زمانی بازه یک در اتفاقات تعداد نشانگر پاسخ متغیر مدل این در می رود. کار

مانند توزیع ها از بعضی در حالی که در هستند، مستقل هم از معمولا واریانس و میانگین نرمال، توزیع بر

pourm@uk.ac.ir پورموسی، رضا مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

62J12 ،62E15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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توزیع از yi مشاهدات از مجموعه ای اگر وابسته اند. هم به واریانس و میانگین دوجمله ای، و پواسون

باشد. میانگین با برابر آن ها واریانس که است آن انتظار کنند، پیروی پواسون

این تحلیل در کلیدی نقش پواسون توزیع و دارد غنی و طولانی سابقه شمارشی داده های آماری تحلیل

کلیدی ویژگی های از یکی .(١٩٩۴ کارلین، و تیلور ١٩٩٢؛ همکاران، و (جانسون می کند ایفا را داده ها نوع

است: آن واریانس و میانگین برابری پواسون توزیع

E(Y ) = V ar(Y ) = µ.

(پاتیل، است پواسون رگرسیون مدل از استفاده شمارشی، داده های مدل بندی در اصلی چارچوب

محققان میانگین) با واریانس (برابری دارد وجود توزیع این ساختار در که محدودیتی دلیل به اما ،(١٩٧٠

هستند. بیش پراکنده شمارشی داده های مدل بندی برای مدل هایی تعمیم دنبال به معمولا

مسئله پواسون، رگرسیون مدل کارایی بررسی به (٢٠٠۵) زیکالاکی و کارلیس و (١٩٨٢) هایند

(٢٠١٣) سانچز کوند و کستیلو سائز هم چنین پرداخته اند. شمارشی داده   های در کم پراکنش٢ و بیش پراکنش١

بیش پراکنش داده اند. قرار مطالعه مورد را آن ها ویژگی های از بعضی و آمیخته پواسون رگرسیون مدل های

برای مختلفی راه حل های تعمیم یافته خطی مدل های ادبیات در که است شمارشی داده های در مهم مسئله یک

هستند آمیخته پواسون توزیع های شمارشی داده های تحلیل برای جایگزین توزیع های است. شده پیشنهاد آن

هستند. برخوردار پواسون مدل به نسبت بالاتری انعطاف پذیری از بیشتر پارامتر های وجود دلیل به که

باشیم. داده ها نوع این برازش برای بهتری مدل های دنبال به که است انگیزه ای بیش پراکنش وجود

مثال هایی تعمیم یافته وارون گاوسی پواسون- وارون، گاوسی پواسون- گاما، پواسون- رگرسیون مدل های

.(٢٠٠٨ همکاران، و رایگبی ٢٠٠٧؛ جوریتز، و استین ١٩٩۵؛ همکاران، و (گاردنر هستند نتایج این از

رخداد  های توصیف به قادر تنهایی به پواسون توزیع پارامتر که می  دهد رخ زمانی بیش پراکنش مسئله

صفر حد از بیش وجود و جامعه ناهمگنی منبع دو دارای بیش پراکنش کلی حالت در نیست. شمارشی

داده های در مدل کارایی افزایش برای آمیخته٣ پواسون رگرسیون مدل یک ارائه مقاله این هدف است.

آمیخته پواسون توزیع پواسون، رگرسیون مدل ٣ و ٢ بخش های در منظور این برای است. بیش پراکنش

1Overdispersion
2Underdispersion
3Mixed Poisson regression models
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پواسون- و وارون۵ گاوسی پواسون- گاما۴، پواسون- رگرسیون مدل های و شده معرفی آن ها خواص و

در شده اند. تعریف آن ها ویژگی های همراه به شده اند نتیجه خانواده این از که تعمیم یافته۶ وارون گاوسی

آن خواص و معرفی ساندرز٧ بیرنبام پواسون- نام به آمیخته پواسون رگرسیون از جدیدی مدل ۴ بخش

بیش پراکنش داده های مدل بندی برای می تواند شده معرفی مدل می شود داده نشان سپس می شود. مطرح

نهایت در و استفاده EM الگوریتم از مدل پارامتر های برآورد برای ۵ بخش در گیرد. قرار استفاده مورد

مطالعه یک از استفاده با موجود مدل های به نسبت پیش بینی و برازش در مدل این کارایی ۶ بخش در

است. شده داده نمایش واقعی داده های با مثال یک و شده شبیه سازی

آن تعمیم های و پواسون رگرسیون مدل ٢

دهنده  نشان yi آن در که شود، داده نمایش (yi, xi) با مشاهده امین i مستقل مشاهده n در کنید فرض

است. خطی مستقل بردار x i و پیشامد یک وقوع تعداد

آن گاه: باشد، µi میانگین با پواسون توزیع دارای Yi کنید فرض پواسون) رگرسیون (مدل :١ تعریف

fYi(yi|xi) =
e−µiµi

yi

yi!
, µi > ٠, yi = ٠, ١, . . .

لگاریتم مدل از است، غیرمنفی و پیشامدها انتظار مورد تعداد نشان    دهنده     پواسون، توزیع میانگین چون     و

یعنی: می شود، استفاده خطی مدل یک جای به میانگین

log(µi) = xTi β. (١)

به صورت میانگین برای ضربی مدل یک (١) رابطه کردن نمایی با حال

E(Yi|xi) = µi = exp(xTi β), (٢)

xi رگرسیون، پارامترهای بردار β ،(٢) رابطه در گویند. پواسون رگرسیون مدل آن به که می آید، دست به
4Poisson-Gamma
5Poisson- inverse Gaussian
6Poisson-generalized inverse Gaussian
7Poisson- Birnbaum Saunders
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به صورت خطی مستقل تبیینی متغیرهای بردار

βT = [β٠, . . . , βp], xTi = [١, xi١, . . . , xip].

فرض معمولا شمارشی داده های مدل بندی منظور به هستند.

V ar(Y ) = ϕE(Y ) = ϕµ,

واریانس آن  گاه باشد، ϕ = ١ اگر آن در که می شود، گرفته نظر در واریانس و میانگین تناسب عنوان به

دارد. وجود بیش پراکنش پواسون توزیع به نسبت آن  گاه باشد، ϕ > ١ اگر و است میانگین با برابر

آمیخته پواسون توزیع  های ٣

حاشیه ای احتمال تابع با که λ تصادفی متغیر به توجه با کنید فرض آمیخته) پواسون (توزیع :٢ تعریف

صورت این در باشد، (µ > ٠) ،µλ میانگین با پواسون توزیع دارای Y می شود، +Rتعریف روی gλ(λ)

چگالی تابع با آمیخته پواسون توزیع ،Y حاشیه  ای توزیع

Pg(y|ϕ) =
∫ ∞

٠

e−λλy

y!
dG(λ|ϕ),

است. λ تصادفی متغیر توزیع تابع G(λ|ϕ) آن در که است،

از عبارتند آن واریانس و میانگین آن  گاه باشد، آمیخته پواسون توزیع دارای Y تصادفی متغیر اگر :١ گزاره

E(Y ) = E(E(Y |λ)) = µE(λ),

V ar(Y ) = µ E(λ) + µ٢ V ar(λ).

در ،١ گزاره از استفاده با لذا دارد، عهده به را پواسون رگرسیون مدل نقش µ پارامتر چون (٢) رابطه طبق

در شود. E(λ) = ١ که می گیرند نظر در طوری را آمیزنده توزیع پارامترهای آمیخته، پواسون توزیع  های
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صورت این

E(Y ) = µ, (٣)

V ar(Y ) = µ+ µ٢V ar(λ). (۴)

است. پواسون توزیع واریانس از بزرگتر همواره آمیخته پواسون توزیع واریانس (۴) رابطه به توجه با

در که آن ها معروف ترین داده اند، قرار آزمایش مورد آمیزنده توزیع عنوان به را متعددی توزیع های معمولا

تعمیم یافته وارون گاوسی و IG(α, β) وارون گاوسی ،Γ(α, β)گاما توزیع های شده، استفاده آن ها از ادامه

از عبارتند ترتیب به آن ها چگالی تابع که هستند GIG(ν, χ, ψ)

fY (y) =
βα

Γ(α)
yα−١ e−βy, y > ٠,

fY (y) =

√
β

٢πy٣ exp{−β(y − α)٢

٢α٢y
}, y > ٠,

fY (y) =
(ψχ )

ν
٢

٢Kν(
√
ψχ)

yν−١ exp(
−١
٢
(χy−١ + ψy)), y > ٠.

.(٢٠٠٠ ریزهیک، و (گرادشتین است سوم نوع یافته تعمیم بسل تابع Kν(·) آن در که

اما نمود، تعریف را جدیدی آمیخته پواسون توزیع های می توان متفاوت، آمیزنده  توزیع های انتخاب با

ادامه در ندارند. آمیخته پواسون مدل های در چندانی کاربرد بسته شکل نداشتن دلیل به آن ها از زیادی تعداد

تعمیم یافته وارون گاوسی و وارون گاوسی گاما، آمیزنده   توزیع های با که خانواده این از معروف مدل چند

می شوند. معرفی شده اند، تولید

تصادفی متغیر شرط به Y کنید فرض (PO − Gamma پواسون-گاما، رگرسیون (مدل :٣ تعریف

.λ ∼ Γ( ١
σ ,

١
σ ) و µ = exp(xTβ) آن در که باشد، µλ میانگین با پواسون توزیع دارای λ نشده مشاهده

به است) منفی جمله ای دو توزیع همان (که Y تصادفی متغیر حاشیه ای احتمال جرم تابع صورت این در

صورت

P (Y = y) =
Γ(y + ١

σ )

Γ(y + ١) Γ( ١
σ )

(
σµ

١ + σµ
)y (

١
١ + σµ

)
١
σ , y = ٠, ١, . . .
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واریانس و میانگین با

E(Y ) = µ, V ar(Y ) = µ(١ + σµ)

عملکرد مقایسه به (١٩٩۵) همکاران و گاردنر و (١٩٩۴) میاوی مانند بسیاری محققان است.

پرداخته اند. پواسون-گاما رگرسیون و پواسون رگرسیون مدل های

متغیر شرط به Y توزیع کنید فرض (PO − IG وارون، گاوسی پواسون- رگرسیون (مدل :۴ تعریف

.λ ∼ IG(١, ١
σ ) و µ = exp(xTβ) آن در که باشد، µλ میانگین با پواسون λ نشده مشاهده تصادفی

به صورت Y حاشیه ای احتمال جرم تابع صورت این در

P (Y = y) = (
٢θ
π
)

١
٢
µy

y!
e

١
σ

Ky− ١
٢
(θ)

(θσ)y
, y = ٠, ١, . . .

از عبارتند آن واریانس و میانگین و θ٢ = ١
σ٢ +

٢µ
σ آن در که است،

E(Y ) = µ, V ar(Y ) = µ(١ + σµ).

وارون گاوسی پواسون- توزیع با خطی مدل های بررسی به خود مقاله در (٢٠٠٧) جوریتز و استین

پرداخته اند.

Y توزیع کنید فرض (PO − GIG تعمیم یافته، وارون گاوسی پواسون- رگرسیون (مدل :۵ تعریف

و µ = exp(xTβ) آن در که باشد، µλ میانگین با پواسون λ نشده مشاهده تصادفی متغیر شرط به

به صورت Y حاشیه ای احتمال جرم تابع صورت این در .λ ∼ GIG(ν, ١
cσ ,

c
σ )

P (Y = y) = (
µ

c
)y

١
(θσ)y+νy!

Kν+y(θ)

Kν(
١
σ )

, y = ٠, ١, . . .

آن در که است،

θ٢ =
١
σ٢ +

٢µ
cσ
, c = Rν(

١
σ
) =

Kν+١(
١
σ )

Kν( ١
σ
)
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از عبارتند آن واریانس و میانگین و

E(Y ) = µ, V ar(Y ) = µ(١ + µ(
٢σ(ν + ١)

c
+

١
c٢ − ١)).

چارچوبی و تعمیم یافته وارون گاوسی پواسون- توزیع ویژگی های معرفی به (٢٠٠٨) همکاران و رایگبی

پرداخته اند. شمارشی داده های مدل بندی برای

ساندرز بیرنبام پواسون- رگرسیون مدل معرفی ۴

که می شود، معرفی ساندرز پواسون-بیرنبام نام به آمیخته پواسون رگرسیون خانواده  از مدلی بخش این در

وارون گاوسی توزیع ارتباط از ایده این است. شده فرض ساندرز بیرنبام آمیزنده  توزیع دارای λ آن در

تابع بسته شکل به می توان مدل این مزیت های از است. آمده دست به ساندرز بیرنبام توزیع و تعمیم یافته

کرد. اشاره قبلی، شده معرفی مدل های بعضی به نسبت کمتر پارامتر یک داشتن و آن احتمال

به است، تعمیم یافته وارون گاوسی توزیع دو از خطی ترکیب ساندرز بیرنبام توزیع این که به توجه با

پواسون رگرسیون مدل های ساخت در آمیزنده توزیع عنوان به ساندرز بیرنبام توزیع انتخاب که می رسد نظر

کردن لحاظ برای می تواند میانگین، از بزرگتر واریانس داشتن هم چنین و بسته شکل داشتن دلیل به آمیخته

بسته های از استفاده با شبیه سازی یک گیرد. قرار استفاده مورد شمارشی داده های در بیش پراکنش مسئله

مدل های با آن نظری مقایسه و پیشنهادی مدل ارزیابی منظور به R محیط در gamlss و bs نرم افزاری

مدل صحیح تشخیص قدرت درصد شده، پیشنهاد مدل عملکرد ارزیابی معیار است. شده استفاده مرسوم

از درصد چند در بیش پراکنش، مسئله با آن ها کردن آلوده و شده شبیه  سازی داده های سری از یعنی است،

برازش نیکویی مقایسه برای هم چنین است؟ کرده عمل نامزد، مدل های سایر از بهتر پیشنهادی مدل مواقع

است. شده استفاده MSE ملاک از نامزد مدل های و پیشنهادی مدل

میزان مدل بندی منظور به ساندرز بیرنبام پواسون- مدل یک (٢٠١٣) همکاران و هاشیموتوا اخیراً

ساندرز بیرنبام توزیع از پیشامدها زمان و پواسون توزیع از پیشامدها تعداد که فرض این با و بقا بهبودی

مقاله این در پیشنهادی ایده با متفاوت کاملا آن    ها توسط شده ارائه ایده کرده اند. معرفی می کنند،  پیروی

است.



بیش پراکنش تأثیر تحت شمارشی داده های مدل بندی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢۴٨

آن خواص و ساندرز بیرنبام توزیع ١·۴

تحت مکرر دفعات به بار اعمال اثر در غیره و هواپیماها خودروها، پل ها، در رفته کار به فلزات از بسیاری

اطلاع بدون معمولا اتفاق این می شکنند. کم کم و خورده ترک زیاد کار دوره یک از پس و گرفته قرار تنش

ساندرز و بیرنبام توسط بار نخستین برای که ساندرز بیرنبام توزیع می دهد. رخ رویت قابل غیر و قبلی

زمان می شود. برده کار به آمار در شکست زمان مدل بندی برای گسترده ای طور به شد معرفی (١٩۶٩)

بسیاری محققان می شود. تلقی نهایی شکست به رسیدن تا فلزات در ترک شروع زمان همان شکست

این تعمیم و بسط به (٢٠٠٧) همکاران و لیمونت و (٢٠٠۶) لی و فرام لیوا(٢٠٠۵)، و دیازگارسیا مانند

توزیع های دارای که بعدی دو ساندرز بیرنبام توزیع (٢٠١٠) همکاران و کاندو هم چنین پرداخته اند. توزیع

آچکار توسط ابتدا بیزی دیدگاه از توزیع این کرده اند. معرفی را است بعدی تک ساندرز بیرنبام حاشیه ای

همکاران و وانگ و (٢٠١١) تانگ و ژو ،(٢٠٠٨) رابرت و نیل هم چنین گرفت، قرار بررسی مورد (١٩٩٣)

داده اند. قرار آماری استنباط مورد بیزی دیدگاه از را توزیع این (٢٠١۶)

آن تجمعی توزیع تابع اگر است، BS(α, β) ساندرز بیرنبام توزیع دارای W تصادفی متغیر :۶ تعریف

به صورت

FBS(w;α, β) = Φ[
١
α
{(w
β
)

١
٢ − (

β

w
)

١
٢ }], w, α, β > ٠,

مقیاس و شکل پارامترهای ترتیب به β و α و استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع Φ(·) آن در که باشد،

از است عبارت w احتمال چگالی تابع صورت این در هستند.

fBS(w;α, β) =
١

٢
√

٢παβ
[(
β

w
)

١
٢ + (

β

w
)

٣
٢ ] exp[− ١

٢α٢ (
w

β
+
β

w
− ٢)]. (۵)

از عبارتند ساندرز بیرنبام توزیع واریانس و ریاضی امید :٢ گزاره

E(W ) = β(١ +
١
٢
α٢), V ar(W ) = (αβ)١)٢ +

۵
۴
α٢).

از آمیخته    ای صورت به را آن می    توان که است این ساندرز بیرنبام توزیع در توجه مورد خواص از یکی

است. شده پرداخته آن به ٣ گزاره در که کرد مشخص تعمیم یافته وارون گاوسی توزیع دو
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را W آن    گاه باشد، BS(α, β) توزیع دارای W تصادفی متغیر اگر (٢٠١٠ همکاران، و (کاندو :٣ گزاره

به صورت هم از مستقل تعمیم یافته وارون گاوسی تصادفی متغیر دو از آمیخته ای به صورت می توان

W
d
=

 X١
١
٢ احتمال با

X٢
١
٢ احتمال با

صورت این در .X٢ ∼ GIG( ١
٢ ,

β
α٢ ,

١
βα٢ ) و X١ ∼ GIG(− ١

٢ ,
β
α٢ ,

١
βα٢ ) آن در که نوشت،

fBS(w;α, β) =
١
٢
fGIG(w;

١
٢
,
β

α٢ ,
١
βα٢ ) +

١
٢
fGIG(w;−

١
٢
,
β

α٢ ,
١
βα٢ ).

از مختلف ترکیب چند برای ساندرز بیرنبام و تعمیم یافته وارون گاوسی توزیع های نمودار ١ شکل در

است. شده مشخص پارامترها

پارامترها از مختلف ترکیب چند برای ساندرز بیرنبام و تعمیم یافته وارون گاوسی توزیع های چگالی تابع نمودار .١ شکل

ساندرز پواسون-بیرنبام رگرسیون مدل ٢·۴

پواسون رگرسیون مدل کارایی افزایش منظور به ساندرز بیرنبام پواسون- رگرسیون جدید مدل بخش این در

برای تعمیم یافته وارون گاوسی توزیع دو از خطی ترکیب عنوان به ساندرز بیرنبام آمیزنده  توزیع توسط

می شود. معرفی بیش پراکنش داده های مدل بندی
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و میانگین با پواسون توزیع دارای ،λ نشده مشاهده تصادفی متغیر شرط به Y کنید فرض :١ قضیه

در است. BS(α, β) ساندرز بیرنبام توزیع دارای λ و µ = exp(xTβ) آن در که باشد µλ واریانس

به صورت Y حاشیه ای چگالی تابع صورت این

fY (y) = (
µβ

α٢δ
)y

e
١
α٢

√
٢πy!α

[α−١δ
−١
٢ Ky+ ١

٢
(δ) + αδ

١
٢Ky− ١

٢
(δ)], y = ٠, ١, . . . (۶)

.δ٢ = ١
α۴ +

٢µβ
α٢ آن در که است،

نوشت: می توان (۵) رابطه به توجه با برهان:

fY (y) =

∫ ∞

٠
f(y|λ) g(λ) dλ

=

∫ ∞

٠

e−µλ(µλ)y

y!

١
٢
√

٢παβ
((
β

λ
)

١
٢ + (

β

λ
)

٣
٢ ) exp { −١

٢α٢ (
λ

β
+
β

λ
− ٢)}

=
µy e

١
α٢

٢
√

٢π αβ y!
[β

١
٢

∫ ∞

٠
λy−

١
٢ e

−١
٢ [( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

α٢ λ
−١]

dλ

+ β
٣
٢

∫ ∞

٠
λy−

٣
٢ e

−١
٢ [( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

α٢ λ−١]
dλ]

به صورت سوم نوع تعمیم یافته بسل تابع خواص اساس بر فوق رابطه در موجود انتگرال های

∫ ∞

٠
λy−

١
٢ e

−١
٢ [( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

α٢ λ
−١]
dλ = ٢(

α٢δ

β
)−y−

١
٢ Ky+ ١

٢
(δ)

هم       چنین می آیند. دست به

∫ ∞

٠
λy−

٣
٢ e

−١
٢ [( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

α٢ λ−١]
dλ = ٢(

α٢δ

β
)−y+

١
٢ Ky− ١

٢
(δ),

بنابراین .δ٢ = ١
α۴ +

٢µβ
α٢ آن    ها در که

fY (y) =
µy e

١
α٢

٢
√

٢π αβ y!
[
٢β

١
٢ Ky+ ١

٢
(δ)

(α
٢δ
β )y+

١
٢

+
٢β

٣
٢ Ky− ١

٢
(δ)

(α
٢δ
β )y−

١
٢

],
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می شود. حاصل (۶) رابطه آن از که

توزیع در β و α پارامترهای بایستی (٣) رابطه طبق ،E(λ) = ١ فرض اعمال برای ١ قضیه در

گرفت. نظر در β = ٢
σ+٢ و α = σ

١
٢ به صورت را ساندرز بیرنبام

است. (۴) ویژگی دارای ،(۶) رابطه در شده ارائه ساندرز پواسون-بیرنبام مدل :٢ قضیه

داد: نشان می توان سادگی به (۴) و (٣) روابط طبق برهان:

E(Y ) = µ,

V ar(Y ) = µ+ µ٢(
σ(۴ + ۵σ)
(σ + ٢(٢ ).

است. دارا را (۴) ویژگی مدل این بنابراین

ساندرز پواسون-بیرنبام مدل درست نمایی ماکسیمم برآورد ۵

حل مستلزم ساندرز پواسون-بیرنبام رگرسیون مدل پارامترهای درست نمایی ماکسیمم برآورد آوردن به دست

عمومی روش یک EM امید-ماکسیمم٨ الگوریتم است. تکراری عددی روش های با خطی غیر معادلات

EM الگوریتم است. ناکامل یا گم شده داده های با مسئله یک در درست    نمایی ماکسیمم برآورد محاسبه برای

EM الگوریتم (٢٠٠٨) وی و زی و (٢٠٠۵) کارلیس است. شده ارائه (١٩٧٧) همکاران و دمپستر توسط

دادند. قرار بررسی مورد را آمیخته پواسون توزیع   های برای

درست نمایی بیشینه برآورد و دارد پیچیده ای شکل درست نمایی تابع که مواردی برای معمولا EM الگوریتم

پواسون رگرسیون مدل در می گیرد. قرار استفاده مورد است، ممکنی غیر کار مستقیم روش با پارامترها

مشاهده داده    های دهنده     نشان Yobs نامعلوم، پارامترهای بردار θ = (βT , σ)T کنید فرض ساندرز، بیرنبام

داده    های عنوان به که باشند وزن    ها از دنباله    ای {λi; i = ١, . . . , n} و {Yi; i = ١, . . . , n} شده

دارد. کامل داده های مجموعه به اشاره Yc = (Yobs, Ymis) به علاوه می    کنند. رفتار Ymis گمشده

وسیله     به را آن EM، الگوریتم نیست، آسان θ به نسبت logL(Yobs|θ) کردن ماکسیمم که زمانی

شونده تکرار لگوریتم یک d EM الگوریتم می    کند. ماکسیمم ،E(logL(Yc|θ)) ماکسیمم سازی تکرار

باشند. EM الگوریتم اولیه مقادیر θ(٠) کنید فرض است. مرحله دو شامل تکرار هر آن در که است
8EM algorithm
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به کامل داده های درست نمایی تابع لگاریتم ریاضی امید ریاضی: امید گرفتن مرحله E، گام .١

E(log L(Yc|θ)|yobs, θ(k)) = یعنی جاری، پارامتر مقدار و شده مشاهده داده های شرط

می شود. محاسبه Q(θ|θ(k))

Q(θ|θ(k)) تابع که می شود انتخاب گونه ای به θ(k+١) مقدار ماکسیمم سازی: مرحله ،M گام .٢

.θ(k+١) = Argmaxθ(Q(θ|θ(k)) دیگر عبارت به شود، ماکسیمم θ هر برای

که زمانی تا دیگر عبارت به می شوند، تکرار برسد همگرایی به دنباله که زمانی تا M و E گام های

EM الگوریتم کلی طور به برسد. دلخواه مقدار کمترین به logL(Yc|θk+١) − logL(Yc|θk)

سرعت کاهش موجب اولیه نقطه عنوان به نامناسب انتخاب یک و است حساس اولیه نقطه به

متغیر از توابعی ریاضی امید محاسبه به نیاز E گام انجام برای می شود. EM الگوریتم همگرایی

استفاده توانی٩ سری های خانواده ویژگی از منظور این برای که است، λ|Y = y شرطی تصادفی

می شود.

احتمال جرم تابع اگر می    شود، نامیده توانی سری توزیع های خانواده به متعلق گسسته توزیع یک :٧ تعریف

به صورت بتوان را آن

P (y|λ) = ayλ
y

A(λ)
,

گسسته توزیع های از بسیاری ندارد. بستگی y به و است λ از تابعی A(λ) و ay > ٠ آن در که داد، نشان

تصادفی متغیر λ پارامتر اگر هستند. خانواده این به متعلق دوجمله    ای و پواسون توزیع مانند شده شناخته

می شود. حاصل زیر احتمال تابع با آمیخته توانی سری یک باشد،

Pg(y|ϕ) =
∫ ∞

٠

ayλ
y

A(λ)
g(λ|ϕ)dϕ

احتمال تابع دارای λ و کند پیروی توانی گسسته توزیع های از Y |λ اگر (١٩٩۵ (ساپاتیناس، :١ لم

آن گاه باشد، g(λ) حاشیه ای

E(λr|Y = y) =
Pg(y + r|ϕ)ay
Pg(y|ϕ)ay+r

.

9Power series family
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آن   گاه باشد، λ ∼ BS(α, β) و µλ میانگین با پواسون توزیع دارای λ شرط به Y کنید فرض :٣ قضیه

صورت به  y مشاهده شرط به λ چگالی تابع الف:

f(λ|y) = c [β
١
٢ λy−

١
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ ) + β
٣
٢ λy−

٣
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ )],

آن در که است،

c =
١

٢β
(
δα٢

β
)y [(δα٢)

−١
٢ Ky+ ١

٢
(δ) + (δα٢)

١
٢ Ky− ١

٢
(δ)]−١.

با: است برابر y مشاهده شرط به λ تصادفی متغیر rام گشتاور ب:

E(λr|Y = y) = (
β

α٢δ
)r[
α−١δ

−١
٢ Ky+r+ ١

٢
(δ) + αδ

١
٢Ky+r− ١

٢
(δ)

α−١δ
−١
٢ Ky+ ١

٢
(δ) + αδ

١
٢ Ky− ١

٢
(δ)

]. (٧)

این که به توجه با الف: برهان:

f(λ|y) = f(y, λ)

f(y)
= kf(y|λ)g(λ),

∫ ∞

٠
f(λ|y)dλ = ١

بنابراین است. λ از مستقل و y از تابعی k آن در ∫که ∞

٠
f(y|λ)dλ = k

∫ ∞

٠
f(y|λ)g(λ)dλ

= k

∫ ∞

٠

e−µλ(µλ)y

y!

١
٢
√

٢παβ
[(
β

λ
)

١
٢

+(
β

λ
)

٣
٢ ] exp[− ١

٢α٢ (
λ

β
+
β

λ
− ٢)]dλ

=
kµye

١
α٢

٢
√

٢παβy!

∫ ∞

٠
e−µλλy[(

β

λ
)

١
٢

+(
β

λ
)

٣
٢ ] exp[− ١

٢α٢ (
λ

β
+
β

λ
)]dλ

= k′[β
١
٢

∫ ∞

٠
λy−

١
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ )dλ
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+β
٣
٢

∫ ∞

٠
λy−

٣
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ )dλ] = ١

نوشت: می توان سوم نوع تعمیم یافته بسل تابع خواص به توجه با

c = k′ =
١

٢β
(
δα٢

β
)y[(δα٢)

−١
٢ Ky+ ١

٢
(δ) + (δα٢)

١
٢Ky− ١

٢
(δ)]−١

بنابراین

f(λ|y) = c[β
١
٢λy−

١
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ ) + β
٣
٢λy−

٣
٢ e

−١
٢ (( ١

βα٢ +٢µ)λ+ β

λα٢ )].

این که به توجه با کرد. استفاده توانی سری های خانواده ویژگی یا ٣ قضیه از می توان (ب) اثبات برای

از استفاده با است، A(λ) = eµλ, ay = µy

y! با توانی سری توزیع    های خانواده به متعلق پواسون توزیع

می شود. انجام سادگی به اثبات ١ لم

EM الگوریتم کمک به ساندرز بیرنبام پواسون- رگرسیون مدل پارامترهای برآورد برای (٧) رابطه

پارامترهای با ساندرز بیرنبام پواسون- توزیع از نمونه یک درست نمایی تابع می گیرد. قرار استفاده مورد

به صورت θ = (βT , σ)T

logLY (θ) =

n∑
i=١

log fyi(yi; θ).

به صورت کامل داده های درست نمایی تابع است.

logLY,λ(θ) = log

n∏
i=١

fYi|λi(yi; θ)fλi(λi, θ)

=

n∑
i=١

log fYi|λi(yi; θ) +

n∑
i=١

log fλi(λi; θ)

= L
(١)
Yn|λn(θ) + L

(٢)
λn
(θ),
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هم چنین و است λn = (λ١, . . . , λn) و Yn = (Y١, . . . , Yn) آن در که است،

L
(١)
Yn|λn(θ) =

n∑
i=١

log fYi|λi(yi; θ)

= −
n∑
i=١

exp(xTi β)λi +

n∑
i=١

yi (x
T
i β)

+

n∑
i=١

yi log(λi)−
n∑
i=١

log yi!

L
(٢)
λn
(θ) = −n log(۴

√
٢π) + n log(σ + ٢)− n

٢
log σ +

n

٢
log ٢

− ٣n
٢

log(σ + ٢)− ٣
٢

n∑
i=١

log λi +
n∑
i=١

log((σ + ٢)λi + ٢)

−
n∑
i=١

λi(σ + ٢)
۴σ

−
n∑
i=١

١
σ(σ + ٢)λi

+
n

σ

می گیرند. قرار استفاده مورد EM الگوریتم در روابط این

کاربردی مثال های ۶

پرداخته می شود. ۵ بخش در شده معرفی ساندرز بیرنبام پواسون- مدل از شبیه سازی به ابتدا بخش این در

با مدل این کارایی بیش پراکنش، داده های توسط پواسون مدل از شده تولید داده یک کردن آلوده با سپس

می شود. استفاده واقعی داده های تحلیل برای مدل این از نیز ادامه در می شود. مقایسه مدل ها سایر

به σ و µ معلوم پارامترهای با ساندرز بیرنبام پواسون- مدل از داده تولید و شبیه سازی :١ الگوریتم

١ قضیه کمک

برای λi با آن ها دادن نشان و λ ∼ BS(σ
١
٢ , ٢
σ+٢) توزیع از nتایی تصادفی نمونه یک تولید :١ گام

.i = ١, . . . , n

.λi شده شبیه سازی مقدار هر و µ معلوم مقدار برای µλi مقادیر محاسبه :٢ گام

.i = ١, . . . , n برای µλi پارامتر با پواسون توزیع از تصادفی مقداری تولید :٣ گام
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به می توان نمونه عنوان به کرد. استفاده متعددی روش های از می توان ١ گام انجام برای است ذکر به لازم

نمود. اشاره R نرم افزار در GIGrvg و bs بسته های

پواسون مدل از تایی ٣٠٠ و ١٠٠ ،۵٠ تصادفی نمونه های ابتدا مدل پیشنهادی کارایی بررسی برای

تصادفی نمونه ای با و شده حذف تصادف به داده ها از درصد ٣٠ سپس است. شده شبیه سازی λ = ١ با

معیار شده  اند. تعویض دارد، موجود داده های به نسبت بزرگتری واریانس که ،λ = ٢٠ با پواسون توزیع از

هم چنین است. شده گرفته نظر در مدل صحیح تشخیص قدرت درصد پیشنهادی مدل عملکرد ارزیابی

MSE ملاک اساس بر برتر مدل  توسط شده پیش بینی مقادیر با واقعی مقادیر مدل، عملکرد بررسی برای

و شده داده برازش داده ها به نظر مورد مدل های gamlss بسته Rو افزار نرم از استفاده با شده اند. مقایسه

پیشنهادی مدل کارایی نمونه حجم افزایش با می شود ملاحظه که همان طور شده اند. ارائه ١ جدول در نتایج

مختلف. نمونه های حجم با MSE ملاک و مدل تشخیص قدرت درصد مقادیر .١ جدول

نمونه حجم PO-BS PO-GIG PO-Gamma PO مدل

۵٠ ٠/۵٩٧ ٠/۶٠٣ ٠/٧۴١ ٠/٠٣

١٠٠ ٠/٨٣٩ ٠/٨٣٩ ٠/٨٨٣ ٠/١١ مدل صحیح تشخیص درصد

٣٠٠ ٠/٩٣١ ٠/٩٢٧ ٠/٩١٩ ٠/٠٩

۵٠ ٠/١۵٩ ٠/١۴٣ ٠/١٣٩ ٠/٨٩

١٠٠ ٠/١٢٣ ٠/١٢٣ ٠/١٢۵ ٠/۴٧ مدل MSE میانگین

٣٠٠ ٠/٠٨٢ ٠/٠٨۴ ٠/٠٨٧ ٠/٣٩

می شود. بهتر مرسوم مدل های از

اطلاعات شامل مثال این داده های مجموعه مسن) افراد توسط پزشکی مراقبت های برای (تقاضا :١ مثال

توسط و شده داده پوشش عمومی بیمه برنامه یک در که است بیشتر و ساله ۶۶ فرد ۴۴٠۶ به مربوط

داده های عنوان با (٢٠٠٨) کلیبر و زیلیس توسط و گرفته  اند قرار تحلیل مورد (١٩٩٧) تریودی و دب

شده اند. بارگذاری R نرم افزار داده  پایگاه در DebTrivedi.rdi

و وابسته متغیر عنوان به پزشک به مراجعه تعداد پزشکی، مراقبت های تقاضای میزان مدل  بندی برای

جنسیت مزمن، بیماری های تعداد عالی)، و متوسط (ضعیف، سلامت وضعیت بیمارستان، در اقامت تعداد

گرفته  نظر در توضیحی متغیر های عنوان به خیر) و (بلی خصوصی بیمه و تحصیلات سال تعداد مرد)، و (زن

شده است. داده نشان ٢ شکل در پزشک به بیماران مراجعه فراوانی نمودار شده اند.
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پزشک. به مراجعه تعداد فراوانی .٢ شکل

بیانگر که شده اند مشاهده ۴۵/۶٨٧ و ۵/٧٧۴ ترتیب به پاسخ متغیر واریانس و میانگین مقادیر

مدل  های از می توان پزشک به مسن افراد مراجعه تعداد مدل بندی برای بنابراین است. داده ها بیش پراکنش

متغیرهای مقابل در پاسخ متغیر است مشخص ٣ شکل از که همان طور کرد. استفاده آمیخته پواسون

است. داده نشان خود از نزولی یا صعودی رفتاری توضیحی

پواسون- گاما، پواسون- پواسون، رگرسیون مدل های داده ها، به برازش قابل مدل بهترین انتخاب برای

اطلاع معیار و MSE ملاک با و شده داده برازش داده ها به ساندرز بیرنبام پواسون- و وارون گاوسی

گرفته اند. قرار مقایسه مورد AIC

شده برازش مدل های برای AIC و MSE معیارهای مقادیر .٢ جدول

AIC MSE پارامترها تعداد مدل

٣۵٩۵٩/٢٣ ٢/٩٨ ١ پواسون

٢۴٣۵٩/١١ ٢/٠٢ ٢ منفی جمله ای دو

٢۴۴٢۶/٩٣ ٢/١۶ ٢ وارون پواسون-گاوسی

٢۴١٩۶/٧٢ ١/٩۶ ٢ ساندرز بیرنبام پواسون-

برازش ساندرز بیرنبام پواسون- مدل ،٢ جدول در اکائیکه اطلاع معیار و MSE مقادیر به توجه با

پواسون- مدل از شده برآورد ضرایب ٣ جدول در داده است. نشان خود از مدل ها سایر به نسبت را بهتری
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توضیحی متغیرهای مقابل در وابسته متغیر رفتار .٣ شکل

شده اند. ارائه ساندرز بیرنبام

طبق است. مشخص کاملا پاسخ متغیر بر توضیحی متغیرهای تأثیر ٣ جدول در t مقادیر به توجه با

توسط µ برای شده برازش مدل است، شده فرض E(λ) = ١ این که به توجه با و ٣ جدول و (٢) رابطه

به صورت ساندرز پواسون-بیرنبام رگرسیون

E(Yi|xi) = µi = exp(٠/٨۶٧ + ٠/٢٠۵x١ + ٠/٢۶١x٢ − ٠/٣۵۴x٣

+٠/١٩۵x۴ − ٠/١۴۶x۵ + ٠/٠٢۶x۶ + ٠/٢٣۵x٧)

وضعیت x٣ ضعیف، سلامت وضعیت x٢ بیمارستان، در اقامت روز تعداد x١ آن در که می شود، نوشته
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ساندرز بیرنبام پواسون رگرسیون- مدل برازش از شده برآورد ضرایب .٣ جدول

t-مقدار معیار انحراف برآورد ضرایب

١٨/٧٢۵ ٠/٠۵٢ ٠/٨۶٧ β٠

١٠/٩۵٣ ٠/٠١٩ ٠/٢٠۵ β١

۶/٧٨٣ ٠/٠۴۴ ٠/٢۶١ β٢

-۵/٧۶٢ ٠/۵٨٩ -٠/٣۵۴ β٣

١۵/٢٣١ ٠/٠١٢ ٠/١٩۵ β۴

-٣/٨۵۶ ٠/٠٣١ -٠١۴۶ β۵

۶/٠۵۴ ٠/٠٠۴ ٠/٠٢۶ β۶

۶/۵۴٢ ٠/٠٣٩ ٠/٢٣۵ β٧

بیمه شاخص x٧ و تحصیلات سال تعداد x۶ مرد، جنسیت x۵ مزمن، بیماری های تعداد x۴ عالی، سلامت

.σ̂ = ٢/۴٢١۵ هم چنین است. بلی خصوصی

نتیجه گیری و بحث

بیش پراکنش مسئله لحاظ برای می تواند که شد معرفی ساندرز پواسون-بیرنبام رگرسیون مدل مقاله این در

گاوسی توزیع دو از آمیخته ای ساندرز بیرنبام توزیع که آن جا از گیرد. قرار استفاده مورد شمارشی داده های در

وارون گاوسی توزیع به نسبت کمتر پارامتر یک بنابراین است، ν = ± ١
٢ ثابت مقادیر با تعمیم یافته وارون

اساس بر قبلی مدل های به نسبت کمتر پارامتر یک با را خود کارایی پارامتری دو مدل این دارد. تعمیم یافته

شمارشی داده های پیش بینی و برازش برای مدل این از استفاده لذا داد. نشان AIC و MSE معیارهای

می شود. توصیه بیش پراکنش

تشکر و تقدیر

و تحریریه هیئت سردبیر، از هم چنین و مقاله کیفیت بهبود در محترم داوران ارزشمند نظرات از نویسندگان

می آورند. عمل به تشکر و تقدیر مقاله ادبی ویرایش و دقیق مطالعه خاطر به مجله ویراستار
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