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ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â���ý¤�Ê�õ ��ÂúªüµÈú� À�úª ù�ÚÈ÷�¢ ,ü®�þ¤ ��Üä ùÀØÈ÷�¢1394*2*24 :ýÂÚ÷¥�� ßþÂ¡� ¾þ¤�� 1393*4*20 :´ê�þ¤¢ ¾þ¤��¤¢ �î ñ�Þµ�� âþ¥�� â���� ��Þ� ö��õ ¤¢ ,���� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ Û¬� Â� ��� : ùÀ�Ø�ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ý�¤�¢ �î ¢�ª ��¿µ÷� Àþ�� üãþ¥�� À��îüõ ëÀ¬ ß�ãõ ¢��ìùÂ�çµõ ø¢ ���� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö¢¤ø� ´¨¢ �� ý�Â� üªø¤ �ó�Öõ ßþ� ¤¢ .´¨�� � ß�ãõ ���� ÷ ×þ ¤¢ üÚµÆ±Þû °þÂ® ø ý���ª�� ý�ûâþ¥�� ö¢�� ��Üãõ � �.´¨� ùÀª ù¢¥ üþ�ûñ�·õ ø ���¤� �ð¤�� ø �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ö¢Âî ÝÞ�Æî�õ� � ÷ ý¢Àä üªø¤ ,¢Âî Û� üÜ � Ü½ � �¤�¬� � �¤ � Ü ÿÆõ ö�� µ ÷ � î ü���� ý�Â �.´¨� ùÀª ù¢�¢ ¼�®�� ñ�·õ ×þ ¤¢ ö� ý�Â�� ù�½÷ ø ¢�ú�È��,ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ Û¬� ,�ð¤�� ü�øÂµ÷� ù¥�À÷� ,�¹�÷� � ü�øÂµ÷� ù¥�À÷� : ýÀ�Üî ý�ûù��ø.�ûßþ�³¨�0 . sh mansouri�sbu.a.ir ,ý¤�Ê�õ ��Âúª :�ó�Öõ ñ�ÿÆõ üØ�÷øÂµØó� §¤¢�0 . 62B10 :(2010) ü®�þ¤ ýÀ��á�®�õ Àî



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 102�õÀÖõ 1üê¢�Ê� Â�çµõ ×þ 2�ð¤�� ü�øÂµ ÷� ù¥�À÷� ø r > 1 ý�Â� 1�¹� ÷� � ü�øÂµ ÷� ù¥�À÷��¤�¬�� °��Â��� f(x) ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �� �µ¨���HT (f) = �2r�1 ZR(f(x))r ln f(x)dx (1)HB(f) = ZR ln f(x)dx (2).´¨�ùÀª ÓþÂã�ý�ûâþ¥�� ß��ã� .Àª ö��� (1957) ���� Í¨�� ¤�� ß�óø� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ Û¬�,(1961) �®¤ �ÜÞ� ¥� ß�ÖÖ½õ ¥� ý¢�Àã� Í¨�� ùÂ�çµõ ×þ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ��â��� Âð� .´¨� �µêÂð ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ (1978) ¤�ª ,(1977) ��Æð ,(1968) ������ �¤ ý���ª�� ý�ûâþ¥�� ö���üõ Àª�� ��Üãõ üê¢�Ê� ùÂ�çµõ ø¢ ���� ñ�Þµ�� âþ¥��ý¢� þ¥ ��� � ý� ûâ þ¥� � À �ª� � �� Ü ã õ ý�� � ª�� ý� ûâ þ¥� � Â ð� ü óø ¢¤ø� ´¨¢(1951) �ªÂê .À �ª� � ý�� �ª�� ý�ûâ þ¥� � ö�Þû ý�¤�¢ �î ¢Âî ß� � ã � ö�� �üõö¢�� ��Üãõ �� (1987,1991) ö�ÆÜ÷ ø ¢¤ø� ´¨¢ �� �ûâþ¥�� �÷�Ú�þ� ý�Â� üþ�ú÷�Âîö¢¤ø� ´¨¢ �� ý�Â� üªø¤ �ûÂ�çµõ ß�� üÚµÆ±Þû °þÂ® ø ý���ª�� ý�ûâþ¥��ü �øÂ µ ÷� ÝÞ �Æ î� õ � µÆÆð ��� � ý� ûâ þ¥� � «�Ê¡ ¤¢ .¢�¢ � ��¤� ��� � â þ¥� �(1989,1981) ¤���î ø ,(1968) üª�� ø Û���� �ÜÞ� ¥� �ú÷�¢¤�õ� Í¨�� ü��ãó�ÎõÍ¨�� ü��ãó�Îõ ��÷ �µ¨��� ý�ûâþ¥�� «�Ê¡ ¤¢ ö�õ�Þû .´¨� �µêÂð �¤�¬ø Â Ü � õ ø (1997) ¢¤� êÀ � ø ö� þø¤� � õ ,(1981) ¤� �� î (1968) üª�� ø Û� �� �ü�øÂµ÷� §�¨� Â� (2005) ö�¤�ØÞû ø ý¤�Ê�õ .´¨� ùÀª ��¹÷� (2002) ö�úþø¯Âª �� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ À�� ñ�Þµ�� âþ¥�� â��� ý�Â� üÜî �Âê ×þ ý������¤� üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ Å÷�þ¤�ø�î ÅþÂ��õ ø ý���ª�� üó�Ú� â���� ö¢�� ��Üãõâþ¥�� ß��ã� ¤¢ À�õ¢�¨ ¤���� ×þ ö���ä�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ©ø¤ ß��»Þû .À÷¢Âîö�¤�ØÞû ø ×þ¢À þ¢ ø (2006) ö�¤�ØÞû ø Å³Ü � ê Í¨�� üê¢�Ê� ý�ûÂ �ç µ õÀ �� ��� � ñ�Þ µ�� â þ¥� � (2008) ö�¤�ØÞû ø �ª� � .´¨� ùÀª ù¢� Ô µ¨� (2007)1 Taneja2 Burgs



103 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��Âúªø Ù÷�¢ .À ÷¢�¢ � ��¤� ö�÷�ª ü�øÂµ ÷� ù¥�À ÷� §�¨� Â � ¢�� ì ü¡Â� ´½� �¤ ùÂ�ç µõ©ø¤ §�¨� Â� �¤ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ��âþ¥�� Âµõ�¤�� ¤�ú� (2013) ö�¤�ØÞû.À÷¢Âî ýÀ��ñ�õÂê �¤ �ÜÿÆõ ø ù¢�Þ÷ ¢¤ø�Â� üþ�Þ�µ¨¤¢ ÝÞ�Æî�õü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ���� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ß��ã� ©ø¤ �ó�Öõ ßþ� ¤¢ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ø ý���ª�� ñ�Þµ�� üó�Ú� â���� ¥� üØþ ö¢�� ��Üãõ �� �¹�÷��ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ø¢ Âû ö¢�� ��Üãõ �� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ����×þ Å³¨ ,¢Â�ðüõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �ø¢ Ç¿� ¤¢ üÚµÆ±Þû °þÂ® ø ý���ª���ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ���� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ß��ã� ý�Â� ý¢Àä ©ø¤ùÀª ö��� �¤�ú� Ç¿� ¤¢ ��÷ ýÂ�ð�¹�µ÷ ø ¶½� .Àª Àû��¡ ���¤� ��¨ Ç¿� ¤¢.´¨��ð¤�� ø �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� ý�ûâþ¥�� 2�¥� ý�þ�Ìì ø Ýó Å³¨ ø ��Â��ç� ��Æ� ¥� ¥��÷ ¢¤�õ Í��ø¤ �Àµ�� Ç¿� ßþ� ¤¢´¨¢�� ý�Â� ö� ¥� ø ùÀþ¢Âð ö��� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� âþ¥�� â��� ß��ã� ý�Â�ü�øÂµ÷� ù¥�À÷� ý�û¤��ãõ �� ùÂ�çµõ ø¢ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö¢¤ø�.¢�ªüõ ù¢�Ôµ¨� ¢��ì ü¡Â� ´½� �ð¤�� ø �¹�÷����� � � î ¢� ª ß � � ã � ö� � � �¤ y = y(x) À þ� � ,À � � î Â êF ø y(x2) = y2, y(x1) = y1 ,y0 = dydx ö� ¤¢ �î ,Àª� � R x2x1 F (x; y; y0)dx�� �ú �´��� (1744)ÂÜþø� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� ¢���õ ü��� ��ÖµÈõ �� ��Üãõ â��� ×þ�¤�¬�� ÂÜþø� �ó¢�ãõ ¤¢ y = y(x) ù¢Âî��x (�F�y0 )� �F�y = 0; (3)R x2x1 Gi(x; y; y0)dx = Ai ¢��ì ¤¢ y ë�ê Íþ�Âª Â� ùø�ä Âð� ñ�� .À�îüõ ëÀ¬Û� ý�Â� ,À�µÆû ��Üãõ üã���� �û Gi ö� ¤¢ �î ,À�î ëÀ¬ ��÷ i = 1; : : : ; n; ý�Â�Ýþ¤�¢ ,Ä÷�Âð� ©ø¤ �� �ÜÿÆõL = Z x2x1 F (x; y; y0)dx� nXi=1 �i(Z x2x1 Gi(x; y; y0)dx �Ai)



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 104= Z x2x1 fF (x; y; y0)� nXi=1 �iG(x; y; y0)gdx+ nXi=1 �iAi���� (3) �ó¢�ãõ ¤¢ F ý���� F (x; y; y0)� nPi=1 �iGi(x; y; y0) ö¢�¢ ¤�Âì �� ö��î�,í�¨ø¤) ¢�ªüõ ùÀ�õ�÷ Ä÷�Âð� -ÂÜþø� ©ø¤ ,×��Ø� ßþ� �î Àþ�üõ ´¨¢�� ���ú�.(2002�î Àª�� ÂþÁ�ù¥�À÷� â���� �ä�Þ¹õ L2 Âð� :(2005 ,ö�¤�ØÞû ø ý¤�Ê�õ) 1 Ýó´¨� h1 = h2 ,L2 ¤¢ h2 ø h1 â��� ø¢ Âû ý�Â� ù�Ú÷� ,´¨� ÂþÁ� ñ�ÂÚµ÷� �ú÷� â�ÂõÀª�� ¤�ÂìÂ� Âþ¥ ýø�Æ� K ù��¿ó¢ â��� Âû ý�Â� Âð� �ú�� ø Âð�ZRK(x)h1(x)dx = ZRK(x)h2(x)dx (4)ý�ûâþ¥�� ¥� ù¢��÷�¡ ×þ ý���ª�� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� g(x) 2 L2 Âð� : 1 ��ÌìÛÞ½õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ��E = f(x; y) 2 R2ja < x < b;C1(x) < y < C2(x)g�¤�±ä �¹�÷�� ùÂ�çµõ ø¢ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Î��® ù�Ú÷� ,Àª��¥� ´¨�fM (x; y) = g (x)C2(x)� C1(x) (5)â��� Âû ý�Â� E(M(X)) ö¢�� ��Üãõ ñ¢�ãõ g ö¢�� ��Üãõ 1 Ýó �� ���� �� ö�ûÂ�À��î Âê .´¨� M ù��¿ó¢� = E(M(X)) (6),´¨� � = 1 ,M(x) = 1 ý�¥��� R REM(x)fdxdy = �«�¡ ´ó�� ¤¢ üêÂÏ ¥�ý�Â� ñ�� .´¨� ùÀþ¢Âð ñ�Þä� (6) ¯Âª ¤¢ ��÷ f ö¢�� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� À�ì �Áó



105 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��Âúª�¤ (1) Àþ�� (6) ¯Âª ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö¢¤ø� ´¨¢���¤�¬�� ö���üõ �¤ ßþÄ÷�Âð� ,Ä÷�Âð� -ÂÜþø� ©ø¤ �� ö��î� .¢Âî ÝÞ�Æî�õL = �2r�1 Z ZE fr ln fdxdy + �1(Z ZEM(x)fdxdy � �)= Z ZE f�2r�1fr ln f + �1M(x)fgdxdy � �1�´¨� f °Æ� Â� �µ¨��� ø ÂãÖõ üã��� �2r�1fr ln f + �1M(x)f ö�� ,´ª�÷ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Áó ,À�îüõ ÝÞ�Æî�õ �¤ ü�øÂµ÷� ���ú� �����ó¢�ãõ ���� (3) �Î��¤ �� ��� ü�øÂµ÷���f [�2r�1fr ln f + �1M(x)f ℄ = 0üó�Ú� â��� �Î��® �Áó ,Àþ�üõ ´¨¢ �� x °Æ� Â� üã��� f ,ö� Û� ¥� �î ,´¨��¤�¬�� �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ��fM (x; y) = fM (x); (x; y) 2 Eñ�Þ µ�� ü ó�Ú� â �� � g(x) �Ø � þ� � � ��� � � � fM (x) ö¢¤ø� ´¨¢� � ý�Â � .´¨�Ýþ¤�¢ ,´¨� fM (x; y) ý���ª��g(x) = Z C2(x)C1(x) fM (x)dy = fM (x)(C2(x)� C1(x))¥� ´¨� �¤�±ä �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� Å�fM (x; y) = fM (x) = g(x)C2(x)� C1(x) ; (x; y) 2 E�¤�¬�� (X;Y ) ÛÞ½õ Âð� : 1 ñ�·õE = f(x; y) 2 R2j0 < x < 1;0 < y <p1� x2gö� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ü�ãþ ,Àª�� Beta(3;2) âþ¥�� �� üê¢�Ê� Â�çµõ X ø ù¢���¤�¬��g(x) = �(5)�(2)�(3)x2(1� x) = 6x2(1� x); 0 < x < 1



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 106�Î��¤ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �¤�¬ ßþ� ¤¢ ,Àª���� ´¨� Â��Â� (5)fM (x; y) = 6x2s1� x1+ x ; 0 < x < 1; 0 < y <p1� x2â��� g(x1) ù�ðÂû .´¨� ùÂ�çµõ À�� ý�ûâþ¥�� ý�Â� Ý�Þã� Û��ì 1 ��Ìì : 1 ÂîÁ�� � (X1; : : : ; Xn) üê¢�Ê� ¤�¢Â � ¥� X1 üê¢�Ê� Â�çµõ ý���ª�� ñ�Þµ�� üó�Ú�ÛÞ½õE = f(x1; : : : ; xn) 2 Rnja < x1 < b;A1(x1) < x2 < A2(x1);B1(x1; x2) < x3 < B2(x1; x2); : : : ;L1(x1; : : : ; xn�1) < xn < L2(x1; : : : ; xn�1)gÂþ¥ �¤�¬�� x1 ¥� üã��� �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ù�Ú÷� ,Àª��´¨�fM (x1; : : : ; xn) = g(x1)R A2(x1)A1(x1) R B2(x1;x2)B1(x1;x2) : : : R L2(x1;:::;xn�1)L1(x1;:::;xn�1) dxndxn�1 : : : dx2(x1; : : : ; xn) 2 Eñ�Þµ�� ý�ûâþ¥�� ¥� ù¢��÷�¡ ×þ ý���ª�� üó�Ú� â���� g; h 2 L2 Âð� : 2 ��ÌìÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Î��® ù�Ú÷� ,À�ª�� E � R2 ÛÞ½õ �� ùÂ�çµõ ø¢ �����¤�¬�� �ð¤�� ü�øÂµ÷�fM (x; y) = 1f1(x) + f2(y) (x; y) 2 E (7)üã��� ��¢�ãõ ù�Úµ¨¢ Û� ¥� f2 ø f1 ö� ¤¢ �î ,´¨�( RR 1f1(x)+f2(y)dy = g(x)RR 1f1(x)+f2(y)dx = h(y) (8).À�þ�üõ ´¨¢��



107 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��ÂúªN ø M ù��¿ó¢ â���� ý�Â� À�õ�Üãõ f(x; y) ý���ª�� üó�Ú� â���� ö�� ö�ûÂ�Âþ¢�Öõ�1 = E(M(X)); �2 = E(N(Y )) (9)ö¢� � ��Üãõ ñ¢�ãõ h ø g ö¢� � ��Üãõ 1 Ý ó � � ���� � � .¢� � À �û��¡ ��Üãõ � � ÷R REM(x)fdxdy = �1 «�¡ ´ó�� ¤¢ üêÂÏ ¥� ´¨� E(N(Y )) ø E(M(X))¯Âª ¤¢ ��÷ f ö¢�� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� À�ì �Áó ,´¨� �1 = 1 ,M(x) = 1 ý�¥���ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö¢¤ø� ´¨¢ �� ý�Â� ßþ�Â���� .´¨� ùÀþ¢Âð ñ�Þä� (9),Ä÷�Âð� -ÂÜþø� ©ø¤ �� ñ�� .¢�Þ÷ ÝÞ�Æî�õ �¤ (2) Àþ�� (9) Íþ�Âª ´½� ü�øÂµ÷��¤�¬�� ö���üõ �¤ ßþÄ÷�Âð�L = Z ZE ln fdxdy+ �1(Z ZEM(x)fdxdy � �1) + �2(Z ZEN(x)fdxdy � �2)= Z ZE fln f + (�1M(x) + �2N(y))fgdxdy � (�1�1 + �2�2)f °Æ� Â� � µ¨�� � ø ÂãÖõ üã �� � ln f + (�1M(x) + �2N(y))f ö�� ,´ª�÷ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Áó ,À�îüõ ÝÞ�Æî�õ �¤ ü�øÂµ÷� ���ú� ���� ´¨��ó¢�ãõ ���� (3) �Î��¤ �� ��� �ð¤�� ü�øÂµ÷���f fln f + (�1M(x) + �2N(y))fg = 0 ßþ�Â���� ,´¨�fM (x; y) = �1�1M(x) + �2N(y)Â� ýÂÚþ¢ ø x°Æ� Â� üØþ â��� ø¢ âÞ� Û¬�� ¥� üã��� fM�î ´¨� ¼®�ø�Áó ,´¨� y °Æ�fM (x; y) = 1f1(x) + f2(y) ; (x; y) 2 EÛ�� ì (8) ¥� f2 ø f1 ßþ�Â �� � � ,À � µÆû ý�� �ª�� üó�Ú� â��� � h ø g �î �¹ ÷� ¥�.¢�� À�û��¡ ñ�Ê�



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 108��÷ �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ý�ûâþ¥�� ý�Â� ���Èõ ¤�Ï�� 1 ��Ìì ÝØ� : 2 ÂîÁ�×þ ý���ª�� ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� g(x) ù�ðÂû ÂÚþ¢ �¤�±ä �� ,´¨� ��±�� Û��ìÛÞ½õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� ý�ûâþ¥�� ¥� ù¢��÷�¡E = f(x; y) 2 R2ja < x < b;C1(x) < y < C2(x)g�¤�¬�� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Î��® ù�Ú÷� ,Àª��.´¨� Âþ¥fM (x; y) = g(x)C2(x)� C1(x) (10)�¤�¬�� (X;Y ) ÛÞ½õ Âð� : 2 ñ�·õE = f(x; y) 2 R2j0 < x < 1; x2 < y < xgñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �� Beta (2;2) âþ¥�� ý�¤�¢ X ø Àª��g(x) = �(4)�(2)�(2)x(1 � x) = 6x(1 � x); 0 < x < 1�Î��¤ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ù�Ú÷� Àª���¤�¬�� (10)fM (x; y) = 6x(1 � x)x� x2 = 6; 0 < x < 1; x2 < y < x.´¨� E ����÷ ýø¤ ´¡���Øþ âþ¥�� ý�¤�¢ (X;Y ) ü�ãþ ,´¨�â��� g(x1) ù�ðÂû ,´¨� ùÂ�çµõ À�� ý�ûâþ¥�� ý�Â� Ý�Þã� Û��ì 1 ÂîÁ� : 3 ÂîÁ�� � (X1; : : : ; Xn) üê¢�Ê� ¤�¢Â � ¥� X1 üê¢�Ê� Â�çµõ ý���ª�� ñ�Þµ�� üó�Ú�ÛÞ½õE = f(x1; : : : ; xn) 2 Rnja < x < b;A1(x1) < x2 < A2(x1);B1(x1; x2) < x3 < B2(x1; x2); : : : ;L1(x1; : : : ; xn�1) < xn < L2(x1; : : : ; xn�1)g



109 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��ÂúªÂþ¥ �¤�¬�� x1 ¥� üã��� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ù�Ú÷� Àª��.´¨�fM (x1; : : : ; xn) = g(x1)R A2(x1)A1(x1) R B2(x1;x2)B1(x1;x2) R L2(x1;:::;xn�1)L1(x1;:::;xn�1) dxndxn�1 : : : dx2(x1; : : : ; xn) 2 Eñ�Þµ�� ý�ûâþ¥�� ¥� ù¢��÷�¡ ×þ ý���ª�� üó�Ú� â���� g; h 2 L2 Âð� : 3 ��Ììâ��� �Î��® ù�Ú÷� ,À�ª�� � üÚµÆ±Þû °þÂ® ø E � R2 ÛÞ½õ �� ùÂ�çµõ ø¢ �����¤�¬�� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú�fM (x; y) = 1f1(x) + f2(y) + �xy ; (x; y) 2 E (11)üã��� ��¢�ãõ ù�Úµ¨¢ Û� ¥� � ø f2 ,f1 ö� ¤¢ �î ,´¨�8><>: RR fM (x; y)dy = g(x)RR fM (x; y)dx = h(y)R RE xyfM (x; y)dxdy = ��X�Y + �X�Y (12).À�þ�üõ ´¨¢��ù��¿ ó¢ â ��� � ý�Â � Å� ,À� õ�Üãõ f(x; y) ý���ª�� üó�Ú� â��� � ö�� ö�ûÂ �N(Y ) ø M(X)�1 = E(M(X)); �2 = E(N(Y )) (13)ø E(M(X)) ö¢�� ��Üãõ ñ¢�ãõ h ø g ö¢�� ��Üãõ 1 Ýó �� ���� �� .À�µÆû ��Üãõ�¤�±ä Å� ,´¨� � ��Üãõ ¤�ÀÖõ üÚµÆ±Þû °þÂ® ö�� ø ´¨� E(N(Y ))E(XY ) = ��X�Y + �X�Y = C (14)´½� ü�øÂµ ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ß��ã� ý�Â� ñ�� .´¨� ��Üãõ �� ÷ßþÄ÷�Âð� ,Ä÷�Âð� -ÂÜþø� ©ø¤ ¥� .¢�Þ÷ ÝÞ�Æî�õ �¤ (2) Àþ�� (14) ø (13) Íþ�Âª�¤�¬�� ö���üõ �¤L = Z ZE ln fdxdy + �0(Z ZE xyfdxdy � C)



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 110+ �1(Z ZEM(x)fdxdy � �1) + �2(Z ZE N(x)fdxdy � �2)= Z ZE fln f + (�0xy + �1M(x) + �2N(y))fgdxdy� (�0C + �1�1 + �2�2):Â� �µ¨��� ø ÂãÖõ üã��� ln f + (�0xy + �1M(x) + �2N(y))f ö�� ñ�� ,´ª�÷ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Áó ,À�îüõ ÝÞ�Æî�õ �¤ ü�øÂµ÷� ���ú� ���� ´¨� f °Æ��ó¢�ãõ ���� (3) �Î��¤ �� ��� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ��f fln f + (�0xy + �1M(x) + �2N(y))fg = 0 ßþ�Â���� .´¨�fM (x; y) = �1�1M1(x) + �2N(y) + �0xy�¤�¬�� �ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Î��® �ÁófM (x; y) = 1f1(x) + f2(y) + �xy (x; y) 2 EüúþÀ� ,À�µÆû ��Üãõ üÚµÆ±Þû °þÂ® ø ý���ª�� üó�Ú� â���� �î �¹÷� ¥� .´¨�.¢�� À�û��¡ ñ�Ê� Û��ì (12) ¥� � ø f2 ,f1 �î ´¨�ý¢Àä ©ø¤ 3Û� Û��ì üÜ�Ü½� �¤�¬�� (12) �þ (8) ��¢�ãõ ù�Úµ¨¢ ��Þãõ �Ø�þ� �� ���� ��¥� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö¢¤ø� ´¨¢�� ý�Â� ,À�µÆ�÷ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ´¨� ¤�Âì À��î Âê .¢�ªüõ ù¢�Ôµ¨� ý¢Àä ý�û©ø¤����÷ ýø¤ �¤ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõE = f(x; y) 2 R2ja < x < b;C1(x) < y < C2(x)g= f(x; y) 2 R2j < y < d;D1(y) < x < D2(y)g



111 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��Âúª

  

  

   

 

   

 

   

y
2
= C

2
(x) 

y
1
= C

1
(x) 

x
1
 x

2
 

a=x
0
 

x
i
 x

n1
 

y
1
 

y
j
 

y
n2

 

x
2
= D

2
(y) 

x
1
= D

1
(y) 

... ... 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

              
              
              
              
(x

i
,y

ini
) 

(x
i
,y

i1
) 

(x
j1

,y
j
) 

(x
j
 
nj

,y
j
) 

x
n

1
+1

=b 

d=y
n2+1

 

c=y
0

R2 ¤¢ E ýÀ���Ø±ª :1 ÛØª° þÂ ® � � h ø g ü ó� Ú � â ��� � ý�Â � ´ ¨� ùÀ ª ù¢�¢ ö� È ÷ 1 Û Ø ª ¤¢ � îñ�Þµ�� üó�Ú� â��� �Î��® ��Ìì ¥� ù¢�Ôµ¨� �� .¢�ª ß��ã� � ��Üãõ üÚµÆ±Þû�¤�¬�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õfM (x; y) = 1f1(x) + f2(y) + �xy ; (x; y) 2 E (15)�¤�¬�� ý���ª�� ý�ûâþ¥�� ßþ�Â���� .´¨�g(x) = Z C2(x)C1(x) 1f1(x) + f2(y) + �xydy; a < x < b; (16)h(y) = Z D2(y)D1(y) 1f1(x) + f2(y) + �xy dx;  < y < d: (17)�¤�¬�� ö���üõ �¤ 1 ÛØª ¤¢ E ����÷ .À�µÆûa = x0 < x1 < � � � < xn1+1 = b; = y0 < y1 < � � � < yn2+1 = d;



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 112�xi = xi � xi�1 = �; i = 2; : : : ; n1;�yj = yj � yj�1 = �; j = 2; : : : ; n2;ýÂ�ð¤�î �� �� 1 � j � n2 ø 1 � i � n1 Âû ý�Â� (17) ø (16) ¥� .¢Âî ýÀ���Ø±ªÝþ¤�¢ �Ö÷¥ø£ ©ø¤g(xi) = 12 [ 1f1(xi) + f2(C1(xi)) + �xiC1(xi) + 1f1(xi) + f2(yi1) + �xiyi1 ℄� (yi1 � C1(xi)) + 12 niXk=2 [ 1f1(xi) + f2(yik) + �xiyik+ 1f1(xi) + f2(yi;k�1) + �xiyi;k�1 ℄(yik � yi;k�1)+ 12 [ 1f1(xi) + f2(yini) + �xiyini+ 1f1(xi) + f2(C2(xi)) + �xiC2(xi) ℄(C2(xi)� yini); øh(yj) = 12 [ 1f1(D1(yj)) + f2(yj) + �D1(yj)yj + 1f1(xj1) + f2(yj) + �xj1yj ℄� (xj1 �D1(yj)) + 12 njXk=2 [ 1f1(xjk) + f2(yj) + �xjkyj+ 1f1(xj;k�1) + f2(yj) + �xj;k�1yj ℄(xjk � xj;k�1)+ 12 [ 1f1(xjnj ) + f2(yj) + �xjnj yj+ 1f1(D2(yj)) + f2(yj) + �D2(yj)yj ℄(D2(yj)� xjnj )ý�û°þÂÖ� ßµêÂð ÂÑ÷ ¤¢ ��f2(C1(xi)) = f2(yi1); f2(C2(xi)) = f2(yini) 1 � i � n1;f1(D1(yj)) = f1(xj1); f1(D2(yj)) = f1(xjnj ) 1 � j � n2:Ýþ¤�¢ ,i = 1; : : : ; n1 Âû ý�¥���g(xi) = 1f1(xi) + f2(yi1) + �xiyi1 (yi1 � C1(xi))



113 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��Âúª+ �2 [ 1f1(xi) + f2(yi1) + �xiyi1 + 2( 1f1(xi) + f2(yi2) + �xiyi2+ � � �+ 1f1(xi) + f2(yi;(ni�1)) + �xiyi;(ni�1) )+ 1f1(xi) + f2(yini) + �xiyini ℄+ 1f1(xi) + f2(yini) + �xiyini (C2(xi)� yini); (18)Ýþ¤�¢ ,j = 1; : : : ; n2 Âû ý�¥��� øh(yj) = 1f1(xj1) + f2(yj) + �xj1yj (xj1 �D1(yj))+ �2 [ 1f1(xj1) + f2(yj) + �xj1yj + 2( 1f1(xj2) + f2(yj) + �xj2yj+ � � �+ 1f1(xj;(nj�1)) + f2(yj) + �xj;(nj�1)yj )+ 1f1(xjni ) + f2(yj) + �xjniyj ℄+ 1f1(xjnj ) + f2(yj) + �xjnj yj (D2(yj)� xjnj ) (19)� � ø EXY = R RR2 xyfM (x; y)dxdy = ��X�Y + �X�Y À�ì ¥� ù¢�Ô µ¨� � � ñ���¤�¬�� ÂÚþ¢ �Î��¤ EXY = C �Ø�þ� ÂêZ ZE xy 1f1(x) + f2(y) + �xydxdy = C (20)� ñ�Ï�� üã�Âõ ý�ûö�Þó� �� E ����÷ (20) ñ�ÂÚµ÷� �±¨�½õ ý�Â� ,Àþ�üõ ´¨¢��á�Þ¹õ ,¢�ª ¥�Âê� ´¨� (xi; yj) â�Âõ Âû �îÂõ �î�2 X(xi;yj)2E xiyj 1f1(xi) + f2(yj) + �xiyj = C (21)�� Âû ´¨� üú þÀ � .¢Â � ¤� î� � (20) ñ�ÂÚ µ ÷� ý�Â � ü ± þÂ Ö � ö�� � ä� � ö�� �üõ �¤´ÞÆì ø ùÀª ÂµÈ� � á�Þ¹õ ��Þ� ¢�Àã� ¢�ª ÂµÈ� � �Ø±ª ý�û�÷�¡ ¢�Àã�Í ��ø¤ ¤¢ ö�� .À þ�ü õ ´¨¢� � ýÂ µ ú � °þÂ Ö � ø ùÀ ÷�ª� � E � ��� ÷ ¥� ýÂ µÈ � �ý�¥��� ñ�ú¹õ n2 ,f1(xi); i = 1; : : : ; n1 ý�¥� �� ñ�ú¹õ n1 (21) ø (19) ,(18)Ýþ¤�¢ ñ�ú¹õ n1 + n2 + 1 �ãÞ� � ñ�ú¹õ ��Æµ�� �� ø f2(yj); j = 1; : : : ; n2



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : 114�Î��¤ ¥� �ó¢�ãõ ×þ ø (19) �Î��¤ ¥� �ó¢�ãõ n2 ,(18) �Î��¤ ¥� �ó¢�ãõ n1 üêÂÏ ¥����ú¹õ ßþ�Â���� .Àª Àû��¡ �ó¢�ãõ n1 + n2 + 1 �ãÞ� �î Àþ�üõ ´¨¢�� (21)ø (19) ,(18) ��¢�ãõ ù�Ú µ¨¢ Û� ¥� ñ�� À� µÆû �±¨�½õ Û�� ì ý¤�ÿ � ÂÑ ÷ ¥�ý�Â� .¢�ªüõÉ¿Èõ �¤ �̂ ø ù¢¤ø� ´¨¢�� yj ø xi Âû ý�Â� �¤ f̂2 ø f̂1 ø (21)Å³¨ ,ù¢¤ø� ´¨¢� � �¤ �̂ ø f̂1 ,f̂1 ø 3 ��¤¢ ß þ� ³¨� ©¥�Â � � � ë� ê ý� ûù¢�¢.¢�ªüõ ß��ã� (11) �Î��¤ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ���� üó�Ú� â��� ¢¤ø�Â�ø E = f(x; y) 2 R2j0 < x + y < 1;0 < x < 1g À � � î Â ê : 3 ñ�·õ�¤�¬�� ý���ª�� ý�ûâþ¥��g(x) = 1ln4� 1 1� x1+ x;0 < x < 1; h(y) = 1ln4� 1 1� y1+ y ;0 < y < 1Û�ó¢�� ,ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ���� üó�Ú� â��� ö¢¤ø� ´¨¢�� ý�Â� Àª�� � = 120 ø ù¢��¥� ù¢�Ôµ¨� �� .f2 = f1 Ý�û¢üõ ¤�Âì ý���ª�� üó�Ú� â���� ö¢�� ö�ÆØþ ø E ö¤�Ö�Ýþ¤�¢ (21) ø (19) ,(18)f(0) = 0=28; f(0=1) = 0=33; f(0=2) = 0=37f(0=3) = 0=42;f(0=4) = 0=47; f(0=5) = 0=53f(0=6) = 0=59; f(0=7) = 0=65;f(0=8) = 0=72f(0=9) = 0=79; f(1) = 0=86; � = 0=38â��� ý�ûù¢�¢ �� 3 ��¤¢ ßþ�³¨� ©¥�Â� �� ñ��
f̂(x) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
0=28+ 0=39x+ 0=81x3 0 < x < 0=10=29+ 0=36x+ 0=31x2 � 0=22x3 0=1 < x < 0=20=28+ 0=39x+ 0=14x2 + 0=06x3 0=2 < x < 0=30=29+ 0=38x+ 0=21x2 � 0=02x3 0=3 < x < 0=40=29+ 0=38x+ 0=18x2 + 0=005x3 0=4 < x < 0=50=29+ 0=38x+ 0=20x2 � 0=005x3 0=5 < x < 0=60=28+ 0=40x+ 0=16x2 + 0=016x3 0=6 < x < 0=70=31+ 0=29x+ 0=32x2 � 0=058x3 0=7 < x < 0=80=16+ 0=82x� 034x2 + 0=21x3 0=8 < x < 0=90=92� 1:69x+ 2=44x2 � 0=2x3 0=9 < x < 1



115 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��Âúª�ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ö� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� �î Àþ�üõ ´¨¢���¤�¬��fM (x; y) = 1f̂1(x) + f̂2(y) + 0=38xy 0 < x+ y < 1;0 < x < 1.´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ 2 ÛØª ¤¢ ö� ¤�¢�Þ÷ �î Àª Àû��¡ Û¬��

�ð¤�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� ¤�¢�Þ÷ :2 ÛØªýÂ�ð�¹�µ÷ ø ¶½� 4Â�Ñ÷ ü�øÂµ÷� ÂÚþ¢ ý�ûù¥�À÷� ¥� ö���üõ ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ âþ¥�� â��� ß��ã� ý�Â�üó�Ú� â��� �Î��® ö¢¤ø� ´¨¢�� ß��»Þû .¢�Þ÷ ù¢�Ôµ¨� �� ÷ ... ø ü÷¤ ,¤���î�î ¢�ªüõ �Â±õ� �ó¢�ãõ Û� �� Â¹�õ �¹�÷�� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ��üó�Ú� â��� ß��ã� ý�Â� .¢�� Àû��¡ ���� Û��ì ,°ó�� �ÜÿÆõ ×þ ö���ä�� ö� Û��û©ø¤ Âþ�¨ ¥� ´¨� ßØÞõ ý¢Àä ©ø¤ �� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ��... ø �û×��õ ,�þ¤�ê ýÂ¨ ß��»Þû ,ÛÆ� ,´�õÂû À�÷�õ Àõ�ãµõ â���� �� ÍÆ� Â�Ñ÷



ü�øÂµ÷� ý�ûù¥�À÷� ü¡Â� ´½� ü�øÂµ÷� ÝÞ�Æî�õ �� ùÂ�çµõ ø¢ ñ�Þµ�� üó�Ú� â��� : : : : 116.¢¤�¢ ÂµÈ�� �ãó�Îõ �� ¥��÷ �î ¢�Þ÷ ù¢�Ôµ¨� ��÷ÂØÈ� ø ÂþÀÖ��� �þÂþÂ½� ´ÿ�û ø ý¤�õ� ��Üä �Ü¹õ �Âµ½õ ö�¤ø�¢ ¥� �î À÷�¢üõ �¥� ùÀ�Æþ�÷��óø� �¿Æ÷ ¢�±ú� �� Â¹�õ �î ö�ªùÀ÷¥¤� ��¢�ú�È�� ø �ó�Öõ ü���¥�� ¤¢ ´ì¢ Û�ó¢.Àþ�Þ÷ ü÷�¢¤Àì ø ÂØÈ� ,´¨� ùÀª �ó�Öõâ��ÂõDudik, M., Phillips, S. J. and Shapire R. E. (2007), Maximum EntropyDensity Estimation with Generalized Regularization and an Applia-tion to Speies Distribution Modeling, Journal of Mahine LearningResearh, 8, 1217-1260.Dong, S., Tao, S., Lei, S. and Soares, C. G. (2013), Parameter Estimationof the Maximum Entropy Distribution of Signi�ant Wave Height,Journal of Coastal Researh, 29, 597-604.Euler, L. (1744), Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi MinimiveProprietate Gaudentes Sive Solutio Problematis Isoperimetrii Latis-simo Sensu Aepti, Lausanne and Geneva, E65A, Opera Omnia.Frehet M. (1951), Surles Tableaux de Correlation Dont les Marges SontDonness, Annales University Lyon, 14, 53-77.Guiasu, S. (1971), Weighted Entropy, Reports on Mathematis Physis, 2,165-179.Jaynes, E. T. (1957), Information Theory and Statistial Mehanis, Phys-ial Reviews, 106, 620-630.



117 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¤�Ê�õ ��ÂúªJaynes, E. T. (1968), Prior Probabilities, IEEE Transation, 4, 227-248.Kapur J. N. (1981), Multivariate Multiretangular Distributions, Univer-sity WaterlooKapur, J. N. (1989), Maximum Entropy Models in Siene and Engineer-ing, New Delhi, India, Wiley Eastern Limited, Journal of MahineLearning Researh, 8, 1217-1260.Mansoury, S., Pasha, E. and Mohammadzadeh, M. (2005), Determinationof Maximum Bayesian Entropy Probability Distribution, Journal ofSienes Islami Republi of Iran, 16, 339-345.Meeuwissen, A. M. H. and Bedford, T. (1997), Minimaly Informative Dis-tributions with Given Rank Correlation for Use in Unertainty Anal-ysis, Journal of Statistis Computation and Simulation, 57, 143-17.Miller, D. J. and Wei-han, L. (2002), On the Reovery of Joint Distribu-tions from Limited Information, Journal of Eonometris, 107, 259-274.Nelsen R. B. (1987), Disrete Bivariate Distribution with Given Marginalsand Correlation, Comm. Simulation Computation, 16, 199-208.Nelsen R. B. (1991), Copulas and Assoation in Advanes in Probabil-ity Distribution with Given Marginals, Kluwer Aademi Publiation,Dordreht/Boston/London.Pasha, E. and Mansoury, S.(2008), Determination of Maximum EntropyMultivariate Probability Distribution under Some Constraints, Ap-plied Mathematial Sienes, 2, 57, 2843-2849.
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