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بزرگتری رده به ماکسیمم آنتروپی ایده توسیع ماکسیمم تی سالیس آنتروپی و ماکسیمم رنی آنتروپی چکیده:

که خاص توزیع های از برخی به ماکسیمم رنی آنتروپی معرفی ضمن مقاله این در است. شانون آنتروپی از

توزیع های شکل به ماکسیمم رنی آنتروپی دارای توزیع های می شود. اشاره می کند، ماکسیمم را رنی آنتروپی

می شود. حاصل رنی آنتروپی از جدیدی نمایش و ارائه توانی توزیع های ویژگی های از برخی هستند. توانی

شکل همچنین است. گردیده مطرح نکاتی نیز زمینه این در و اشاره رنی اطلاع اندازه مینیمم بحث به

و بررسی ماکسیمم رنی آنتروپی از اقتصادی کاربری ادامه در می آید. به دست رنی اطلاع اندازه از دیگری

نتیجه گیری تعمیم یافته اطلاع اندازه این مینیمم کننده توزیع های کلی فرم سیزار، اطلاع اندازه یادآوری ضمن

می شود.

اندازه مینیمم ماکسیمم، تی سالیس آنتروپی ماکسیمم، رنی آنتروپی ماکسیمم، آنتروپی کلیدی: واژه های

رنی. اطلاع

مقدمه ١

را خود خاص جایگاه مبحث این نیز اطلاع نظریه در است. بوده زیادی علوم توجه مورد همواره بهینه سازی

می شود مطرح که سؤالی است. لاگرانژ روش به ماکسیمم آنتروپی اصل بهینه سازی روش های از یکی دارد.

می شود؟ بهینه آنتروپی چرا که است این
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(١٩۵٧) جینز ماکسیمم آنتروپی اصل

عدم ماکسیمم دارای که توزیعی شده، داده محدودیت های از سری یک با سازگار احتمال توزیع های همه بین

می شود. انتخاب است قطعیت

یک می رسد به نظر شود ماکسیمم می شود سعی حالی که در است قطعیت عدم دادن کاهش هدف،

رابه ما بنابراین و داده کاهش است دسترس در که اطلاعاتی کمک به را قطعیت عدم دارد! وجود تناقض

قطعیت عدم این می رساند. شده است، فراهم که اطلاعاتی همه کمک به قطعیت، عدم در کاهش ماکسیمم

لازم پس است. نشده داده آن مورد در اطلاعی هیچ یا نیست، فراهم که است اطلاعاتی از ناشی باقیمانده

است. انجام برای کار درست ترین این که شود ماکسیمم است نامعلوم که آنچه مورد در قطعیت عدم است

(احتمال) تابع بر علاوه که محدودیت هایی به توجه با می کند ماکسیمم را آنتروپی که توزیعی یافتن چگونگی

دارای توزیع گردید. بیان (١٩٨٩) کاپور و (١٩٧٣) همکاران و کاگان توسط است لازم بودن چگالی

است زمانی حالت ها این از یکی می شود بیان محدودیت ها از نمایی تابع به صورت معمولا ماکسیمم آنتروپی

مشهوری توزیع های تصادفی متغیر تغییرات دامنه به ازای که باشد مشخص مختلف مراتب گشتاورهای که

توام توزیع زمینه در مباحثی پاشا(١٣٨٨) و منصوری می دهد. نتیجه ماکسیمم آنتروپی توزیع به عنوان را

توزیع های از تعمیم هایی ویژگی های از برخی (١٣٩٠) همکاران و دستمرد نمودند. مطرح آنتروپی ماکسیمم

آنتروپی برای ماکسیمم آنتروپی ایده توسیع منظور به کردند. بررسی ماکسیمم آنتروپی کمک به را گسسته

و جانسون ،(٢٠٠۶ و ٢٠٠۴) باشکیرو ،(٢٠٠۶ و ٢٠٠٢) همکاران و کستا تی سالیس، آنتروپی و رنی

مشخصه سازی هایی و تعبیرها ،(٢٠٠٩) رمرا و ناگی و ،(٢٠٠٧) همکاران و براودی ،(٢٠٠٧) ویگنات

چندمتغیره و یک متغیره حالت های در ماکسیمم تی سالیس آنتروپی یا و ماکسیمم رنی آنتروپی اساس بر

آنتروپی انواع آنگاه باشد، pX(x) احتمال جرم تابع با گسسته تصادفی متغیر یک X اگر داده اند. ارائه

از: عبارتند آن

:(١٩۴٨) شانون آنتروپی

H(X) = −
∑
x

pX(x) log pX(x) (١)

:(١٩۶١) رنی آنتروپی

Hα(X) =
١

١ − α
log

∑
x

pαX(x), α > ٠, α ̸= ١ (٢)
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:(١٩٨٨) تی سالیس آنتروپی

Sα(X) =
١

α− ١
[١ −

∑
x

pX(x)
α], α > ٠, α ̸= ١ (٣)

:(١٩۵١) کولبک-لیبلر اطلاع

برای شود. برگزیده X تصادفی متغیر برای مدلی به عنوان باید یکی G و F احتمال مدل دو میان از

G مقابل در F از پشتیبانی در X = x مشاهده هر در موجود کولبک-لیبلر اطلاع ،X = x مشاهده

از: است عبارت

D(f ||g) =
∫ ∞

٠
log

f(x)

g(x)
dF (x) (۴)

رنی: اطلاع اندازه یا نسبی رنی آنتروپی

برای مدلی به عنوان باید یکی G و F احتمال مدل دو میان از کنید فرض ،(١٩۵٩) کولبک از ایده با ١١

هر در موجود رنی اطلاع آنگاه باشیم داشته را X = x مشاهده اگر شود. انتخاب X تصادفی متغیر

از: است عبارت G مقابل در F از پشتیبانی در X = x مشاهده

Dα(f ||g) =
١

١ − α
log

∫ ∞

٠
(
f(x)

g(x)
)α−١dF (x), (۵)

نمود. معرفی α مرتبه رنی اطلاع را کمیت این رنی باشد. پیوسته مطلقاً G به نسبت F آنکه شرط به

کلی فرم می شود. اشاره زمینه این در نکاتی و پرداخته ماکسیمم رنی آنتروپی مبحث به مقاله این در

مورد رنی اطلاع اندازه مینیمم موضوع سپس و آورده به دست را ماکسیمم تی سالیس آنتروپی دارای توزیع

محدودیت های تحت را اطلاع اندازه این که توزیعی شکل سیزار، اطلاع اندازه تعریف با می گیرد. قرار بررسی

شد. خواهد ارائه ماکسیمم رنی آنتروپی از اقتصادی کاربری همچنین می شود. تعیین می کند مینیمم مشخص

ماکسیمم رنی آنتروپی ٢

با توزیع یافتن توزیع، یک مختلف مراتب گشتاورهای مقادیر داشتن اختیار در با مواقع از بسیاری در

است. نظر مورد ماکسیمم، آنتروپی
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که f(x) > ٠, ∀x ∈ D چگالی تابع با X تصادفی متغیر :(١٩٧٣ وهمکاران، (کاگان ١ قضیه

که باشند شده تعریف طوری hi(x), i = ١, . . . , k توابع اگر بگیرید. نظر در را
∫
D f(x)dx = ١

به صورت ماکسیمم آنتروپی دارای توزیع آنگاه باشند، ثابت ها θi و E(hi(X)) = θi

f(x) = ec٠+c١h١(x)+...+ckhk(x)

می آیند. به دست شده ذکر محدودیت های کمک به ،ck, . . . , c١, c٠ آن در که است

E(g(X)) = u کلی محدودیت تحت ماکسیمم رنی آنتروپی ٢٬١

محدودیت با g(x) تابع باشد. مثبت حقیقی اعداد بر نامعلوم احتمال چگالی تابع f(x) کنید فرض

آنتروپی محدودیت این تحت که f(x) احتمال چگالی تابع بگیرید. نظر در را E(g(X)) = u کلی

I = شود فرض اگر لاگرانژ معادله تشکیل با شود. تعیین باید می کند، ماکسیمم را (٢) رابطه رنی

تابع اویلر، لاگرانژ معادله کمک به است. معلوم تابع یک F آن در که ،
∫ b
a F (x, f(x), f

′
(x))dx

تابع مسئله، این در می کند. صدق ∂F
∂f(x) −

∂
∂x(

∂F
∂f

′
(x)

) = ٠ رابطه در کند ماکسیمم را I که f(x)

مشخص رابطه این عبارت اولین فقط و است f(x) و x از تابعی انتگرال، زیر تابع است، مجهول f ′
(x)

حال شود. مراجعه (٢۴٧ ص ١٣٧٢ بزرگ نیا و کامیاد (وحیدیان به زمینه این در بیشتر اطلاع برای است.

به صورت f(x) تابع لاگرانژ، معادله طرفین از مشتق گیری با

f(x) =
١
Zβ

[١ − ١ − α

α
β(u− g(x))]

١
α−١ (۶)

Egi(X) به صورت= محدودیت چندین حالتی که در .Zβ = [
∫∞

٠ fα(x)dx]
١

١−α آن در که می آید به دست

به صورت کند، می ماکسیمم را رنی آنتروپی که f(x) تابع باشند، شده داده ui, i = 1, . . . , n

f(x) =
١

B(α, u١, . . . , un)
[١ − ١ − α

α

n∑
i=١

βi(ui − gi(x))]
١

α−١x (٧)
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آن در که است

B(α, u١, . . . , un) =

∫ ∞

٠
[١ − ١ − α

α

n∑
i=١

βi(ui − gi(x))]
١

α−١dx

،ki = i اگر و است gi(x) = xki به صورت توابعی کنند، اختیار می توانند gi(x) توابع که حالاتی از یکی

نامعلوم احتمال چگالی تابع کنید فرض می گیرند. قرار بررسی مورد ادامه در که هستند گشتاوری محدودیت ها

باید آنچه است. معلوم f(x) توزیع گشتاور kامین همچنین است. شده تعریف مثبت حقیقی اعداد روی

با که است f(x) = [
∫∞

٠ f(x)αdx]
١

α−١ [١− ١−α
α β(u−xk)]

١
α−١ احتمال چگالی تابع شود تعیین

گرفت نظر در را وضعیتی توان می کلی حالت در می کند. ماکسیمم را رنی آنتروپی kام گشتاور معلوم بودن

باشد: شده داده گشتاوری، محدودیت چندین که

به صورت (٧) نمایش مورد این در

f(x) = [

∫ ∞

٠
f(x)αdx]

١
α−١ [١ − ١ − α

α

n∑
i=١

βi(ui − xki))]
١

α−١ (٨)

به (٨) رابطه راست طرف از انتگرال گیری شده، داده محدودیت یک فقط که حالتی برخلاف می شود. نوشته

داده هندسی فوق توابع با انتگرال یعنی k٢ = ٢ ،k١ = ١ که حالاتی برای جز (به نمی گیرد انجام سادگی

روی لاگرانژ، ضرایب یافتن برای عددی روش های از استفاده به باید کلی حالت در بنابراین باشد). شده

می گیرند. قرار بررسی مورد متغیره n توزیع های برای رنی آنتروپی ماکسیمم اینجا در آورد.

تصادفی بردار احتمال چگالی α ̸= ١ و α > n
n+٢ برای :(٢٠٠۶ همکاران، و (کستا ١ تعریف

به صورت C کواریانس ماتریس با X = (X١, . . . , Xn)

gα,c = Aα(١ − (α− ١)βxTC−١x)
١

α−١
+ , x = (x١, . . . , xn) (٩)

و x+ = max(٠, x) ،β = ١
٢α−n(١−α) آن در که بگیرید نظر در

Aα =


γ( ١

١−α )(β(١−α))
n
٢

γ( ١
١−α )π

n
٢ |C|

١
٢

n
n+٢ < α < ١

γ( α
α−١+

n
٢ )(β(α−١))

n
٢

γ( α
α−١ )π

n
٢ |C|

١
٢

α > ١
(١٠)
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m = ٢
١−α − n آزادی درجه با استیودنت t متغیره n چگالی gα,c تابع n

n+٢ < α < ١ به ازای

چگالی تابع نیز α > ١ به ازای می شود. داده نشان T (m,n,C) با و است C کواریانس ماتریس و

که می آید به دست C کواریانس ماتریس و p = ٢α
α−١ + n آزادی درجه با استیودنت r متغیره n احتمال

می دهند. نشان R(p, n, C) با

که: شود توجه

lim
α→١

gαC(x) = g١C(x) = ((٢π)n|C|)−
١
٢ exp(−xTC−١x/٢).

می کند. میل گاوسی چگالی تابع به gα,c(x) می کند، میل یک سمت به α وقتی دیگر عبارت به

و متقارن (مثبت C کواریانس ماتریس و α > n
n+٢ برای :( ٢٠٠٧ ویگنات، و (جانسون ٢ قضیه

محدودیت در و صفر میانگین دارای که f(x) احتمال چگالی توابع همه بین از متناهی)،

∫
Ωα,c

xxT f(x)dx = C

می کند. ماکسیمم را رنی آنتروپی یکتا به طور gα,c(x) تابع می کنند، صدق

،E(X٢) = uمحدودیت تحت را رنی آنتروپی که gα,c(x) احتمال چگالی تابع یک متغیره حالت در

می آید. به دست ١
٣ < α < ١ برای (١٠) احتمال چگالی تابع در n = ١ قراردادن با می کند ماکسیمم

ماکسیمم رنی آنتروپی از مشخصه هایی ٢٬٢

ماکسیمم آنتروپی با توزیعی اریبی، حداقل با احتمال توزیع که می کند پیشنهاد جینز ماکسیمم آنتروپی اصل

هدف و باشیم داشته gو f احتمال چگالی تابع دو کنید فرض است. پیشین اطلاعات همه با درمقایسه

چگالی تابع آنتروپی D(f ||g) کردن پارامتری با می شود پیشنهاد باشد توزیع دو بین رابطه میزان محاسبه

به صورت معادله پس شود. ماکسیمم f


maxf −

∫∞
٠ f(x)logf(x)dx

s.t

D(f ||g) =
∫∞

٠ f(x)log f(x)g(x)dx = θ

(١١)
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یک f(x) طرفی از باشد. پیوسته مطلقاً g به نسبت f که است این مستلزم D(f ||g) تعریف و است

تابع است. احتمال چگالی تابع

f(x) =
g(x)α∫∞

٠ g(x)αdx
(١٢)

نتیجه این بنابراین می نامند. همراه چگالی تابع را f(x) تابع فرم این است. ماکسیمم رنی آنتروپی دارای

از خطی تابع یک ،(١٢) رابطه رنی آنتروپی بهینه مقدار برای (١١) آنتروپی ماکسیمم مسئله که آمد به دست

علاوه یعنی نظربگیرید در اضافی محدودیت یک با را ابتدایی مسئله حال است. رنی آنتروپی و محدودیت

شد، اشاره بالا در که همان طور شود. منظور نیز میانگین محدودیت لیبلر، کولبک- اطلاع محدودیت بر

اضافی محدودیت تحت بنابراین است. رنی آنتروپی از خطی تابعی محدودیت اولین تحت بهینه آنتروپی

این صورت: در شود. ماکسیمم (١٢) رابطه تحت رنی آنتروپی کافیست

f(x) = [

∫ ∞

٠
g(x)αdx]

١
α−١ [١ + β(α− ١)(x−m)]−

١
α−١−١

توزیع است. β مقیاس پارامتر و (α − ١) شکل پارامتر با تعمیم یافته پاراتو توزیع چگالی تابع این

صانعی ) است تعمیم یافته پاراتو توزیع خانواده از میانگین، محدودیت تحت رنی آنتروپی ماکسیمم دارای

آن در که است این از ناشی تفاوت این است. ١
α − ١ برابر آن شکل پارامتر ولی .(١٣٨٩ وهمکاران،

چگالی تابع از اینجا در ولی شد استفاده معمولی چگالی تابع از میانگین محدودیت تعریف برای مسئله،

α → ١ وقتی را f(x) ∝ [١ + β(α − ١)(x − m)]
α

١−α تابع حد اگر شده است. استفاده همراه

محدودیت تحت شانون آنتروپی ماکسیمم که است نمایی توزیع شکل به f(x) توزیع شود گرفته نظر در

تحت ماکسیمم آنتروپی جای به اگر می دهد. نتیجه را نمایی توزیع همان نیز (٠,∞) تکیه گاه روی میانگین

به صورت مسئله کولبک-لیبلر، اطلاع محدودیت


minf D(f ||g),

s.t

H(P ) = θ
′

(١٣)
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که می شود ملاحظه f(x) = g(x)
١

١− ١
λ e

١
λ
−١

١− ١
λ = ١

Z(λ)
١

١−λ
g(x)

λ
λ−١ . داریم: λ = ١

β فرض با باشد،

موضوع، این حال .(٢٠٠٨ (برچر، می گردد یکسان f(x) چگالی تابع به منجر (١٣) و (١١) مسئله دو

می گیرد. قرار بررسی مورد (رابطه(۵)) رنی اطلاع اندازه و رنی آنتروپی برای


maxfHα(f).

s.t

Dα(f ||g) = θ

داریم: f(x) به نسبت لاگرانژ معادله از مشتق گیری با

f(x)α−١∫∞
٠ f(x)αdx

[

∫∞
٠ f(x)αg(x)١−αdx+ βg(x)١−α ∫∞

٠ f(x)αdx∫∞
٠ f(x)αg(x)١−αdx

] = ١ + β.

شود: می بررسی رنی آنتروپی معلوم بودن شرط به رنی اطلاع مینیمم مسئله ادامه در


minDα(f ||g).

s.t

Hα(f) = θ′

روابط β′
= ١

β دادن قرار با و f(x) به نسبت مشتق گیری با داده، تشکیل را لاگرانژ معادله

f(x)α−١∫∞
٠ f(x)αdx

(

١
β g(x)

١−α ∫∞
٠ f(x)αdx+

∫∞
٠ f(x)αg(x)١−αdx∫∞

٠ f(x)αg(x)١−αdx
) =

١ + β

β

f(x)α−١∫∞
٠ f(x)αdx

(
β

′
g(x)١−α ∫∞

٠ f(x)αdx+
∫∞

٠ f(x)αg(x)١−αdx∫∞
٠ f(x)αg(x)١−αdx

) = (١ + β
′
)

نیز رنی آنتروپی برای شانون آنتروپی همانند که می شود ملاحظه لازم محاسبات انجام با می آیند. به دست

رنی اطلاع مینیمم نیز و رنی اطلاع اندازه محدودیت تحت رنی آنتروپی ماکسیمم معادله دو از یک هر حل

می شود. منجر یکسانی جواب به رنی آنتروپی محدودیت تحت



١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برزادران محتشمی غلامرضا طبس، صانعی منیژه

ماکسیمم رنی ازآنتروپی حاصل توانی توزیع های خواص ٢٬٣

(بشیرو، هستند توانی توزیع های صورت به ماکسیمم، رنی آنتروپی از حاصل توزیع های اینکه به توجه با

برای می شود. بررسی ،E[g(X)] = u کلی محدودیت تحت توزیع ها این از بعضی این جا در (٢٠٠۴

تساوی f(x) باید کند صدق بودن چگالی تابع شرط در باید f(x) و (۶) توزیع گرفتن نظر در با یادآوری

انتقال واحد یک اندازه به انتگرال داخل عبارت توان اگر دیگر عبارت به نماید. تبدیل درست ای گزاره به را

e−β(g(x)−u) تابع انتگرال زیر صورت دو هر α→ ١ که حالتی در چه اگر کند. نمی تغییر Zβ کند، پیدا

تساوی طرف دو انتگرال های که طوری به g(x) تابع به بسته α دامنه باشید داشته توجه می دهند. نتیجه را

از اگر بگیرید. نظر در را Zβ = (
∫∞

٠ fα(x)dx)
١

١−α رابطه اکنون می شود. تعیین شوند، تعریف بالا

است. رنی آنتروپی همان نتیجه کنید مقایسه رنی آنتروپی تعریف وبا گرفته لگاریتم آن طرفین

logZβ =
١

١ − α
log

∫ ∞

٠
fα(x)dx = Hα(f(x))

در (۶) تابع اگر حال می دهد. به دست را رنی آنتروپی خود، Zβ نرمال کننده عامل لگاریتم دیگر عبارت به

عبارت (١٢) رابطه از استفاده با شود جایگزین رنی آنتروپی تعریف

Hα(f(x)) = log

∫ ∞

٠
(١ − ١ − α

α
β(u− g(x)))

α
α−١dx (١۴)

می دهد. نمایش را رنی آنتروپی از دیگری صورت که می شود حاصل

ماکسیمم تی سالیس آنتروپی

نتیجه را آن α = ١ به ازای که است شانون آنتروپی از دیگری تعمیم یافته صورت (۴) تی سالیس آنتروپی

E(g(X)) = u و بودن چگالی تابع محدودیت های تحت تی سالیس آنتروپی ماکسیمم با توزیع می دهد.

به صورت لاگرانژ روش با رنی، پی آنترو همانند

f(x) = [
١ − α

α
(λ+

n∑
i=١

βigi(x))]
١

α−١

می شوند. محاسبه ذکرشده محدودیت های تحت βi, i = ١, . . . , n و λ ضرایب که می شود حاصل
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رنی اطلاع اندازه مینیمم ٣

بین تنگاتنگ و نزدیک رابطه ای است. بهینه سازی اصل یک نیز اطلاع، مینیمم اصل یا فاصله مینیمم اصل

یک فاصله روی اطلاع مینیمم اصل تاکید می شود. ثابت ماکسیمم آنتروپی اصل و اطلاع اندازه های مینیمم

خاصی مااهمیت برای که اندازه یک است. g مانند دیگری احتمالی چگالی تابع از f احتمال چگالی تابع

توزیع این که می شود ناشی این جا از اندازه این اهمیت است. یکنواخت توزیع از داده شده توزیع فاصله دارد،

قطعیت عدم دارای باشد نزدیک تر یکنواخت توزیع به که توزیع هر پس است. قطعیت عدم بیشترین دارای

آنتروپی ماکسیمم کردن با معادل محدودیت یک تحت اندازه این مینیمم کردن بنابراین بود. خواهد بیشتری

بود. خواهد محدودیت همان تحت متناظر

برای مخاطره بدون چگالی تابع ماکسیمم رنی آنتروپی توزیع از استفاده با (٢٠٠٧) همکاران و برودی

اندازه مینیمم اساس بر تحقیق این در آنها کار راستای در آوردند. به دست تملک تحت دارایی نهایی قیمت

بیمه و اقتصاد در آن از مناسبی کاربردهای که یافته شده یاد چگالی تابع برای کلی تری فرمول رنی اطلاع

احتمال چگالی تابع شود. مینیمم باید گشتاوری محدودیت های تحت رنی، اطلاع حالت درساده ترین است.

گشتاور n معلوم بودن فرض با که مثبت حقیقی اعداد بر شده تعریف f(x) نامعلوم

∫ ∞

٠
xkif(x)dx = ui, i = ١, . . . , n

به صورت می کند مینیمم را رنی اطلاع اندازه

f(x) =
١
Zβ

[١ +
α− ١
α

n∑
i=١

βi(x
ki − ui)]

١
α−١ g(x)

بود. خواهد یک متغیره حالت معرف n = ١ و است

رنی آنتروپی ماکسیمم و رنی اطلاع اندازه مینیمم بین رابطه ٣٬١

چگالی تابع رنی اطلاع مینیمم اصل با متناظر است شده داده g(x) پیشین احتمال چگالی تابع کنید فرض

باشد. نزدیک ترین g(x) احتمال چگالی تابع به و کرده صدق محدودیت ها در که یافت راباید f(x) ∫احتمال
f(x)u(x)dx = ar, r = و بودن چگالی تابع محدودیت های تحت Dα(f ||g) دیگر به عبارت

آنتروپی دارای که توزیعی آن جای به نباشد مشخص g(x) احتمال چگالی تابع اگر شود. مینیمم ١, . . . ,m
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یک به عنوان را یکنواخت توزیع باشد، نشده داده محدودیتی هیچ واگر نظرگرفته در را است ماکسیمم رنی

آنتروپی ماکسیمم کردن با معادل آن مینیمم کردن که شود. مینیمم Dα(f ||u)و گرفته نظر در پیشین توزیع

در رنی اطلاع مینیمم از خاصی حالت یک به عنوان ماکسیمم رنی آنتروپی نگاه، این از بنابراین است. رنی

در قطعیت عدم ماکسیمم رنی آنتروپی در داشت. توجه مفهوم دو این تفاوت به باید البته می شود نظرگرفته

اساسی کمیت یعنی شود می ماکسیمم است دسترس در که اطلاعاتی همه از استفاده با نمی دانیم آنچه مورد

فاصله مهم نکته بلکه نمی گیرد بر در را قطعیت عدم مفهوم رنی اطلاع مینیمم آنکه حال است. قطعیت عدم

در که توزیع هایی همه بین که است f توزیع یک یافتن ومسئله است. دیگر توزیع از توزیع یک احتمالی

قطعیت عدم ماکسیمم، آنتروپی در پس باشد. g به توزیع نزدیکترین می کنند صدق شده داده محدودیت

مینیمم معین، توزیعی از توزیع یک احتمالی فاصله رنی اطلاع مینیمم در حالی که در می شود ماکسیمم

می گردد.

گرفته لگاریتم Zβ = (
∫∞

٠
f(x)α

g(x)α−١dx)
١

١−α رابطه طرفین اگراز رنی اطلاع اندازه از دیگری صورت

داشت: خواهیم شود مقایسه رنی اطلاع اندازه تعریف با و

ln(Zβ) = −Dα(f ||g)

دیگر طرف از

Dα(f ||g) =
١

α− ١
ln[

∫ ∞

٠
(١ +

α− ١
α

β(W (x)− u))
α

α−١ g(x)αdx− αlnZβ ]

=
١

α− ١
ln[

∫ ∞

٠
(١ +

α− ١
α

β(W (x)− u))
α

α−١ g(x)αdx+ αDα(f ||g)]

=⇒ Dα(f ||g) = log[

∫ ∞

٠
(١ +

α− ١
α

β(W (x)− u))
α

α−١ g(x)αdx]

می دهد. نشان باشد، E[W (X)] = u محدودیت وقتی را رنی اطلاع اندازه از دیگری صورت که



تعمیم یافته اطلاع اندازه های برای ماکسیمم آنتروپی . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١٢

توانی توزیع های خواص ٣٬٢

کنید فرض (W (X) خطی تابع یک ریاضی امید (یعنی قبلی محدودیت به نسبت کلی تر محدودیت یک

صورت رنی اطلاع مینیمم توزیع پس
∫∞

٠ W (x)f(x)dx = u یعنی باشد. u برابر

f(x) =
١
Zβ

[١ +
α− ١
α

β(W (x)− u)]
١

α−١ g(x) (١۵)

(١۵) رابطه به طوری که است، نرمال کننده عامل Zβ = (
∫∞

٠
f(x)α

g(x)α−١dx)
١

١−α آن در که رااختیارمی کند

تابع آن به اوقات گاهی که است چگالی تابع یک نیز [f(x)Zβ ]
α

Zβg(x)α−١ همچنین باشد. احتمال چگالی تابع یک

می شود. گفته همراه چگالی

سیزار اطلاع اندازه ۴

تعمیم یافته، ϕ واگرایی اندازه ١٩۶٧ سال در سیزار باشد، محدب تابع یک ϕ : R+ → R+ کنید فرض

برحسب نمود. معرفی Pn احتمال توزیع های فضای در Dϕ(P ||Q) =
∑n

i=١ qiϕ(
pi
qi
) به صورت را

خاص حالت در را واگرایی اندازه های از یک هر اندازه این باشد شده تعریف صورت چه به ϕ تابع اینکه

می شود. تعریف مشابه به طور نیز پیوسته حالت برای می دهد. نتیجه

تعمیم یافته اطلاع اندازه مینیمم ۴٬١

واگرایی اندازه مینیمم هدف است. مثبت حقیقی براعداد شده تعریف نامعلوم احتمال چگالی تابع f(x)

است. محدودیت ها از برخی بودن معلوم تحت یافته تعمیم


minf (Dϕ(f(x)||g(x))) = minf

∫∞
٠ g(x)ϕ(f(x)g(x) )dx

s.t∫∞
٠ hj(x)f(x)dx = uj , j = ١, . . . , k
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مینیمم اندازه های با توابعی و واگرایی اندازه های از برخی .١ جدول

f(x) ϕ(t) اندازه

g(x)eλ+
∑k

j=١ βjhj(x) tlogt لیبلر کولبک-

g(x)[(α−١
α )(λ+

∑k
j=١ βjhj(x) +

١
α−١ )]

١
α−١ tα−t

α−١ تی سالیس
g(x)

(٢−١λ−٢
∑k

j=١ βjhj(x))٢
١
٢ (١ −

√
t)٢ هلینجر

g(x)[(α−١
٢ )(λ+

∑k
j=١ βjhj(x))]

٢
α−١ ۴

١−α٢ [١ − t
١+α

٢ ] آلفا

g(x)[λ٢ +
∑k

j=١ βjhj(x)

٢ + ١] (t− ٢(١ دو خی
١
۴g(x)[

١
(λ+

∑k
j=١ βjhj(x))٢ ]

√
t باتاچاریا

g(x)[( −۴
λ+

∑k
j=١ βjhj(x)

)
١
٣ − ١] ٢

(t+١)٢ مثلثی

g(x)[
√

٢
λ+

∑k
j=١ βjhj(x)

− ١] ٢t
t+١ هارمونیک

رابطه آن حل و لاگرانژ معادله تشکیل با

ϕ
′
(
f(x)

g(x)
) − λ−

k∑
j=١

βjhj(x) = ٠ (١۶)

(١۶) رابطه از f(x) مختلف توابع باشد شده تعریف چگونه ϕ تابع اینکه حسب بر و می آید دست به

می شود) تبدیل سیگما به وانتگرال داریم احتمال تابع معادل به طور نیز گسسته حالت (در می شود. حاصل

شده اند. خلاصه ١ درجدول حالات این از برخی

ماکسیمم رنی آنتروپی اقتصادی کاربری ۵

به می توان آن جمله از که بوده است مختلف علوم دانشمندان از بسیاری علاقه مورد تاکنون رنی آنتروپی

و تصویر وتماشای ثبت فرضیه، آزمون داده، وطبقه بندی بازیابی داده، استخراج وارتباطات، کدگذاری نظریه

و برودی که فرمولی براساس و پرداخته اقتصاد در ماکسیمم رنی آنتروپی از کاربردی بحث به اشاره کرد. ...

آوردند. به دست رنی آنتروپی ماکسیمم کمک به ها قیمت مخاطره بدون چگالی تابع برای (٢٠٠٧) همکاران

تابع در α زیرنویس از سادگی برای می شود پرداخته شده ارائه روش های از استفاده با قیمت تنظیم مسئله به

تحت دارایی نهایی قیمت نامعلوم چگالی تابع دهنده نشان f(x) تابع کنید فرض و شده نظر صرف fα(x)
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مشخص، محدودیت های تحت رنی آنتروپی ماکسیمم روش از استفاده با شود. برآورد باید که باشد تملک

می آید. به دست f(x) تابع

رنی آنتروپی ماکسیمم از استفاده با قیمت تنظیم

همچنین است. تملک تحت دارایی نهایی قیمت برای مخاطره بدون احتمال چگالی تابع f(x) کنید فرض

قیمت s٠ کنید فرض است. ابتدایی قیمت از ضریبی با برابر تملک تحت دارایی نهایی قیمت متوسط مقدار

اینجا در r همچنین و باشد داد قرار انقضاء زمان یا پرداخت زمان t و باشد تملک تحت دارایی ابتدایی

از: است عبارت شده داده محدودیت دومین بنابراین می شود. فرض ثابت ∫تقریباً ∞

٠
xf(x)dx = s٠e

rt (١٧)

که دارند. وجود پرداخت توابع از سری یک با متناظر قیمت های از سری یک محدودیت ها، این بر علاوه

در داریم. c٠ شکل به پرداخت تابع یک فقط که گرفته نظر در را حالت ترین ساده ابتدا کار شروع برای

محدودیت سومین ∫نتیجه ∞

٠
(x− k٠)

+f(x)dx = c٠e
rt (١٨)

سه این تحت است. x+ = max{٠, x} و قرارداد قیمت شکست افت همان k٠ آن در که است

دهنده نشان به ترتیب β١ و β٠ و λ کنید فرض می شود. اقدام رنی آنتروپی ماکسیمم کردن برای محدودیت

ملاحظه دو بخش در باشند. (١٨) و (١٧) و بودن چگالی تابع های محدودیت به مربوط لاگرانژ ضرایب

صورت شده یاد محدودیت های تحت ماکسیمم رنی آنتروپی جواب که شد

f(x) = [λ̃+ β̃٠x+ β̃١(x− k٠)
+]

١
α−١ (١٩)

دارد. را

c̄٠ = c٠e
rt, s̄٠ = s٠e

rt, λ̃ =
λ

Zα−١ , βi =
βi

Zα−١ , i = ٠, ١

برای مخاطره بدون چگالی تابع طولانی نسبتاً محاسبات انجام و (١٩) معادله در ضرایب این جایگذاری با
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یافتن از بعد باشد. دسترس در دارایی توزیع از اطلاعی هیچ اینکه بدون است. شده برآورد دارایی قیمت

برآورد نیز k شکست افت با متناظر مشتقات سایر برای را قیمت فرمول می توان آن کمک به f(x) توزیع

برآورد k ≤ k٠ حالت برای می شود. پرداخته آن به ادامه در k ≤ k٠ یا k ≥ k٠ اینکه حسب بر که نمود.

از: است عبارت k شکست افت با متناظر پرداخت تابع قیمت

c̄(k) =
(α− ٢(١

α(٢α− ١)
(

١

β̃٠ + β̃١
)٢[λ̃+ β̃٠k + β̃١(k − k٠)]

٢α−١
α−١

رابطه جبری محاسبات از بعد که می شود. تعیین c̄(k) مقدار بالا مشابه روش به k ≥ k٠ برای و

c̄(k) = s̄٠ − (
α− ١
α

)
β̃١

β̃٠(β̃٠ + β̃١)
(λ̃+ β̃٠k٠)

α
α−١k

+
(α− ٢(١

α(٢α− ١)
١

β̃٠
٢ [(λ̃+ β̃٠k)

٢α−١
α−١ − λ̃

٢α−١
α−١ ]

حال .c̄(k٠) = c̄٠ همچنین است. پذیر مشتق صفر در و پیوسته جا همه تقریباً c̄(k) تابع می شود. نتیجه

کنید فرض شود. می داده تعمیم داریم ورودی محدودیت چندین حالتی که برای شده، مطرح ساده مسئله

همچنین .c̄٠ = s̄٠ نیز و باشند شده داده محدودیت n + ١ ،c̄i , i = ٠, ١, . . . , n خرید های قیمت

(n + ٢) مجموع در کند. صدق نیز بودن چگالی تابع محدودیت در باید f(x) تابع اینکه به توجه با

تملک تحت دارایی نهایی قیمت برای مخاطره بدون چگالی تابع باید آنها تحت که دارند وجود محدودیت

به طور و دهد می نتیجه را دیگر معادله n + ١ که هستند دیگر محدودیت (n + ١) بنابراین شود. تعیین

ترتیب بدین و یافته را β̃n و ... و β̃١ و β̃٠ و λ̃ لاگرانژ ضرایب آمده به دست معادله (n+ ٢) حل با کلی

به صورت f(x) چگالی تابع شده است گفته تاکنون آنچه کاربرد برای عمل در می آید. به دست f(x) تابع

می شود: بیان زیر

f(x) = (λ̃+ β̃٠x+

n∑
i=١

β̃ivi(x))
−µ (٢٠)

به توجه با که µ = ١
١−α همچنین است. شده خریداری وسیله iامین پرداخت تابع دهنده نشان vi(x) که

خاص حالت های در می توان قطعاً که باشد. µ > ٢ باید بنابراین ١
٢ < α < ١ که شد ثابت قبلا اینکه

با شده داده رابطه (n + ٢) در (٢٠) معادله جایگذاری با یافت. را مناسب جواب عددی محاسبات با
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محدودیت های معادلات (١٨) به صورت مختلف معادلات و (١٧) معادله و بودن چگالی تابع محدودیت

می آیند. به دست مناسب

نتیجه گیری و بحث

و رنی آنتروپی های قبیل از تعمیم یافته آنتروپی اندازه های از برخی برای ماکسیمم آنتروپی روش مقاله این در

هستند. توانی توزیع های شکل به ماکسیمم رنی آنتروپی دارای توزیع های که شد ملاحظه و مطرح تی سالیس

مینیمم بحث گردید. حاصل رنی آنتروپی از جدیدی نمایش و معرفی توانی توزیع های ویژگی های از برخی

ماکسیمم رنی آنتروپی از اقتصادی کاربردی آمد. به دست آن از دیگری شکل و مطرح رنی اطلاع اندازه

این در ϕ مختلف مقادیر برای که اطلاع اندازه های از برخی سیزار واگرایی اندازه یادآوری ضمن شد. ارائه

با که (احتمال) چگالی توابع و بررسی سیزار واگرایی اندازه مینیمم مبحث شد. بیان می کنند صدق تعریف

آمدند. به دست می کنند مینیمم را شده ذکر اطلاع اندازه های مشخص محدودیت های به توجه

تشکر و تقدیر

دارند. را تشکر کمال شد مقاله در سازنده اصلاحات باعث که محترم داوران پیشنهادات از نویسندگان
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