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رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای در جدید رویکردی با متغیر انتخاب بحث به مقاله این در چکیده:

بیش پراکندگی عامل دو اما می کنند. تبعیت پواسون توزیع از داده ها که گونه ای به می شود، پرداخته نیم پارامتری

براورد و متغیر انتخاب بر زیادی تاثیر می تواند پواسون توزیع از استفاده دلیل به حد از بیش صفرهای و

استفاده با نیم پارامتری رگرسیونی مدل پارامتری بخش در پارامترها براورد واقع در باشند. داشته پارامترها

ناپارامتری تابع موضعی تقریب از پس ناپارامتری بخش در و می پذیرد انجام تاوانیده درستنمایی رویکرد از

رویکرد از استفاده می گیرد. انجام پارامتری ضرایب براورد حضور در محاسبات تیلور، بسط از استفاده با

علاوه مقاله این در گردد. برطرف متغیرها درست انتخاب در موانع تا است شده باعث مقاله این در جدید

از بیش صفرهای و پراکندگی بیش موضوع دو نیز داده ها شبیه سازی بخش در مربوطه، تئوری های ارائه بر

نتیجه در دقت افزایش به منجر پارامترها براورد در EM روش از استفاده و می گیرد قرار توجه مورد حد
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مقدمه ١

مورد موضوع آماری، مدل یک در متغیرها از زیرمجموعه بهترین تعیین مسئله که است طولانی زمانی مدت

رگرسیون ساده، رگرسیونی مدل یک اساس بر و برهمین مبنا است. شده آمارشناسان کاربردی و علاقه

را RSS = (y − xβ)T (y − xβ) ٢ مانده ها دوم توان مجموع (OLS)عادی١ دوم توان های کم ترین

ماتریس که حالتی در می کند. حاصل β̂OLS = (xTx)−١xT y فرم به نااریب براوردی و می کند مینیمم

متغیرهای میان همبستگی از نشان که می دهد رخ ماتریس اجزای بین هم خطی نباشد، پررتبه X طرح

نتیجه در یافت، خواهد افزایش نیز ضرایب براورد واریانس یابد، افزایش آن میزان هرچه و است مستقل

خطاها دوم توان میانگین ،β̂OLS براورد از استفاده با دیگر طرف از بود. نخواهد یکتا (OLS) براوردگر

نیستند به صرفه مقرون سنتی شیوه های این محاسباتی نظر از بنابراین می یابد. افزایش پیش بینی زمان در

داشت. نخواهند پی در رضایت بخش نتیجه ای و

محدودیت ایجاد با که کردند مطرح را تاوانیده متغیر انتخاب شیوه مشکل، حل برای محققان بنابراین

است (١٩٩۶) تیبشیرانی محققان این جمله از می کند. براورد را پارامترها مانده ها، دوم توان مجموع روی

و فن سپس کرد. معرفی را (LASSO) گزینش٣ عملگر و مطلق انقباض کمترین نام با تاوانی تابع که

طوری به کردند، معرفی را (SCAD) بریده شده۴ هموار طور به مطلق انحراف تاوان تابع (٢٠٠١) لی

می پذیرد. انجام همزمان طور به پارامترها براورد و متغیر انتخاب عمل تاوان تابع های این حضور در که

از وسیعی حجم دلیل به نیم پارامتری رگرسیونی مدل های مانند انعطاف پذیر آماری مدل های به نیاز امروزه

تحلیل به می توان مدل ها این از استفاده با چون است. یافته افزایش محیطی و مهندسی پزشکی، داده های

باشند. ناهمگن جامعه یک از برخاسته داده ها که زمانی خصوص به پرداخت، توسعه حال در پیچیده داده های

خلیلی داشته اند. آنها ساختار چگونگی و مدل ها این گونه روی بر جامعی مرور (٢٠٠٠) پیل و مک لاکلان

رگرسیونی مدل یک از متناهی آمیزه ای روی بر را تاوانیده رویکرد با متغیر انتخاب بحث (٢٠٠٧) چن و

دادند. قرار مطالعه مورد ساده

رگرسیونی مدل های (٢٠٠٣) یاچو و (٢٠٠٣) همکاران و راپرت ،(٢٠٠٠) همکاران و هاردل

مسئله  (٢٠٠٨) لیانگ و لی داده اند. قرار بررسی مورد آن ها استنباط شیوه های همراه به را نیم پارامتری

١Ordinary Least Squares
٢Residual Sum of Squares
٣Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
۴Smoothly Clipped Absolute Deviation
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(GVCPLM)۵تعمیم یافته ضریب-متغیر جزئی خطی مدل های زمینه  در تاوانیده رویکرد با متغیر انتخاب

چالش برانگیز مدل ها نوع این با ارتباط در تاوانیده رویکرد با متغیر انتخاب دادند. قرار بررسی مورد را

و هانتر است. ناپارامتری و پارامتری بخش دو هر برای معنادار متغیرهای انتخاب شامل چون است،

هر خطاهای مورد در و گرفتند نظر در را نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای (٢٠١٢) یانگ

حالت سه به را پارامتری بخش هم چنین باشند، هم توزیع و مستقل خطاها که کردند فرض زیرمدل ها از یک

اورمز و اسکندری پرداختند. پارامترها براورد به EM شبه الگوریتم از استفاده با و دادند بسط مختلف

از ترکیبی در تاوانیده شیوه های از استفاده با را نمایی توزیع های خانواده در متغیر انتخاب بحث (٢٠١۵)

چن و خلیلی رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای و (٢٠٠٨) لیانگ و لی نیم پارامتری تعمیم یافته  مدل

طور به مطرح شده مدل دو ترکیب مورد در ارائه شده تاوانیده شیوه های زمان، آن تا که کردند مطرح (٢٠٠٧)

مدل های از متناهی آمیزه ای در متغیر انتخاب (٢٠١۶) اسکندری و اورمز بودند. نشده بررسی هم زمان

حالت در را ربط مدل آنها کردند، مطرح را تاوانیده براورد از استفاده با تعمیم یافته نیم پارامتری رگرسیونی

گرفتند. نظر در چندبعدی را ناپارامتری تابع و دادند بسط نیم پارامتری

یک مبنای بر نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای در متغیر انتخاب مقاله این هدف

خانواده بین از واقع در می کنند. تبعیت پواسون توزیع از داده ها که است شرایطی در و جدید رویکرد

مشکل است ممکن که دلیل این به می شود، گرفته نظر در پواسون توزیع خاص حالت نمایی، توزیع های

چنین در کند. خارج خود طبیعی روند از را محاسبات و دهد رخ حد٧ از بیش صفرهای و بیش پراکندگی۶

مقاله این در ما می شود. پیشنهاد پواسون توزیع از استفاده جای به منفی دوجمله ای توزیع از استفاده شرایطی

مدل پارامترهای براورد در جدید رویکرد یک عنوان به را راهکار این بلکه نمی شویم آن تئوری بحث وارد

و بیش پراکندگی مشکل منفی دوجمله ای توزیع جایگذاری با که می دهیم نشان و می گیریم کار به شده مطرح

نمی شود. ایجاد مشکلی پارامترها صحیح براورد در که طوری به می گردد، برطرف حد از بیش صفرهای

رگرسیونی مدل های از استفاده در که هستند رایجی پدیده های بیش پراکندگی و حد از بیش صفرهای

می دهد رخ زمانی مشکل این می کنند. ایجاد محدودیت شمارشی داده های مدل بندی منظور به ساده پواسون

قابل غیر ناهمگنی نتیجه در باشند، زیرجامعه چندین با جامعه ای از حاصل پاسخ، متغیر نمونه های که

دوجمله ای رگرسیونی مدل یک از استفاده بیش پراکندگی کنترل منظور به می شود. ایجاد داده ها در مشاهده

است. بزرگتر میانگین از واریانس حالت این در چون می شود، پیشنهاد منفی

۵Generalized Varying-Coefficient Partially Linear Model
۶Overdispersion
٧Excess zeros
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صفر انباشتگی با پواسونی مدل از استفاده حد، از بیش صفرهای مدل بندی منظور به رایج شیوه یک

همکاران و لیم است. گرفته قرار مطالعه مورد (١٩٩٢) لامبرت توسط که است (ZIP) حد٨ از بیش

تباهیده توزیع یک و پواسون توزیع یک از آمیزه ای صفر، متورم پواسون توزیع که داشتند اظهار (٢٠١۴)

داشته وجود اضافی صفرهای مدل بندی از بعد بیش پراکنشی مجددا اگر این بر علاوه است. صفر نقطه در

با منفی دوجمله ای مدل یک از استفاده (٢٠١۴) همکاران و لیم توسط ارائه شده مناسب حل راه باشد،

است. (ZINB) ٩ حد از بیش صفر انباشتگی

بخش در می شوند. معرفی آنها پارامتری صورت تعریف با متناهی آمیزه ای مدل های ٢ بخش در

مدل های از متناهی آمیزه ای نام به و نیم پارامتری شکل به متناهی آمیزه ای مدل های رگرسیونی حالت ٣

الگوریتم عملکرد بررسی منظور به شبیه سازی مطالعه شامل ۴ بخش می شود. تشریح نیم پارامتری رگرسیونی

است. نظر مورد ضرایب براورد در EM

متناهی آمیزه ای مدل های ٢

وسیعی گستره  مدل بندی به بتوان آن برمبنای تا می کنند ایجاد آماری رهیافتی متناهی آمیزه ای توزیع های

آمیزه ای مدل های مدل بندی، برای توزیع ها این گونه انعطاف پذیری دلیل به پرداخت. تصادفی پدیده های از

کرده اند. جلب خود به اخیر سال های طی در را بسیاری توجه نظری و کاربردی نظر از متناهی

تصادفی بردار Yj به طوری که باشد، n اندازه  به تصادفی نمونه ای Y١, . . . , Yn کنید فرض :١ تعریف

مشخصه چگالیjامین تابع fi(yj) اگر است. ℜp فضای روی بر f(yj) احتمال چگالی تابع با pبعدی

به صورت آمیزه ای مدل های پارامتری فرم آنگاه باشد، مولفه iامین به مربوط

f(yj ; Ψ) =

g∑
i=١

πifi(yj ; θi) j = ١, . . . , P

نسبت های و ξ = (θ١, . . . , θg) شامل مدل، پارامترهای Ψ = (π١, . . . , πg−١, ξ
T )T آن در که است

ست. ١ با برابر مولفه ها تمام ازای به مجموعشان به طوری که است، πi وزن های با آمیختگی١٠

٨Zero-Inflated Poisson
٩Zero-Inflated Negative Binomial

١٠Mixing proportion
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نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای ٣

متغیر با ارتباط در پاسخ متغیر کنید فرض (٢٠١۶) اسکندری و اورمز توسط معرفی شده مدل برمبنای

مقادیر با Y پاسخ متغیر منظور همین به کند. تبعیت GVCPLM پارامتری نیم رگرسیونی مدل از کمکی

نظر در (u, x, z) به صورت را پاسخ متغیر روی بر تاثیرگذار کمکی متغیرهای از برداری و Y ⊂ ℜ ممکن

است. تک متغیر یک u و z = (z١, . . . , zp)
T ،x = (x١, . . . , xq)

T آن در که بگیرید،

چگالی تابع های از خانواده ای G = {f(y; θ, ϕ); (θ, ϕ) ∈ Θ × (٠,∞)} کنید فرض :٢ تعریف

است. پراکندگی١١ پارامتر یک ϕ و θ ∈ ℜ آن در که باشد، ν متناهی σ اندازه به نسبت Y پارامتری

پیروی K مرتبه با نیم پارامتری رگرسیونی مدل های شامل متناهی آمیزه ای از (u, x, z, Y ) می شود گفته

به صورت (u, x, z) شرط به Y شرطی چگالی تابع هرگاه می کند،

f(y;u, x, z,Ψ) =

K∑
k=١

πkf(y; θk(u, x, z), ϕk) k = ١, ٢, ...,K (١)

رگرسیونی مدل به h(.) معلوم پیوند تابع با θk(u, x, z) = h(xtαk(u) + ztβk) که به گونه ای باشد،

تابع های شامل برداری α(.) و می کند پیدا ارتباط (٢٠٠٨) لیانگ و لی توسط معرفی شده نیم پارامتری

Ψ = (α١, . . . , αk, β١, . . . , βk, ϕ, π) پارامتری بردار است. هموار رگرسیونی ضرایب از نامعلوم

π = و ϕ = (ϕ١, . . . , ϕk)
T ،βk = (βk١, . . . , βkp)

T ،αk = (αk١, . . . , αkq)
T شامل

است. (π١, . . . , πk−١)
T

اسکندری و اورمز توسط ارائه شده (FMSPR) ١٢ متناهی آمیزه ای نیم پارامتری رگرسیونی مدل های

رابطه های این گونه مدل بندی منظور به معمول روشی ٢ تعریف در هستند، نمایی خانواده عضو که (٢٠١۶)

می کند. فراهم نامشهود ناهمگن

پواسون توزیع با نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای ٣٬١

همانند باشد، λ پارامتر با پواسون توزیع دارای پاسخ متغیر آن در که FMSPR مدل ،٢ تعریف برمبنای

وقتی می شود. گرفته نظر در λk(u, x, z) ،θk(u, x, z) به جای که تفاوت این با می شود تعریف (١)
١١Dispersion parameter
١٢Finite Mixture of Semi-Parametric Regression
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اختیار ١ برابر مقداری ϕk پراکندگی پارامتر باشد، λ پارامتر با پواسون توزیع دارای Y تصادفی متغیر

برمبنای پراکندگی پارامتر مقدار ،(٢) نمایی خانواده  فرم به پواسون توزیع تعریف با این           که به دلیل می کند.

به صورت پواسون توزیع

fy(y; θ, ϕ) = exp{yθ −B(θ)

ϕ
+ C(y, ϕ)} (٢)

بستگی ϕ یا θ به y مقادیر بازه  و هستند معلوم تابع های C(., .) و B(.) آن در که می شود مشخص

خانواده فرم به تعریف مبنای بر است. پراکندگی پارامتر ϕ و کانونی پارامتر θ فرمول بندی، این در ندارد.

پواسون توزیع چگالی تابع براساس i = ١, ..., n به ازای f(yi;λk(ui, xi, zi), ١) چگالی تابع نمایی

می شود: تعریف زیر به صورت

f(yi;λk(ui, xi, zi), ١) = exp{yi log λk − λk − log yi!}

پواسون توزیع با نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای در متغیر انتخاب ٣٬٢

در پاسخ متغیر برای پواسون توزیع گرفتن نظر در با و تاوانیده درستنمایی رویکرد با متغیر انتخاب مسئله 

می شود. بیان اصلی مرحله  سه

به صورت FMSPR مدل برمبنای Ψ پارامتر شرط به درستنمایی تابع لگاریتم : اول مرحله

ℓn(Ψ) =
n∑
i=١

log{
K∑
k=١

πkf(yi;λk(ui, xi, zi), ١)}

نشانگر متغیرهای حضور در کامل داده های برمبنای مجهول ضرایب براورد برای نتیجه در می شود تعریف

به صورت کامل درستنمایی تابع لگاریتم ،νik فرضی

ℓcn(Ψ) =

n∑
i=١

K∑
k=١

νik{log πk + yi log λk − λk − log yi!}

ناپارامتری تابع مورد در اطلاع عدم و نیم پارامتری رگرسیونی مدل یک با کردن کار دلیل به می شود. تعریف

αkj(ν) دوم، مرتبه تیلور بسط موضعی تقریب از استفاده با ،(٢٠٠٨) لیانگ و لی روش مبنای بر α(.)
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به صورت u مانند متغیری همسایگی در و ν به ازای

αkj(ν) ≈ αkj(u) + α′
kj(u)(ν − u), k = ١, ..., k, j = ١, ..., P

≡ akj + bkj(ν − u) (٣)

متغیر با آن اول مرتبه مشتق و akj متغیر با ،j بعد و k مولفه و u متغیر به ازای α(.) تابع آن در که

حالی در این و می شود گرفته نظر در دوم مرتبه تا تنها (٣) رابطه در تیلور بسط می شود. داده نمایش bkj
برمبنای درستنمایی تابع بنابراین یافت. خواهد افزایش نیز دقت یابد، افزایش مرتبه تعداد چه هر که است

β و b ،a تقریبی و موضعی براورد برای ،kh(ui− u) = ١
hk(

ui − u

h
) هسته تابع و ناپارامتری مولفه 

به صورت

ℓn =
n∑
i=١

log
K∑
k=١

{πk[exp{yi log λ̃k − λ̃k − log yi!}]kh(ui − u)} (۴)

به شکل b و a مبنای بر λ̃k(ui, xi, zi) آن در که می شود، تعریف

λ̃k(xi, ui, zi) = exp(xTi ak + xTi bk(ui − u) + zTi βk), i = ١, ..., n, k = ١, ...,K (۵)

ریاضی- امید الگوریتم از استفاده با (۴) بهینه مقادیر ،λ̃k کردن مشخص از پس می شود. تعریف

تابع لگاریتم بهینه، مقدار محاسبه  و ماکسیمم سازی برای می شود. محاسبه (EM) ماکسیمم سازی١٣

به صورت کامل درستنمایی

ℓcn(Ψ) =
n∑
i=١

K∑
k=١

νik{log πk + (yi log λ̃k − λ̃k − log yi!) + log kh(ui − u)} (۶)

مختلف مقادیر اختیار با که است باند پهنای h ،(۶) در مندرج kh(ui−u) هسته  تابع در می شود. تعریف

می کند. u همسایگی در و معین فاصله ای در حرکت به ملزم را ما

(ui, xi, zi, yi) مشاهدات برمبنای و νik شرط به ℓcn(Ψ) شرطی امیدریاضی گام این در :E گام

١٣Expectation-Maximization
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به صورت

Q(Ψ;Ψ(m)) =
n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik [yi log λ̃k − λ̃k − log yi!] +

n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik log πk

+
n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik log kh(ui − u)

می شود گرفته نظر در وزن به عنوان و است مشاهدات شرط به νik امید ω(m)
ik که به طوری می شود، تعریف

به صورت و

ω
(m)
ik =

π
(m)
k exp(yi log λ̃

(m)
k − ˜λ(m)

k − log yi!)∑K
k=١ π

(m)
k exp(yi log

˜λ(m)
k − ˜λ(m)

k − log yi!)

است. محاسبه قابل

می شود ماکسیمم Ψ بردار عناصر به Q(Ψ;Ψ(m))نسبت تکرار، از مرحله امین (m+١) در چون :M گام

پیچیدگی دارای پارامترها دیگر همراه به آمیختگی نسبت های برمبنای Q(Ψ;Ψ(m)) کردن ماکسیمم و

نسبت های ،ω(m)
ik وزن برمبنای مرحله هر در که کردند پیشنهاد (٢٠٠٧) چن و خلیلی است، محاسباتی

به صورت آمیختگی

π
(m+١)
k =

١
n

n∑
i=١

ω
(m)
ik k = ١, ...,K

Q(Ψ;Ψ(m)) عبارت πk گرفتن نظر در ثابت با سپس شوند. روز به تکرار از مرحله هر با متناسب و

به با که هستند ناپارامتری بخش ضرایب b و a (۵) به توجه با شود. ماکسیمم β و b ،a به نسبت

پارامتری بخش ضرایب براورد به منظور بنابراین هستیم. آنها تقریبی براورد دنبال به EM الگوریتم کارگیری
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بپردازیم: زیر معادله های حل به باید الگوریتم، تکرار از مرحله هر در ناپارامتری، و

n∑
i=١

ω
(m)
ik

∂

∂βkj
{yi log λ̃k − λ̃k − log yi! + log kh(ui − u)} = ٠ (٧)

n∑
i=١

ω
(m)
ik

∂

∂akj
{yi log λ̃k − λ̃k − log yi! + log kh(ui − u)} = ٠ (٨)

n∑
i=١

ω
(m)
ik

∂

∂bkj
{yi log λ̃k − λ̃k − log yi! + log kh(ui − u)} = ٠ (٩)

به آن حل که است شده ایجاد مجهول ها از پیچیده معادلات دستگاه یک می شود، ملاحظه که همان طور

مرتبه ٢٠٠٠ با و MATLAB نرم افزار محیط از گرفتن کمک با نتیجه در نیست، امکان پذیر تحلیلی طور

بخش مجهول ضریب جای به مرحله این در می گردد. ایجاد واقعی نتیجه  به همگرا جواب بهترین تکرار،

.α̃(u) = ã داریم و می شود استفاده ã بهینه  براورد از ناپارامتری

βتاوانیده ضرایب براورد محاسبه دوم: مرحله

به صورت تاوانیده درستنمایی تابع تاوانیده، β ضرایب براورد برای

ℓ(β) =

n∑
i=١

log

K∑
k=١

{πk exp(yi log λ∗k − λ∗k − log yi!)} − pn(Ψ) (١٠)

از قبل، مرحله ناپارامتری ضرایب مجهول تابع جای به که است این در λ̃k با λ∗k تفاوت می شود. تعریف

تاوانیده پارامتری ضرایب برای دقیق تری براوردهای تا می شود استفاده اول مرحله از حاصل بهینه براورد

بخش ضرایب تاوانیده براورد ،β به نسبت ℓ(β) تاوانیده درستنمایی تابع کردن ماکسیمم با شود. محاسبه

در pnk(β) جای به (١٠) در می آیند. دست به پارامتری

pn(Ψ) =

K∑
k=١

πk{
P∑
j=١

pnk(βkj)} (١١)

رفع تقریب، این از استفاده دلیل می شود. استفاده β٠ نقطه نزدیکی در آن موضعی دوم درجه تقریب از

.(٢٠٠١ لی و (فن است β = ٠ در pnk(β) تاوان تابع مشتق پذیری عدم مشکل
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لگاریتم شرطی امید که تفاوت این با است، اول مرحله  امیدریاضی محاسبه  گام مشابه نیز گام این :E گام

نشانگر متغیرهای به شرط ℓ̃c(Ψ) = ℓc(Ψ)− p̃n(Ψ) به صورت ℓ̃c(Ψ) تاوانیده کامل درستنمایی تابع

به صورت و می شود محاسبه (ui, xi, zi, yi) مشاهدات و νikها

Q(Ψ;Ψ(m)) =
n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik {yi log λ∗k − λ∗k − log yi!}

+
n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik log πk − p̃n(Ψ) (١٢)

درجه تقریب از ، SCAD و HARD ، LASSO تاوان تابع های برمبنای p̃n(Ψ) به جای اکنون است.

تابع های ،pnk(βjk)جای به تاوان تابع های جایگذاری از پس (١١) براساس می شود. استفاده موضعی دوم

،(SCAD) بریده شده هموار طور به مطلق انحراف از آمیزه ای ترتیب به آمیزه ای ساختار وجود دلیل به حاصل

خوانده (HARD) ١۴ سخت آمیزه ای و (LASSO) گزینش عملگر و مطلق انقباض کمترین از آمیزه ای

نشان (٢٠٠٧ چن و (خلیلی MIXHARD و MIXLASSO ،MIXSCAD نمادهای با و می شوند

است. MIXTUREکلمه مخفف MIX پیشوند و می شوند داده

: LASSO تاوان تابع ازای به p̃n(Ψ) .١

p̃Ln(Ψ;Ψ(m)) =
K∑
k=١

πk

P∑
j=١

{γnk
√
n|β(m)

jk |

+
١

٢β(m)
jk

[
√
nγnksgn(β

(m)
jk )](β٢

jk − β
(m)٢
jk )} (١٣)

: HARD تاوان تابع ازای به p̃n(Ψ) .٢

p̃Hn (Ψ;Ψ(m)) =

K∑
k=١

πk

P∑
j=١

{γ٢
nk − (

√
n|β(m)

jk | − γnk)
٢
I(
√
n|β(m)

jk | < γnk)

+
١

β
(m)
jk

√
n(sgn(β

(m)
jk ))(

√
n∥β(m)

jk ∥ − γnk)

× I(
√
n∥β(m)

jk ∥ < γnk)(β
٢
jk − β

(m)٢
jk )} (١۴)

١۴Mixture of Hard
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: SCAD تاوان تابع ازای به p̃n(Ψ) .٣

p̃Sn(Ψ;Ψ(m)) =

K∑
k=١

πk

P∑
j=١

{γnk
√
nI(

√
n∥β(m)

jk ∥ ≤ γnk)

+

√
n(aγnk −

√
n∥β(m)

jk ∥)
+

a− ١
I(
√
n∥β(m)

jk ∥ > γnk) (١۵)

+
١

٢β(m)
jk

[−n(sgn(β(m)
jk ))

a− ١
I(
√
n∥β(m)

jk ∥ > γnk)
]
(β٢
jk − β

(m)٢
jk )}

لی و فن چون محققانی هستند. نظر مورد تابع های مجهول γnkپارامترهای > ٠ و a > ٠ آن در که

نتیجه های شبیه سازی ها در که رسیدند نتیجه این به و گرفتند نظر در a = ٣٫٧ خود مطالعات در (٢٠٠١)

و محقق تجربه  اثر بر که می شوند نامیده تنظیم سازی١۵ پارامترهای γnkها می شود. حاصل قبول قابل

واهبا و (GCV)(کراون تعمیم یافته١٧ متقابل اعتبارسنجی و (CV) متقابل١۶ اعتبارسنجی روش های یا

مولفه هر ازای به انحراف مبنای بر GCV معیار یک (٢٠٠٧) چن و خلیلی می شوند. محاسبه (١٩٧٩

در (١۵) و (١۴) ،(١٣) تاوان توابع جای گذاری با کردند. ارائه رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای برای

تاوانیده پارامتری ضرایب براورد مجهول، پارامترهای به نسبت M گام در آن کردن ماکسیمم و شرطی امید

می آیند. دست به توابع نوع این از هریک مختص

ناپارامتری ضرایب دقیق براورد محاسبه سوم: مرحله 

جای به و می شود استفاده قبل مرحله از حاصل β̂ پارامتری ضرایب تاوانیده براوردهای از مرحله این در

مرحله این در واقع در می شود. داده قرار اول مرحله غیرتاوانیده موضعی براوردهای

λ̃∗k = exp(xTi ak + xTi bk(ui − u) + zTi β̂k)

گرفته نظر در مجهول b و a ناپارامتری بخش ضرایب آن در که می شود جایگزین اول مرحله در λ̃k به جای

مرحله این در درستنمایی تابع می گردد. جایگذاری دوم مرحله رگرسیونی ضرایب پارامتری براورد و می شوند

١۵Tuning parameter
١۶Cross-Validation
١٧Generalized Cross-Validation



نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶٨

به صورت λ̃∗k اساس بر

n∑
i=١

log
K∑
k=١

{πk exp(yi log λ̃∗k − λ̃∗k − log yi!)kh(ui − u)}

می شود. تعریف λ∗k بر مبنای (۵) مانند کامل درستنمایی تابع درنتیجه است.

به صورت (ui, xi, zi, yi) مشاهدات νik       و نامشهود نشانگر متغیرهای به شرط ℓcn(Ψ) امید :E گام

Q(Ψ;Ψ(m)) =

n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik {yi log λ̃∗k − λ̃∗k − log yi!}+

n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik log πk

+

n∑
i=١

K∑
k=١

ω
(m)
ik log kh(ui − u)

بخش مجهول ضرایب به نسبت Q(Ψ;Ψ(m)) تکرار، مرحله امین (m+ ١) برمبنای گام این در :M گام

با بنابراین می پذیرد. انجام آمیزه ای نسبت های به روزآوری از بعد که می شود ماکسیمم b و a ناپارامتری،

واقع در می آیند. دست به نظر مورد براوردهای (٨) و (٧) مانند معادلات حل با و πk گرفتن نظر در ثابت

ناپارامتری بخش مجهول ضرایب دقیق تر براورد منظور به دوم، مرحله ی در M گام محاسبات انجام از بعد

به جای λ̃∗k گرفتن نظر در با معادلات حل به اول، مرحله در ناپارامتری ضرایب موضعی براوردهای مقابل در

جواب معرفی شده، نرم افزار محیط از گرفتن کمک با اول مرحله همانند نیز اینجا در می شود. پرداخته λ̃k
براوردهای سوم مرحله در بنابراین می شود. آورده دست به معلوم تکرار تعداد با معادلات دستگاه بهینه

حاصل {â, b̂, β̂} به صورت پارامتری ضرایب تاوانیده براوردهای دوم مرحله  از و ناپارامتری ضرایب دقیق

می پذیرد: انجام زیر گام پنج در کلی طور به محاسبات انجام روند می شوند.

.β٠ عنوان تحت β برای اولیه مقدار یک گرفتن نظر در .١

.α̃(u) = ã به صورت ناپارامتری تابع موضعی براورد محاسبه .٢

.α̃(u)ناپارامتری تابع حضور در ،β̂ عنوان تحت β تاوانیده پارامتری ضرایب براورد محاسبه .٣

،β̂ تاوانیده ضرایب حضور در تیلور بسط b و a ضرایب مبنای بر ناپارامتری تابع دقیق براورد محاسبه .۴

.b̂ و â عنوان تحت

EM الگوریتم همگرایی و Mو E مراحل تکرار از پس نهایی نتایج محاسبات، گام های از یک هر در .۵

می شوند. گرفته نظر در
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شبیه سازی مطالعه ۴

k = ٣ می شوند: گرفته نظر در زیر به صورت اولیه مقادیر شده، مطرح مراحل برای شبیه سازی انجام به منظور

π٣ = ٠٫٢ و π٢ = ٠٫٣ ،π١ = ٠٫۵ آمیختگی نسبت های با جامعه سه ترتیب این به می شود، گرفته نظر در

و باشد X ∼ N٢(µ,Σ) به صورت دومتغیره نرمال توزیع با متغیری X کنید فرض می شود. فرض

با می شود، فرض Z ∼ N١٠(µ,Σ) به صورت ده متغیره نرمال توزیع با متغیری نیز Z ترتیب همین به

محاسبه X متغیر Σ همانند σ|i−j| رابطه طریق از آن اجزای که کوواریانسی ماتریس و صفر میانگین

است. شده داده نشان ٢ جدول در پارامتری بخش β ضرایب اولیه مقادیر همچنین می شود.

تابع  و ناپارامتری بخش با ارتباط در (٢٠١۵) اورمز و اسکندری و (٢٠٠٨) لیانگ و لی همانند

تابع برای تقریبی مثلثاتی، یا نمایی توابع مانند دلخواه خطی غیر تابع یک از استفاده با α(.) ناپارامتری

که می شود گرفته نظر در αk٢ = ۴u(١ + u٢) و αk١ = ١
٢ exp(٣u+ ١) به صورت ناپارامتری

است. U(٠, ١) توزیع با متغیری U آن در

Poisson(λ٢) ،Poisson(λ١)توزیع های با جامعه سه از داده ١٠٠ شده، مطرح اولیه اطلاعات برمبنای

می شود: محاسبه زیر به شکل λ١ نمونه به عنوان که می کنیم تولید Poisson(λ٣) و

λ١ = exp(xT

 ١
٢ exp(٣u+ ١)

۴u(١ + u٢)

+ zTβ)

١٠/۵٣٢ از عبارتند ترتیب به پواسون توزیع از شبیه سازی شده داده های مبنای بر واریانس و میانگین مقدار

می کنید مشاهده پواسون، توزیع مبنای بر تولیدشده داده های در زیاد صفرهای وجود علت به .٨٩۶/٧٠۵ و

قبلا که همانطور و است داده رخ حد از بیش پراکندگی بنابراین است. بزرگ بسیار واریانس مقدار که

دوجمله ای توزیع از پواسون توزیع جای به بیشتر دقت با براوردهایی محاسبه به منظور شد، داده توضیح نیز

مدل های در منفی دوجمله ای توزیع تابع تعریف مبنای بر نتیجه در می کنیم. استفاده داده ها تولید برای منفی

(٢٠١٣ همکاران، و (زوو آمیزه ای

Y ∼ NB(r, p), pk =
µk

µk + ϕk
, µk = exp(xTαk(u) + zTβk) k = ١, ٢, ٣

نظر در ۴ بخش ابتدای همانند موارد بقیه و پارامتری ضرایب ناپارامتری، توابع مبنای بر می کنیم. تولید را

شده اند. گرفته
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پارامتری بخش با ارتباط در ارائه شده روش عملکرد بررسی ۴٬١

خطای دوم توان میانگین شاخص از پارامتری بخش به مربوط متغیر انتخاب شیوه  ارزیابی منظور به

از که نهایی تاوانیده ضرایب براورد اساس بر GMSE واقع در می شود. استفاده (GMSE) تعمیم یافته١٨

می شود: محاسبه زیر به صورت می آید، دست به M و E گام های طی از پس و (١٢) ماکسیمم سازی

GMSE(β̂) = E[ZT (β̂ − β)]
٢
= (β̂ − β)E(ZZT )(β̂ − β)

گرفتن نظر در با که می شود مشاهده متفاوت، توزیع دو برمبنای GMSE مقادیر مقایسه با ١ جدول در

متفاوت تاوان تابع های GMSEبرمبنای شاخص مقدار .١ جدول

تاوان تابع

MIXSCAD MIXHARD MIXLASSO

٠/٣۴٠ ٠/۵۶١ ٠/٧٠٣ پواسون

٠/١٨١ ٠/٢١٢ ٠/۵٧۴ منفی دوجمله ای

میزان کمترین با MIXSCAD شیوه دیگر سوی از است. یافته کاهش مقدار این منفی، دوجمله ای توزیع

رگرسیونی ضرایب براورد در خطا میزان چون است، برخوردار بهتری عملکرد از توزیع دو هر در GMSE
و MIXHARD تاوان تابع دو از یک هر به نسبت MIXSCAD تاوان تابع از استفاده با تاوانیده

استانداردشان انحراف همراه به ضرایب براورد مقدار میانگین ٢ جدول در است. کمتر MIXLASSO
بوده درستی به صفر ضرایب براورد هدف واقع در می شود. داده نشان برنامه اجرای مرتبه ٢٠٠٠ ازای به

میانگین چون است یافته تحقق درستی به قبولی قابل حد تا امر این می شود مشاهده که همانطور و است

مخالف اشتباه به صفر ضرایب از تعدادی اما شده اند. صفر نزدیک و کوچک بسیار صفر ضرایب براورد

با است. شده حاصل آن به نزدیک ولی صفر مخالف عددی براوردها میانگین چون شده اند، براورد صفر

اینکه دلیل به است، چشم پوشی قابل مرحله ها تمام اجرای طول در نادرست براوردهای این اثر وجود این

است. صفر با برابر تقریبی طور به مقادیر کل میانگین

دقت از MIXSCAD تاوان تابع از حاصل تاوانیده براورد می شود ملاحظه ٢ جدول در که همان طور

MIXSCAD براوردهای همانند MIXHARD تاوان از حاصل براوردهای است. برخوردار بیشتری
١٨Generalized Mean Square Error
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تکرار مرتبه ٢٠٠٠ مبنای بر آنها معیار انحراف و پارامتری ضرایب براورد .٢ جدول

MIXLASSO MIXHARD MIXSCAD

SD β̂ SD β̂ SD β̂ β K

٠/١۶٧١ ٢/٨٨١٢ ٠/١۶٨٢ ٢/٧۵٢١ ٠/١۵٢٣ ٢/۶۶٢١ ٣

٠/١٣٢٢ ٠/٩٨٠١ ٠/١٣٣١ ٠/٨٨٢٣ ٠/١۴٣١ ٠/٧٠٢٢ ١

٠/١۴١٣ -٠/٠٣٠١ ٠/١۴٣۴ -٠/٠۴۵١ ٠/١۶٣۴ -٠/٠۶۶١ ٠

٠/١۴٨١ ١/٧٨٣٢ ٠/١۴٨٢ ١/۶١۴٢ ٠/١۶۶٢ ١/۴۶٢٢ ٢

٠/١۶١٢ ٠/٠٢١٠ ٠/١۶٣٣ ٠/٠٣٣۵ ٠/١٧٠٢ ٠/٠۵٨١ ٠ ١

٠/١٣۴٢ ٠/٠۴٣٢ ٠/١٣۵١ ٠/٠۴۶٣ ٠/١۵٣١ ٠/٠۶١٢ ٠

٠/١١٩١ ٠/٠٨۶٢ ٠/١١٨٢ ٠/٠٧٠٩ ٠/١٢۴٠ ٠/٠٧١٩ ١

٠/١٨۵٣ ١/۴٣۶٠ ٠/١٨٨۵ ١/٣٠۴١ ٠/١٩٠٣ ١/٢٩٨٠ ١/۵

٠/١٧٣٣ -٠/٠۴۵١ ٠/١۶٧٧ -٠/٠۵۴۴ ٠/١٨٢۶ -٠/٠۵۶٢ ٠

٠/١۶٣١ ١/٧۵٢٠ ٠/١۶۵١ ١/٧٣٢٢ ١/٨۶٣٣ ١/۵٣٢١ ٢

٠/٣٢١٢ ٢/٨٨٧۴ ٠/٣٢٣١ ٢/٧۴۴١ ٠/٣٨٨٢ ٢/۶٠١٢ ٢

٠/٣٠٣١ ١/٠٩۶٢ ٠/٣٠۵١ ١/١١٢٣ ٠/٣٨٨٧ ١/٣٠٣٢ ١

٠/٣١١٢ ٠/٠١٢١ ٠/٣٠۴٢ ٠/٠١۵١ ٠/٣۵۵۶ ٠/٠٢٨٣ ٠

٠/٣٢٢٨ ٠/٠١٠٨ ٠/٣١١۴ ٠/٠٢١٣ ٠/٣۴٣٣ ٠/٠٢٢۴ ٠

٠/٣٠۴۴ ١/٣٨٩٨ ٠/٣٠٢١ ١/٣٨١٢ ٠/٣٣۶٢ ١/٢٢۶١ ١/۵ ٢

٠/٣٢۵١ -٠/٠٠٢٧ ٠/٣٢۶٧ -٠/٠٠٣١ ٠/٣٧٢۶ -٠/٠٣١١ ٠

٠/٣٢٨١ ٠/٠٨۶۶ ٠/٣٢۵٢ ٠/٠٨٧١ ٠/٣٩۵٧ ٠/٠۵٢٢ ١

٠/٣١۶٢ ٢/٧۶۶٢ ٠/٣١١٢ ٢/۶۵٣٣ ٠/٣٣۴٨ ٢/۶٠۴٣ ٣

٠/٣٠٩١ ٠/٠٢١١ ٠/٣٠٧٢ ٠/٠٢٢٧ ٠/٣٢٩۴ ٠/٠۴١٢ ٠

٠/٣٣٢۵ ٠/٠١٩٨ ٠/٣٢٢۵ ٠/٠٢٢۵ ٠/٣۶۵٢ ٠/٠۴٨۴ ٠

٠/١٨٣۵ ١/۴٨٢٢ ٠/١٨٨۶ ١/۴٨٩۵ ٠/١٨٩٠ ١/۴۶٠٢ ١/۵

٠/١١٩۵ ٣/١٠٩٣ ٠/١١٩١ ٣/١١٠۴ ٠/١٣٠۴ ٣/٢٣٣٩ ٣

٠/١٣٣١ ١/١١۵٢ ٠/١٠۵٢ ١/١١٠٧ ٠/١۶٧٢ ١/٢١١٢ ١ ٣

٠/١٢٢۵ -٠/٠١٣۴ ٠/١٢٠٢ -٠/٠١٢٨ ٠/١۴۵۴ -٠/٠٢٢٣ ٠

٠/١۴۵۶ -٠/٠٢١٢ ٠/١۴۴٣ -٠/٠٢١٣ ٠/١۵٧٢ -٠/٠۴٠١ ٠

٠/١٢٨۵ ١/٨٧٧٠ ٠/١٢٩١ ١/٨٩٢١ ٠/١۴۶٣ ١/٧٨١١ ٢

٠/١۴٠۵ -٠/٠٣١١ ٠/١۴١۵ -٠/٠٢٩٩ ٠/١۶٢۶ -٠/٠٣٩٨ ٠

٠/١٣٢٨ -٠/٠١٨١ ٠/١٣٣٢ -٠/٠١٨۶ ٠/١۵١٧ -٠/٠٢۵٢ ٠

٠/١١۵٨ ٠/٨٩٢٢ ٠/١١۶۵ ٠/٨۶٠١ ٠/١١٨١ ٠/٧۵۴۴ ١

٠/١۵٠٣ ٢/٧٩٠۴ ٠/١۵۴٢ ٢/٧٩٩٢ ٠/١۶٨۶ ٢/۶۵١٢ ٣



نیم پارامتری رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧٢

حاصل براوردهای بنابراین برخوردارند. کمتری دقت از استانداردشان انحراف مقدار به توجه با اما هستند

برخوردار کمتری دقت از دیگر تاوان تابع دو به نسبت چون نیستند اطمینان قابل MIXLASSO شیوه از

می باشند.

ناپارامتری بخش با ارتباط در ارائه شده روش عملکرد بررسی ۴٬٢

دوم توان متوسط جذر ، α̂(ul) ناپارامتری بخش براورد برای ارائه شده شیوه عملکرد نحوه ارزیابی به منظور

به صورت (RASE) خطاها١٩

RASE = {n−١
grid

ngrid∑
ℓ=١

∥ α̂(uℓ)− α(uℓ) ∥٢}
١
٢ (١۶)

نقاط این در {α̂(.)} تابع های و هستند شبکه ای نقاط {uℓ, ℓ = ١, ..., ngrid} آن در که می شود، تعریف

K٠٫١٢۵(u) = ۶(١−(
ui − u

٠٫١٢۵
)٢
+) به صورت اپانشینکف٢٠ هسته تابع از شبیه سازی در می شوند. براورد

است. شده گرفته نظر در h = ٠٫١٢۵ باند پهنای به طوری که می شود، استفاده ngrid = ٢٠٠ مبنای بر و

بخش با ارتباط در را b و a تیلور بسط ضرایب براورد دقت میزان می توان ،RASE شاخص از استفاده با

می شوند. محاسبه RASE١ و RASE٠ منظور به همین نمود، بررسی ناپارامتری

رابطه مبنای بر واقع در می پذیرد. انجام اولیه های β واقعی مقدار به توجه با α̂(ul) براورد : RASE٠

مقدار مبنای بر و z بردار ،x بردار ،β تعریف شده اولیه مقدارهای و µk = exp(xTαk(u) + zTβk)

با α(uℓ) دیگر سوی از می شود. محاسبه α̂(uℓ) تابع مقدار (µk) kام مولفه میانگین نرخ از مشخصی

و می شود انتخاب (٠, ١) بازه از u تصادفی مقادیر برمبنای ( ١
٢ exp(٣u+ ١), ۴u(١ + u٢)) به توجه

می شود. محاسبه RASE٠ (١۶) به توجه با ترتیب این به

مبنای بر آن براورد α̂(ul) جای به که تفاوت این با است RASE٠ همانند محاسبات روند : RASE١

RASE١ RASE٠و مقادیر پس می شود. جایگذاری EM الگوریتم از حاصل ،b و a تیلور بسط ضرایب

تابع در تیلور بسط ضرایب براورد دقت میزان ارزیابی منظور به کار این می کنیم. رسم یکدیگر مقابل در را

باشد. شده فرض معلوم ابتدا از ناپارامتری تابع که است حالتی به نسبت ناپارامتری

بر تقریبی به طور تکرار، مرتبه ٢٠٠٠ اساس بر براورد مقادیر می شود، ملاحظه ١ شکل در که همان طور

١٩Root of Average Square Errors
٢٠Epanechinkov
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(RASE١) مقابل در (RASE٠) مقدار .١ شکل

تقریبا EM الگوریتم عملکرد ناپارامتری، بخش ضرایب براورد در که معنی این به گرفته اند، قرار خط روی

می پذیرد، انجام β معلوم حقیقی مقادیر از استفاده با مستقیم به طور محاسبات که است بوده زمانی به درستی

است. (RASE١) و (RASE٠) تقریبی برابری از حاکی دیگر به عبارت یا

نتیجه گیری و بحث

در و (٢٠٠٧ چن و (خلیلی رگرسیونی مدل های از متناهی آمیزه ای در متغیر انتخاب موضوع تاکنون

بر تکیه با حالت دو این ترکیبی مطالعه همچنین و (٢٠٠٨ لیانگ، و (لی نیم پارامتری رگرسیونی مدل های

حالت (٢٠١۵) اورمز و اسکندری مدل در به طوری که است. گرفته قرار بررسی مورد ناپارامتری بخش روی

تبعیت پواسون توزیع از داده ها آن در که گرفت قرار نظر مد مدلی اما است. شده بررسی پیوند مدل تعمیم یافته

براورد نتیجه بیش پراکندگی، و حد از بیش صفرهای وجود علت به که می آید پیش شرایطی گاهی و می کنند

دوجمله ای توزیع از استفاده شرایطی چنین در بود. نخواهند قبول قابل و است انتظار از خارج پارامترها

که است مدلی از حاصل براوردهای درستی بررسی ما هدف می شود. توصیه پواسون توزیع جای به منفی

می کنند. تبعیت منفی دوجمله ای توزیع از براوردها درستی مشکل تصحیح برای آن داده های

در خطا مقدار که شد ملاحظه GMSE ملاک اساس بر پارامتری بخش در براوردها درستی بررسی در
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براوردهای علاوه براین می یابد. کاهش منفی دوجمله ای توزیع از استفاده دلیل به پارامتری ضرایب براورد

بودند. برخوردار دیگر تاوان تابع دو به نسبت بیشتری دقت از MIXSCAD تاوان تابع از حاصل

کوچک مقداری الگوریتم، اجرای مرتبه چندین از پس صفر نقاط براورد میانگین مقدار دیگر سوی از

حاصل براوردهای همچنین شده اند. براورد درستی به صفر نقاط بنابراین آمد، دست به صفر به نزدیک و

کمتری استاندارد انحراف و بیشتر دقت از دیگر تاوان تابع دو به نسبت MIXSCAD تاوان تابع از

MIXSCAD با مشابه رفتاری تقریبا MIXHARD تاوان تابع که است ذکر به لازم است. برخوردار

ملاک براساس منفی دوجمله ای توزیع از استفاده هنگام به ناپارامتری ضرایب براورد عملکرد بررسی در دارد.

زمانی خوبی به تاوانیده ضرایب حضور در ناپارامتری ضرایب براورد دقت میزان که شد ملاحظه RASE
که مواقعی در گرفت نتیجه می توان بنابراین بودند. شده فرض معلوم ابتدا از ناپارامتری توابع که است بوده

توزیع می دهد، رخ پواسون توزیع از استفاده هنگام به حد از بیش صفرهای وجود یا بیش پراکندگی حالت

شود. واقع کارامد مطلوب نتیجه ای کسب و پارامترها صحیح براورد منظور به می تواند منفی دوجمله ای

تشکر و تقدیر

آماری جدید موضوعات برای علمی همکاری زمینه کردن فراهم در آماری علوم مجله مسئولان از نویسندگان

و سپاس کمال مقاله این کیفی بهبود در کارامد پیشنهادات ارائه برای محترم داوران از و می نمایند تشکر

دارند. را قدردانی
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