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سانسورشده داده های براساس نمایی توزیع مقیاس پارامتر برای بیزی انقباضی برآوردگر

کیاپور آزاده
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روش مانند برآوردیابی معمول روش های از استفاده با و تصادفی نمونه یک مشاهده با معمولا چکیده:

واقعی پارامتر مورد در اطلاعاتی مواقع بعضی در می پردازند. نامعلوم پارامتر برآورد به درستنمایی ماکسیمم

هر یا درستنمایی ماکسیمم برآوردگر می توان حالت هایی چنین در داریم. اختیار در حدس یک به صورت

به مقاله، این در ساخت. را انقباضی برآوردگرهای و کرد منقبض حدسی مقدار جهت در را دیگری برآوردگر

سانسورشده نمونه های براساس نمایی توزیع مقیاس پارامتر برای بیزی انقباضی برآوردگر یک رفتار مطالعه

معرفی بیزی انقباضی برآوردگر منظور، این برای می پردازیم. مقیاس ناوردای نامتقارن زیان تابع یک تحت

توزیع ابرپارامترهای نمونه، حجم به توجه با خطی برآوردگر بهترین و برآوردگر این بین نسبی کارایی و

آمده به دست نتایج همچنین می شود. محاسبه پارامتر واقعی مقدار به حدسی مقدار نزدیکی میزان و پیشین

می شود. داده تعمیم وایبول و رایلی عمر طول توزیع های به

سانسورشده. داده های نمایی، توزیع بیزی، انقباضی برآوردگر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

یا حدس یک به صورت θ نامعلوم پارامتر درباره اطلاعاتی دارای محقق کاربردی، موقعیت های از بعضی در

اختیار در θ برای θ٠ حدسی مقدار که وقتی θ نامعلوم پارامتر برای انقباضی١ برآورگرهای است. θ٠ گمان
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62F10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
١Shrinkage estimators
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به صورت (١٩۶٨) تامسون توسط باشد،

θ̂s = kθ̂ + (١ − k)θ٠, ٠ ≤ k ≤ ١,

که است انقباضی ضریب k و درستنمایی ماکسیمم مانند معمول برآوردگر یک θ̂ آن در که می شود، تعریف

حدسی مقدار صورتی که در می شود. تعیین θ٠ حدسی مقدار به نسبت عقیده اش به توجه با محقق توسط

معمول برآوردگرهای به نسبت بهتری رفتار انقباضی برآوردگرهای باشد، نزدیک آن واقعی مقدار به پارامتر

هستند. کمتری مخاطره دارای که مفهوم این به می دهند نشان خود از درستنمایی ماکسیمم برآورگرهای مانند

پارامتر با نمایی مدل تحت کار حال در سیستم یک مولفه n عمر طول x١, . . . , xn کنید فرض

چگالی تابع با θ نامعلوم

f(x|θ) = ١
θ
exp(−x

θ
), x > ٠, θ > ٠.

کوچکترین از تا r فقط آن در که بگیرید نظر در را دوم٢ نوع راست از سانسورشده نمونه مجموعه باشند.

طول آزمون های انجام در اغلب سانسور نوع این هستند. مشاهده قابل nتایی تصادفی نمونه از مشاهدات

از پایان تا آزمایش آن که به جای اما می گیرند قرار آزمایش در مولفه n تمام حالت این در می رود. به کار عمر

بیفتند. کار از مولفه r که می شود انجام زمانی تا این کار شود، داده ادامه مولفه ها تمام (شکست) کارافتادگی

به صورت آزمایش کل زمان

Tr =
r∑
i=١

x(i) + (n− r)x(r), n > r.

است. θ برای کامل بسنده آماره Tr که دادند نشان (١٩۵٣) سوبل و اپسون است.

مشاهده فرض با است. θ برای واریانس کمترین دارای نااریب برآوردگر یک T ⋆ = Tr/r همچنین

به صورت درستنمایی تابع ،x(١), . . . , x(r) شده سانسور نمونه

L(θ|x(١), . . . , x(r)) ∝ θ−r exp (−Tr
θ
), (١)

٢Type-II right censored samples
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.٢rT ⋆/θ = ٢Tr/θ ∼ χ٢
٢r و است T ⋆ = Tr/r ،θ درستنمایی ماکسیمم برآوردگر بنابراین است.

زیان تابع تحت سانسورشده داده های براساس انقباضی برآوردیابی به (٢٠٠٨) سینگ و پراکاش

با را آن ها و معرفی نمایی، توزیع میانگین برای انقباضی آزمون-برآوردگر چهار آن ها پرداختند. لاینکس

یک آن ها روش کردند. مقایسه cT ⋆ فرم به درستنمایی ماکسیمم برآوردگر براساس خطی برآوردگر بهترین

زمینه این در جدید کارهای از است. H٠ : θ = θ٠ فرضیه رد یا پذیرش اساس بر و کلاسیک روش

و کیاپور و (٢٠١۵) همکاران و بلاغی ،(٢٠١۴) احمدی و میرفره ،(٢٠١٠) همکاران و کیبریا به می توان

کرد. اشاره (٢٠١۶) قمی نقی زاده

فرم به زیان توابع از کلاسی (١٩٩۶) نورستروم

L(θ, δ) = w(θ)
(δ − θ)٢

δi
, ٠ ≤ i ≤ ٢, w(θ) > ٠, (٢)

مدل های از خانواده ای برای را استوار٣ بیزی و بیزی پیشگوی (٢٠١۴) همکاران و کریم نژاد کرد. معرفی را

و i = ٠ حالت سه در تنها (٢) زیان تابع دادند. قرار بررسی مورد (٢) زیان تابع تحت مقیاس پارامتر با

در (٢) زیان تابع است. مقیاس۴ ناوردای w(θ) = ١ و i = ٢ و w(θ) = ١
θ و i = ١ ،w(θ) = ١

θ٢

فرم به مقیاس ناوردای و نامتقارن زیان تابع یک به w(θ) = ١
θ و i = ١ یعنی دوم حالت

L(θ, δ) = (

√
δ

θ
−

√
θ

δ
)٢ =

δ

θ
+
θ

δ
− ٢ = ∆+

١
∆

− ٢ (٣)

∆ از تابعی عنوان به و است ∆ = δ
θ به نسبت نامتقارن و محدب اکیداً زیان تابع یک که می شود، تبدیل

اهمیت دارای کم برآوردی که موقعیت هایی در زیان تابع این است. ∆ = ١ نقطه ی در یکتا مینیمم دارای

زیان تابع یک (٣) این که به توجه با گیرد. می قرار استفاده مورد باشد بیش برآوردی به نسبت بیشتری

گیرد. قرار استفاده مورد نمایی توزیع مقیاس پارامتر برآورد برای می تواند خوبی به است، مقیاس ناوردای

در به ترتیب گزینش۵ از پس برآوردیابی به (٢٠١۶) خان و الموسوی و (٢٠١٠) همکاران و قمی نقی زاده

پرداختند. (٣) زیان تابع تحت پارتو و گاما توزیع های

وایبول توزیع در انقباضی برآوردگرهای ساختن برای بیزی روش یک از (٢٠٠٩) سینگ و پراکاش

٣Robust Bayes
۴Scale invariant
۵Estimation afetr selection
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برآوردگر را خود پیشنهادی برآوردگر و کردند استفاده لاینکس زیان تابع تحت شده سانسور داده های براساس

انقباضی برآوردگرهای رفتار و ندادند قرار بررسی مورد را نمونه حجم نقش آن ها نامیدند. بیزی۶ انقباضی

پارامتر بیزی انقباضی برآوردیابی مقاله، این در کردند. مقایسه درستنمایی ماکسیمم برآوردگر با را بیزی

نمونه، حجم نظرگرفتن در با و (٣) زیان تابع تحت سانسورشده داده های براساس نمایی توزیع مقیاس

در می گیرد. قرار بررسی مورد پارامتر واقعی مقدار به حدسی مقدار نزدیکی و پیشین توزیع پارامترهای

می شود. محاسبه آن مخاطره و ارائه (٣) زیان تابع تحت cT ⋆ فرم به خطی برآوردگر بهترین ،٢ بخش

٣ بخش در بیزی انقباضی برآوردگر یک ،(٢٠٠٩) سینگ و پراکاش توسط شده ارائه روش براساس سپس

با cT ⋆ فرم به خطی برآوردگر بهترین به نسبت بیزی انقباضی برآوردگر رفتار ،۴ بخش در می شود. معرفی

به دست نتایج ،۵ بخش در می گیرد. قرار بررسی مورد (٣) زیان تابع تحت نسبی کارایی ویژگی از استفاده

تشریح برای عددی مثال یک پایان، در می شود. داده تعمیم وایبول و رایلی عمر طول توزیع های به آمده

است. شده ارائه نتایج، بیشتر

cT ⋆ فرم به خطی برآوردگر بهترین ٢

(٣) زیان تابع تحت برآوردگر این مخاطره بگیرید. نظر در را cT ⋆ فرم به T ⋆ از خطی برآوردگر یک

به صورت

R(θ, cT ⋆) = E(
cT ⋆

θ
) + E(

θ

cT ⋆
)− ٢

=
c

٢r
E(

٢rT ⋆

θ
) +

٢r
c
E(

١
٢rT ⋆/θ

)− ٢

= c+
r

c(r − ١)
− ٢

فرم به c = c١ در مینیمم نقطه دارای و c به نسبت محدب تابعی که است،

c١ =

√
r

r − ١
, r > ١

۶Bayes shrinkage estimator
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به صورت c١T
⋆ برآوردگر مخاطره همچنین است.

R(θ, c١T
⋆) = c١ +

r

c١(r − ١)
− ٢ = ٢(

√
r

r − ١
− ١), r > ١

گویند نااریب٧ مخاطره θ برای (٣) زیان تابع تحت را δ برآوردگر (١٩۵١) لهمن تعریف به توجه با است.

√اگر
E(δ)

E(δ−١)
= θ. (۴)

داریم (۴) رابطه در δ = c١T
⋆ قراردادن با

√
E(c١T ⋆)

E((c١T ⋆)−١)
= c١

√
θ

r/(r − ١)θ
= c١

√
(r − ١)θ٢

r
= θ.

برآوردگر یک c١T
⋆ نتیجه در است، نااریب مخاطره θ برای (٣) زیان تابع تحت c١T

⋆ برآوردگر بنابراین

است. cT ⋆ فرم به برآوردگرهای کلاس در مخاطره کمترین با نااریب مخاطره

بیزی انقباضی برآوردگر ٣

احتمال چگالی تابع با ،IGamma(α, β) وارون، گامای مزدوج پیشین توزیع اگر

πα,β(θ) =
βα

Γ(α)θα+١ e
−β
θ , α > ٠, β > ٠,

به صورت وارون گامای نیز θ پسین توزیع ،(١) درستنمایی تابع به توجه با آن گاه بگیریم، نظر در θ برای را

چگالی تابع با IGamma(α+ r, β + Tr)

π(θ|x(١), . . . , x(r)) =
(β + Tr)

α+r

Γ(α+ r)θα+r+١ e
−β+Tr

θ , α > ٠, β > ٠,

٧Risk unbiased
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برابر (٣) زیان تابع تحت θ بیزی برآورد ،(٢٠١٠) همکاران و قمی نقی زاده کار از پیروی با بود. خواهد

با است

δπ(x(١), . . . , x(r)) =

√
E(θ|x(١), . . . , x(r))
E(θ−١|x(١), . . . , x(r))

=

√
(β + Tr)/(α+ r − ١)
(α+ r)/(β + Tr)

=
β + Tr√

(α+ r)(α+ r − ١)
, α+ r > ١. (۵)

حالت یعنی ،π٠,٠(θ) ∝ ١
θ , θ > ٠ به صورت θ برای جفریز ناآگاهی بخش پیشین گرفتن نظر در با

به صورت تعمیم یافته بیز برآوردگر ،α = β = ٠

δπ٠,٠(x(١), . . . , x(r)) =
Tr√

r(r − ١)
=

√
r

r − ١
T ⋆ = c١T

⋆,

از استفاده با .٢Tr/θ٠ ∼ χ٢
٢r داریم آن گاه باشد اختیار در θ پارامتر مورد در θ٠ حدسی مقدار اگر است.

داریم ، E(δπ(x(١), . . . , x(r))) = θ٠ دادن قرار و (٢٠٠٩) سینگ و پراکاش روش

١√
(α+ r)(α+ r − ١)

[
β

θ٠
+

١
٢
E(

٢Tr
θ٠

)] = ١,

به صورت محاسبات کمی با β مقدار

β = (A−١ − r)θ٠, (۶)

،(۵) بیز برآوردگر در (۶) از β مقدار جایگذاری با .A−١ =
√

(α+ r)(α+ r − ١) آن در که است،

صورت به بیزی انقباضی برآوردگر

θ̂BS = A[(A−١ − r)θ٠ + rT ⋆] = kT ⋆ + (١ − k)θ٠, (٧)
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زیان تابع تحت (٧) بیزی انقباضی برآوردگر مخاطره .k = rA و T ⋆ = Tr/r آن در که می آید، به دست

به صورت (٣)

R(θ, θ̂BS) = E(
kT ⋆ + (١ − k)θ٠

θ
) + E(

θ

kT ⋆ + (١ − k)θ٠
)− ٢

= (١ − k)θ⋆ +
k

٢r
E(

٢rT ⋆

θ
) + E(

١
kT ⋆/θ + (١ − k)θ⋆

)− ٢

= (١ − k)θ⋆ + k +

∫ ∞

٠
[
k

٢r
W + (١ − k)θ⋆]−١g(w)dw − ٢,

مخاطره می باشد. gW (w) چگالی تابع با W = ٢rT ⋆/θ ∼ χ٢
٢r و θ⋆ = θ٠/θ آن در که است،

کنید دقت می شود. محاسبه R 3.1.2 نرم افزار از استفاده با عددی روش های از استفاده با R(θ, θ̂BS)

به دست (۶) رابطه از β ابرپارامتر مقدار ،α ابرپارامتر مشخص شدن با ،(٧) بیزی انقباضی برآوردگر در که

می آید.

c١T
⋆ و θ̂BS برآوردگرهای مقایسه ۴

می شود. تعریف زیر به صورت c١T
⋆ برآوردگر به نسبت θ̂BS بیزی انقباضی برآوردگر نسبی کارایی

RE(θ̂BS , c١T
⋆) =

R(θ, c١T
⋆)

R(θ, θ̂BS)
, (٨)

به نسبت α = ١, ۵, ١٠, ١۵ و r = ۴(٢)١٠ مختلف مقادیر به ازای را (٨) نسبی کارایی نمودار ١ شکل

شکل از است. شده رسم c١T
⋆ و θ̂BS برآوردگرهای بهتر مقایسه برای یک افقی خط می دهد. نشان θ⋆

که می شود ملاحظه ١

برآوردگر به نسبت (١ از بزرگتر (کارایی کمتر مخاطره دارای موارد بیشتر در بیزی انقباضی برآوردگر •

است. c١T
⋆

با α = ١ و ثابت r ازای به c١T
⋆ برآوردگر به نسبت بیزی، انقباضی برآوردگر نسبی کارایی •

θ⋆ = ١ نزدیکی در و می یابد افزایش ابتدا α دیگر مقادیر برای اما می یابد، افزایش θ⋆ افزایش

حدسی مقدار θ⋆ = ١ نقطه در که کنید توجه دارد. کاهشی روند سپس و می رسد خود ماکسیمم به

.θ = θ٠ یعنی است، برابر پارامتر واقعی مقدار با θ٠
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.θ⋆ به نسبت α = ١, ۵, ١٠, ١۵ ،r = ۴(٢)١٠ مختلف مقادیر ازای به c١T
⋆ و θ̂BS بین نسبی کارایی .١ شکل



١٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کیاپور آزاده

می یابد. افزایش ،α افزایش با نسبی کارایی مقدار یک، به نزدیک θ⋆ مقادیر و ثابت r برای •

می یابد. کاهش r افزایش با نسبی کارایی مقدار ،α > ١ مقادیر و یک به نزدیک θ⋆ مقادیر برای •

رایلی و وایبول توزیع های به نتایج تعمیم ۵

احتمال چگالی تابع با وایبول توزیع از شده سانسور نمونه یک Y١, . . . , Yr کنید فرض

f(y|ν, θ) = ν

θ
yν−١ exp (−y

ν

θ
), y, ν, θ > ٠,

X = Y ν این صورت در هستند. نامعلوم مقیاس پارامتر θ و معلوم شکل پارامتر ν آن در که باشند،

با است برابر آزمایش کل زمان که داد نشان (١٩٨۶) سینها بود. خواهد θ پارامتر با نمایی توزیع دارای

Sr =
r∑
i=١

yν(i) + (n− r)yν(r), n > r

است. θ برای واریانس کمترین با نااریب برآوردگر و درستنمایی ماکسیمم برآوردگر S⋆ = Sr/r و

می آید. به دست ν = ٢ به ازای وایبول توزیع از رایلی توزیع که کنید دقت .٢Sr/θ ∼ χ٢
٢r همچنین

ν معلوم شکل پارامتر با وایبول توزیع از سانسور نمونه برای مقاله این در شده مطرح نتایج تمام بنابراین

بود. خواهد برقرار رایلی توزیع و

به صورت ثابت خرابی٨ نرخ دارای نمایی توزیع

r(t; θ) =
f(t|θ)

١ − F (t|θ)
=

١
θ
,

مناسب می شوند خرابی نرخ در تغییر دچار زمان افزایش با که داده هایی مدل بندی برای بنابراین است.

چگالی تابع با رایلی توزیع بود. نخواهد

f(y|θ) = ٢y
θ

exp(−y
٢

θ
), y > ٠,

٨Failure rate



سانسورشده داده های براساس نمایی توزیع مقیاس پارامتر برای بیزی انقباضی برآوردگر . . . . . . . . . . . . . . ١٢٨

به صورت صعودی خرابی نرخ دارای

r(t; θ) =
٢t
θ
,

می یابد افزایش نیز آن ها خرابی میزان زمان، افزایش با که عمر طول داده های مدل بندی برای بنابراین است.

است. مناسب تر

کاربردی مثال ۶

در الکتریکی مولفه های از ١۵ اندازه به نمونه یک برای دقیقه) حسب (بر شکست زمان های زیر داده های

.(٢٠٠٣ (لاولس، هستند شتابنده٩ عمر طول آزمون یک

١/۴ ۵/١ ۶/٣ ١٠/٨ ١٢/١ ١٨/۵ ١٩/٧ ٢٢/٢ ٢٣ ٣٠/۶ ٣٧/٣ ۴۶/٣ ۵٣/٩ ۵٩/٨ ۶۶/٢.

مینیمال تعمیر زمان های برای تحمل حدود محاسبه برای داده ها این از (٢٠١۶) همکاران و میرمصطفایی

کلموگروف-اسمیروف آزمون یک کردند. استفاده رایلی به صورت توزیع شده مولفه های با سری سیستم یک

به θ̂ = ١١۶١/١٩۵ با رایلی توزیع برازش از حاکی ٠/٣٣٠۴ p-مقدار و ٠/٢٣۴١ آزمون آماره مقدار با

این صورت در می یابد. ادامه مولفه ۶ شکست تا آزمایش یعنی ،r = ۶ کنید فرض است. داده ها این

.S⋆ = S۶/۶ = ۶٢۵/۵٣۵ با است برابر θ درستنمایی ماکسیمم برآورد نتیجه در و S۶ = ٣٧۵٣/٢١

برابر cS⋆ فرم به خطی برآوردگرهای کلاس در خطی برآوردگر بهترین نتیجه در و c١ = ١/٠٩۵۴ همچنین

ماکسیمم برآوردگر به توجه با است. ٠/١٩٠٩ نیز برآوردگر این مخاطره .c١S
⋆ = ۶٨۵/٢٣٩٢ با است

θ٠ حدسی مقادیر عنوان به ٩٠٠ ،٨٠٠ ،٧٠٠ ،۶٠٠ ،۵٠٠ ،۴٠٠ ،٣٠٠ مقادیر اگر ،θ برای درستنمایی

،٠/٩۵٩١ ،٠/٧٩٩٣ ،٠/۶٣٩۴ ،٠/۴٧٩۵ از عبارتند θ̂⋆ = θ٠/θ̂ مقادیر آن گاه شوند، گرفته نظر در

را c١S
⋆ برآوردگر و θ̂BS بیزی انقباضی برآوردگر نسبی کارایی ٢ جدول .١/۴٣٨٧ ،١/٢٧٨٩ ،١/١١٩٠

انتخاب با نسبی کارایی بیشترین α = ١ انتخاب با می دهد. نشان α و θ̂⋆ مختلف مقادیر و r = ۶ برای

١٠ ≤ α ≤ ٢٠ و ۵ ≤ α ≤ ١٠ مقادیر برای نسبی کارایی بیشترین همچنین می دهد. رخ θ٠ = ٩٠٠

درستنمایی ماکسیمم برآورد مقدار به که می افتد اتفاق θ٠ = ۶٠٠ و θ٠ = ٧٠٠ انتخاب با به ترتیب

٩Accelerated life test
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کمتری مخاطره دارای بیزی انقباضی برآوردگر موارد، این از یک هر در نزدیک ترند. S⋆ = ۶٢۵/۵٣۵

شوند، انتخاب θ٠ = ۵٠٠, ۶٠٠, ٧٠٠ حدسی مقادیر اگر کرد. استفاده آن از برآورد برای می توان و است

هستند. کمتری مخاطره دارای بزرگتر α مقادیر به ازای بیزی انقباضی برآوردگرهای آن گاه

c١S
⋆ و θ̂BS برآوردگرهای نسبی کارایی .١ جدول

α

٢٠ ١۵ ١٠ ۵ ١ θ̂⋆

٠٫۶٢٩٧ ٠٫٧١١۴ ٠٫٨۴۵١ ١٫٠۴٩۶ ١٫٠١۵٢ ٠٫۴٧٩۵

١٫۴٩١٨ ١٫۵٩٠٢ ٠٫۶٨۵٨ ٠٫۶١٨٧ ٠٫٠۶٨٠ ٠٫۶٣٩۴

۴٫٠۵١٧٠ ۴٫٢۵١۵ ٣٫۶٣۶۶ ٢٫۴۴٣٠ ١٫١٢٠٧ ٠٫٧٩٩٣

١٧٫٨٩۵۵ ١٢٫١٩٩٠ ٧٫٢٧٨١ ٣٫٣٩٨٨ ١٫١٧٣٠ ٠٫٩۵٩١

١٣٫٢٧٧۴ ١١٫١٠٩٢ ٧٫٩٠٨٧ ٣٫٩٩۵٨ ١٫٢٢۴۵ ١٫١١٩٠

۴٫۴٩٨۵ ۴٫٧٢٢٨ ۴٫٨٠٨٧ ٣٫٨١۶٣ ١٫٢٧۴٨ ١٫٢٧٨٩

٢٫١۶٩١ ٢٫٣٩٩٨ ٢٫٧٨۴٢ ٣٫١۴١٠ ١٫٣٢٣٣ ١٫۴٣٨٧

نتیجه گیری و بحث ٧

شده سانسور داده های براساس نمایی توزیع مقیاس پارامتر برای بیزی انقباضی برآوردیابی به مقاله این در

آن مخاطره و دست آمده به cθ̂ فرم به برآوردگرهای کلاس در مخاطره کمترین دارای برآوردگر شد. پرداخته

حدس به صورت غیرنمونه ای اطلاع و پیشین توزیع براساس بیزی انقباضی برآوردگر سپس شد. محاسبه

گرفت. قرار بررسی مورد آن ها بین نسبی کارایی محاسبه با cθ̂ برآوردگر به نسبت آن عملکرد و معرفی θ٠

دارای است، نزدیک θ واقعی مقدار به θ٠ حدسی مقدار که حالتی در بیزی انقباضی برآوردگر کلی طور به

θ به نزدیک θ٠ حالتی که در r ثابت مقادیر برای همچنین است. cθ̂ برآوردگر به نسبت بیشتری کارایی

هستند. بیشتری کارایی دارای بزرگتر b و a پیشین پارامترهای با انقباضی برآوردگرهای است،
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