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برآوردگرهای است، مشاهدات تعداد از بیشتر متغیرها تعداد وقتی بالا، بعد با مسائل در معمولا چکیده:

برآوردگر به نسبت بهتری کارایی از پاسخ، پیشگویی خطای دیدگاه از انقباضی روش های پایه بر شده جریمه

یا کننده تنظیم پارامتر برآوردگرها این در هستند. برخوردار رگرسیونی ضرایب برآورد در دوم توان های کمترین

برآوردگری بریج، انقباضی برآوردگر می کند. بازی پارامترها برآورد و متغیر انتخاب در اساسی نقش انقباضی

این در یافت. دست لاسو و ریج معروف برآوردگرهای به می توان آن کننده تنظیم پارامتر تغییر با که است

آورده به دست رگرسیونی، ضرایب بردار روی خطی قید یک اعمال با را، بریج انقباضی برآوردگر مقاله

دیدگاه از آن کارایی واقعی مثال و شبیه سازی مطالعه یک قالب در علاوه به می شود. اثبات آن سازگاری

می گیرد. قرار ارزیابی مورد خطا دوم توان میانگین

بریج. خطا، دوم توان میانگین سازگای، مقید، برآوردگر انقباضی، برآوردگر کلیدی: واژه های

مقدمه ١

از بسیاری در است. متغیرها بین ارتباط آوردن در مدل به و بررسی برای آماری روشی رگرسیونی تحلیل

n و بزرگ p مسئله به که هستند کم مشاهدات تعداد و زیاد بسیار متغیرها تعداد پزشکی جمله از مسائل

از می آورد. به وجود رگرسیون مدل های برازش در زیادی بسیار مشکلات مسئله این است. معروف کوچک

از خطی ترکیب متغیرها از برخی واقع در یا دارند دیگر متغیرهای با یکسانی رفتار متغیرها از بسیاری طرفی

متغیرها از کوچکی زیر  مجموعه مسائل، گونه این با رویارویی در رو، این از هستند. دیگر متغیر چند یا یک
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،62J07 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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برآورد و متغیر انتخاب بنابراین می شود. آن ها پرداخته برآورد به و راانتخاب بوده تاثیر بیش ترین دارای که

دوم، توان های کمترین برآورد یابی روش های است. رگرسیونی مدل سازی در بخش اساسی ترین ضرایب،

باشند، برخوردار متفاوتی ویژگی های از که داده هایی با مواجه در غیره، و پیشرو به صورت متغیر انتخاب

می توان روش ها این از استفاده هنگام در مدل آسیب های از نمی دهند. نشان خود از اطمینانی قابل عملکرد

زمانی مشکلات این به علاوه نمود. اشاره متغیرها، نادرست انتخاب و کم پیش بینی دقت پایداری، عدم به

راهکاری به عنوان انقباضی روش های می شوند. نیز تشدید باشد، زیاد پیش بین  متغیرهای بین همبستگی که

توجه مورد باشد، زیاد پیش بین  متغیرهای بین همبستگی که زمانی به خصوص مشکلات این کاهش برای

گرفته اند. قرار

برآوردگر کارایی انقباضی روش های خطا، دوم توان زیان تابع برای دادند، نشان (١٩۶١) استاین و جیمز

دامنه روی محدودیت اعمال با را رگرسیونی ضرایب روش ها این می دهند. افزایش را مکان پارامتر طبیعی

ولی می دهد کاهش را برآوردگر واریانس محدودیت هایی چنین وجود اگرچه می کنند. برآورد آن ها تغییرات

یابد. کاهش خطا دوم توان میانگین نهایت در بود امیدوار می توان طوری که  به می کند، ایجاد اریبی مقداری

اشاره بریج برآوردگر به می توان رگرسیونی مدل پارامترهای برآورد در رایج انقباضی برآوردگرهای جمله از

در برآوردگر این معرفی از پس مقاله این ادامه در شد. معرفی (١٩٩٣) فریدمن و فرانک توسط که نمود

منظر از را آن مجانبی رفتار و کرده ارائه ٣ بخش در را خطی قید یک تحت مقید بریج برآوردگر ،٢ بخش

سناریوی چند قالب در مقید بریج برآوردگر رفتار ۴ بخش در می شود. داده قرار مطالعه مورد سازگاری

مثال یک در پیشگویی خطای منظر از برآوردگر این کارایی و می گیرد قرار ارزیابی مورد شده شبیه سازی

می گیرد. قرار بحث مورد ۶ بخش در حاصل نتایج می شود. بررسی ۵ بخش در واقعی

برآوردگرها معرفی ٢

خطی مدل

Y = Xβ + ϵ (١)

یک X = (x١, . . . ,xn)
T پاسخ، متغیر بردار Y = (y١, . . . , yn) آن در که بگیرید، نظر در را

کامل رتبه دارای X ماتریس کنید فرض است. xi ∈ Rp پیش بین متغیرهای شامل n × p ماتریس

تصادفی خطاهای بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)
T و رگرسیونی ضرایب بردار β = (β١, . . . , βp)

T ستونی،
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از β پارامتر (OLS) دوم توان های کمترین برآوردگر .Cov(ϵ) = σ٢In و E(ϵ) = ٠ آن در که است،

مانده های دوم توان های مجموع کردن کمینه

RSS = RSS(β١, . . . , βp) = ϵT ϵ =

n∑
i=١

ϵ٢
i

باشد، داشته وجود هم خطی داده ها در وقتی  می شود. حاصل β̂OLS = (XTX)−١XTY به صورت

منجر دوم، توان های کمترین برآوردگر نبودن کاربردی و هم خطی مسئله ندارد. را لازم کارایی برآوردگر این

دوم توان های کمترین اصلی، مولفه های استاین، انقباضی برآوردگرهای مانند اریب برآوردگرهای توسعه به

در است. شده می دهند، ارائه را بهبودیافته برآوردگرهای که لاسو و ریج نوع نااریب، تقریبا لیو، نوع جزئی،

آن ها بین در که است، شده ارائه رگرسیونی ضرایب برآورد برای مختلفی انقباضی روش های اخیر دهه دو

است. شده برخوردار شایانی توجه از بریج انقباضی روش

بریج انقباضی روش ٢. ١

به ازای
∑p

j=١ |βj |γ ⩽ t قید تحت را RSS باقیمانده توان دوم مجموع (١٩٩٣) فریدمن و فرانک

هم خطی با مقابله برای بریج، رگرسیون نام به ریج رگرسیون از تعمیمی به عنوان را آن و کردند کمینه γ ≥ ٠

به صورت فوق بهینه سازی مسئله حل از حاصل برآوردگر نمودند. ارائه

β̂Bridge = argmin
β

((Y −Xβ)T (Y −Xβ) + k

p∑
j=١

|βj |γ) (٢)

کنترل را ضرایب به شده تحمیل انقباض میزان و بوده کنترل پارامترهای k, t ⩾ ٠ آن در که می شود، حاصل

،γ = ٢ اگر شد. خواهد برآوردگر کارایی افزایش به منجر γ بهینه انتخاب که است ذکر به لازم می کند.

دارای ریج برآوردگر ،γ = ٢ برای و لاسو رگرسیون γ = ١ اگر می شود. تبدیل ریج رگرسیون به مساله این

بسته ای صورت لاسو ریج، روش برخلاف است. β̂Ridge = (XTX + kI)−١XTY بسته صورت

داد نشان (١٩٩۶) تیبشیرانی اما می آیند، به دست عددی به صورت ضرایب بردار k مقدار هر برای و ندارد
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به صورت لاسو برآوردگر ضرایب باشد، (X′X = I) متعامد طرح ماتریس اگر

β̂Lasso = Sgn(β̂OLS)(β̂OLS − k

٢
I)+ (٣)

کلی حالت در بریج برآوردگر است. a+ = max(٠, a) و علامت تابع Sgn آن در که می آید، به دست

نیست. بسته ای صورت دارای لاسو همانند

.t = ١ و p = ٢ حالت در بریج رگرسیون عملکرد :١ شکل
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کمترین برآورد مرکزیت با مانده ها توان دوم مجموع و (|β١|γ + |β٢|γ ≤ ١) تاوان ناحیه ١ شکل

صفر در γ ≥ ٢ درحالت بریج روش ناتوانی وضوح به شکل این می دهد. نشان را معمولی دوم توان های

ضرایب از یکی آن در که باشد نقطه ای در نمی تواند ناحیه دو برخورد که داده، نشان را ضرایب کردن برآورد

مربوط ضرایب، از بعضی که می پذیرد انجام گونه ای به ضرایب برآورد ،γ ≤ ١ که زمانی اما است. صفر

خواهد خارج مدل از ضرایب آن به مربوط متغیر ترتیب این به و شده برآورد صفر دقیقا بی اثر متغیرهای به

از استفاده ویژگی این که می پذیرد، صورت تواماً متغیر انتخاب و برآوردیابی روش، این در بنابراین شد.

است. ساخته محبوب بسیار بالا بعد در لاسو) جمله (از γ ≤ ١ برای را بریج انقباضی روش

بریج برآوردگر واریانس ٢. ٢

به صورت γ > ١ برای بریج برآوردگر واریانس داد نشان (١٩٩٨) فو

V ar(β̂Bridge) = σ٢(XTX + kD(β̂)|y٠)
−١XTX(XTX + kD(β̂)|y٠)

−١ (۴)

برای است. نمونه فضای در ثابت نقطه ای y٠ و D(β̂) = diag(γ(γ−١)
٢ |β̂j |γ−٢) آن در که است،

واریانس از تقریبی (١٩٩۶) تیبشیرانی γ = ١ برای .D(β̂) = I ،(۴) رابطه در γ = ٢ خاص حالت

داد. ارائه V ar(β̂Lasso) = σ̂٢(XTX + kW−)−١XTX(XTX + kW−)−١ به صورت را

است. W = diag(|β̃j |) یافته تعمیم معکوس W− و واریانس خطای از برآوردی σ̂٢ آن در که

k کننده تنظیم پارامتر و γ انقباضی پارامتر انتخاب ٢. ٣

(GCV) تعمیم یافته متقابل اعتبارسنجی آماره از k کننده تنظیم و γ انقباضی پارامترهای بهینه انتخاب برای

به صورت معیار این ، γ ≥ ١ و k ≥ ٠ برای می شود. استفاده کردند، ارائه (١٩٧٩) واهبا و کراون که

GCV =
١
n

n∑
i=١

(
ei,k

١ − p(k)
n

)٢ (۵)

که β̂jهایی تعداد n٠ و p(k) = tr(X(XTX + kΩ−)−١XT ) − n٠ آن در که می شود، تعریف

.ei,k = yi − ŷBridgei و Ω = diag(γ٢ |β̂j |
γ−٢) ماتریس تعمیم یافته معکوس Ω− است، β̂j = ٠

کند. انتخاب را خود مقدار کمینه GCV آماره که می شوند انتخاب چنان k و γ پارامترهای
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مقید بریج انقباضی برآوردگر ٣

مورد پارامترهای از بعضی خصوص در اولیه اطلاعات از استفاده اقتصادی، مدل های و کاربردی مسائل در

می شود تعمیم یافته ای و پیشرفته روش های از استفاده به منجر اغلب بررسی، تحت آماری مدل در علاقه

معلوم اولیه اطلاعات از استفاده می شوند. برده کار به اطلاع، این بودن غیر قطعی یا قطعی به توجه با که

می شود. منتج مقید مدل های به نهایت در که است مطرح قید یک به صورت معمولا آماری، مدل های در

محدودیت (١) مدل در حال می شود. نامیده مقید برآوردگر می آید، به دست اساس براین که برآوردگری

با ،q × p اندازه در محدودیت معلوم ماتریس R آن در که بگیرید، نظر در β برای را Rβ = r خطی

مقید خطی مدل جدید، خطی مدل به است. معلوم مولفه های با q× ١ برداری r و rank(R) = q < p

داده پیشنهاد ١٩٩۵ سال در رائو توسط که روشی از ،β برآوردگر یافتن منظور به می شود. گفته (RLM)

تابع است، لاگرانژ و دوم توان های کمترین روش از تلفیقی که روش این می کنیم. استفاده شد،

F (β, λ) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) + ٢λT (Rβ − r)

مدل روی بر شده اعمال محدودیت و خطا دوم توان های مجموع از خطی تابعی که ،λ ≥ ٠ ازای به را

می سازد. کمینه است،

داریم آن ها، دادن قرار صفر برابر و λ و β به نسبت F (β, λ) از مشتق گیری با

β̂ROLS = β̂OLS − (XTX)−١RTλ.

که آنجا از

Rβ̂ROLS = Rβ̂OLS −R(XTX)−١RT λ̂ = r

به صورت (RLSE) مقید دوم توان های کمترین برآوردگر RLM مدل برای

β̂ROLS = β̂OLS + S−١RT (RS−١RT )−١(r −Rβ̂OLS)

حل برای روش ها بهترین از یکی .β̂OLS = S−١XTY و S = XTX آن در که می آید، به دست
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تابع منظور، بدین پارامترهاست. بردار روی اضافی محدودیت اعمال هم خطی، مسئله

F (β, k, λ) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) + k

p∑
j=١

|βj |γ + ٢λT (Rβ − r) (۶)

می شود. گرفته نظر در پارامترهاست، فضای روی شده اعمال محدودیت دو و خطا دوم توان های مجموع که

از است عبارت مقید بریج انقباضی برآوردگر γ > ١ برای :١ قضیه

β̂R
Bridge = β̂Bridge + S−١

k RT (RS−١
k RT )−١(r −Rβ̂Bridge) (٧)

داریم دادن قرار صفر مساوی و β به نسبت (۶) از گرفتن مشتق با برهان:

∂F
∂β = −٢X′Y + ٢X′Xβ + kγ

∑p
j=١ |βj |γ−١ + ٢RTλ = ٠

نوشت می توان ،Rβ̂ = r شده اعمال محدودیت تحت چون

λ̂ = (R(X′X + kD(β̂)|y٠)
−١RT )−١(R(X′X + kD(β̂)|y٠)

−١X′Y − r)

به صورت مقید بریج برآوردگر درنهایت

β̂RBridge = β̂Bridge − (XTX + kD(β̂)|y٠)
−١RT

× (R(XTX + kD(β̂)|y٠)
−١RT )−١(β̂Bridge − r)

ساده تر به صورت را برآوردگر این می توان ،Sk = XTX + kD(β̂)|y٠ دادن قرار با می شود. حاصل

β̂RBridge = β̂Bridge + S−١
k RT (RS−١

k RT )−١(r −Rβ̂Bridge)

کرد. بازنویسی
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مقید بریج انقباضی برآوردگر رفتار مطالعه ٣. ١

MSE(β,β∗) = E(β∗−β)T (β∗−β) به صورت خطا دوم توان  میانگین ،β∗ برآوردگر هر برای

می آید. به دست

γ > ١ ازای به (٧) مقید بریج برآوردگر خطای دوم توان میانگین بخش این مفروضات تحت :٢ قضیه

به صورت

MSE(β, β̂RBridge) = σ٢tr(MkSMk) + k٢tr(MkD
T (β̂)|y٠β

TβD(β̂)|y٠Mk)

آن در که است،

.Sk = XTX + kD(β̂Bridge)|y٠ و Mk = S−١
k − S−١

k RT (RS−١
k RT )−١RS−١

k

چون برهان:

E(β̂Bridge) = E[(XTX + kD(β̂Bridge)|y٠)
−١XTY ]

= (I − kD(β̂Bridge)|y٠S
−١
k )β

به صورت می توان را (٧) مقید بریج برآوردگر ١ قضیه از استفاده با

β̂RBridge = S−١
k Skβ̂Bridge + S−١

k RT (RS−١
k RT )−١(r −RS−١

k Skβ̂Bridge)

= MkSkβ̂Bridge + S−١
k RT (RS−١

k RT )−١r

= MkSkβ̂Bridge + S−١
k RT (RS−١

k RT )−١Rβ٠

= MkSkβ̂Bridge −MkSkβ٠ + β٠

بنابراین کرد. نویسی باز

E(β̂RBridge) = MkSk((I − kD(β̂Bridge)|y٠S
−١
k )β − β٠) + β٠

= MkSk(β − β٠) + β٠ − kD(β̂Bridge)|y٠Mkβ
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نوشت می توان ،MkSk(β − β٠) = β − β٠ و Rβ٠ = r و Rβ = r روابط به توجه با

E(β̂RBridge − β) = −kD(β̂Bridge)|y٠Mkβ

به صورت نظر مورد نتیجه لذا .Cov(β̂RBridge) = σ٢MkX
TXMk = σ٢MkSMk طرفی از

MSE(β̂RBridge) = tr(Cov(β̂RBridge)) + tr(E(β̂RBridge − β)E(β̂RBridge − β)T )

= σ٢tr(MkSMk) + k٢tr(MkD
T (β̂)|y٠β

TβDT (β̂)|y٠Mk)

می شود. حاصل

بریج برآوردگر مجانبی رفتار ٣. ٢

از β برآورد برای بگیرید. نظر در را (١) خطی مدل ،(٧) مقید بریج برآوردگر مجانبی رفتار بررسی برای

هدف تابع

Zn(ϕ) =
١
n
RSS(ϕ) +

kn
n

p∑
j=١

|ϕj |γ γ > ٠ ∀kn (٨)

نظم شرایط است لازم منظور این برای .ϕ = (ϕ١, . . . , ϕn)
T آن در که می شود، استفاده

Cn =
١
n

n∑
i=١

xixTi −→ C (A١)

١
n
max

١≤i≤n
xTi xi −→ ٠. (A٢)

فرض همچنین و است نامنفرد ماتریسی Cn و نامنفی و معلوم ماتریس C آن در که شود، گرفته نظر در

kn = o(n) اگر دادند نشان (٢٠٠٠) فو و نایت شود. حاصل ϕ = β̂n ازای به (٨) کمینه مقدار کنید
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آن گاه knn → k٠ ≥ ٠ اگر دقیق تر عبارت به است. سازگار β برای β̂n برآوردگر آن گاه

argmin(Zn(β̂n))
p→ argmin(Z(β)),

آن در که

Z(ϕ) = (ϕ− β)TC(ϕ− β) + k٠

p∑
j=١

|ϕj |γ .

صورت به را بریج برآوردگر بخش این مفروضات تحت :٣ قضیه

β̂RBridge = β̂n + S−١
n (k)RT (RS−١

n (k)RT )−١(r −Rβ̂n)

آن گاه kn = o(n) اگر .Sn(k) = Cn +
kn
n D(β̂)|y٠ آن در که بگیرید، نظر در

β̂RBridge
p→ β +C−١RT (RC−١RT )−١(r −Rβ)

.Sn(k) → C ، (A١) نظم شرایط تحت همچنین .β̂n
p→ β داریم kn = o(n) فرض تحت برهان:

می شود. حاصل مجموع پیوسته تابع احتمال در همگرایی از حاصل نتیجه

شبیه سازی مطالعه ۴

کمترین روش مقایسه و عملکرد ارزیابی به مونت کارلو شبیه سازی فرایند یک از استفاده با بخش این در

حالت دو در چندگانه رگرسیونی مدل در لاسو) و ریج برآوردگرهای روی بر تمرکز (با بریج و دوم توان های

هم خطی با مقابله برای انقباضی روش های که آنجا از می شود. پرداخته محدودیت با و محدودیت بدون

برای می گیرد. قرار مطالعه مورد طرح این در بیشتر را هم خط شده شبیه سازی مدل های لذا است، چندگانه

به را داده ها که دادند پیشنهاد (١٩٧۵) گلارنیو و دونالد مک متفاوت، هم خطی میزان با داده هایی داشتن

که کنیم، تولید است، j = ١, · · · , p و i = ١, · · · , n که xij = (١ − ν١/٢(٢zij + νzip روش

توضیحی متغیر دو هر بین همبستگی ν٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل شبه تصادفی اعداد zij آن در

نتایج سپس نموده، بیان را شده شبیه سازی داده های ویژگی های ابتدا سناریو چند قالب در ادامه در است.

است. شده آورده به دست GCV روش با k مقدار سناریو ها تمام در می شود. ارائه روش ها کاربرد
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و σ٢ ،β از تابعی خطا، توان دوم میانگین که صورتی در کردند بیان (١٩٧١) اومن و نیوهوسن :١ مثال

ویژه مقدار بزرگترین با متناظر شده نرمال ویژه بردار β اگر باشند، ثابت توضیحی متغیرهای و باشد k

متناظر ویژه بردار از بنابراین، می شود. کمینه MSE آنگاه باشد، β′β = ١ قید تحت X ′X ماتریس

،n = ۵, ٢٠, ۵٠, ١٠٠ به ازای β١, · · · , βp ضرایب برآورد برای X ′X ماتریس ویژه مقدار بزرگترین با

استفاده پاسخ متغیر مقادیر شبیه سازی در می باشد σ = ٠/۵ ،p = ۴, ٢٠ ،ν = ٠/٧, ٠/٩, ٠/٩٩

می شود.

١ سناریوی به مربوط نتایج :١ جدول

p = ٢٠ p = ۴
n n

١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ ١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ MSE ν

٠/١۴٩ ٠/۴٧١ NA NA ٠/٠٢٣ ٠/٠۴٣ ٠/١۵٠ ٣٧١۵ OLS
٠/٠٧٢ ٠/١٠۴ ٠/٢٨۴ ٠/۴٢١ ٠/٠٢٧ ٠/٠۴٠ ٠/٠٨٠ ٠/۴٧٣ Ridge ٠/٧
٠/١۵٩ ٠/۴٨٣ ١/٢٨٢ ٣/۶١٧ ٠/٠٢١ ٠/۴۴٠ ٠/١۴۴ ٠/٨۵٠ Lasso

٠/۴۶۵ ١/٢٩١ NA NA ٠/٠۶٢ ٠/١٢۶ ٠/۴٠٧ ۵١٣۵ OLS
٠/٠۶٣ ٠/٠٩١٧ ٠/٢٨٢ ٠/٢۵۴ ٠/٠۴۵ ٠/٠۶١ ٠/١٠٩ ٠/٣٧١ Ridge ٠/٩
٠/۴٧٠ ١/٠٢۵ ١/٩۴٢ ۵/٣٢٢ ٠/٠۶٢ ٠/١٢۵ ٠/٣۴٢ ١/٣۶٣ Lasso

۵/۶٩١ ١۵/٣١ NA NA ٠/١٣٣ ٠/٢٧۴ ٠/٨٧۶ ۴٩۵۵ OLS
٠/٠۴۵ ٠/٠٧٢ ٠/١٣٣ ٠/١۴٩ ٠/۴۴١ ٠/٠۶٠ ٠/١٠٩ ٠/٣۵١ Ridge ٠/٩٩
١/۶١٢ ٢/١٢٩ ٣/۴۵١ ٧/۴٧۴ ٠/١٣٣ ٠/٢۵۵ ٠/۵۶۶ ١/٧۵١ Lasso

β بردار که تفاوت این با است، شده می گرفته نظر در ١ سناریوی مشابه شبیه سازی روش ادامه در

است. شده اضافه آن به نیز خطی محدودیت آن حالت یک در و داشته متفاوتی ساختارهای

در می گیریم. نظر در β = (٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٢, . . . , ٢︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٢, . . . , ٢︸ ︷︷ ︸
١٠

)T به صورت را β بردار :٢ مثال

است یکسان و متوسط آن ها بین همبستگی که دارد وجود غیر موثر و موثر متغیرهای از گروههایی مدل این

می شود. گرفته نظر در β = (٣, . . . , ٣︸ ︷︷ ︸
١۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)T به صورت β بردار :٣ مثال

،r = [١/٩, ٣/٨]T ،R =

١ ٠ ٠ ١ ١

٠ −١ ٢ ٠ ٠

 می شود فرض ،١ سناریوی مفروضات تحت :۴ مثال

.q = ٢ و p = ۵
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سوم. و دوم سناریوی به مربوط نتایج :٢ جدول

٣ سناریوی ٢ سناریوی
n n

١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ ١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ MSE ν

١۴/٩ ۴٢/٠ NA NA ١٠/۴١٠ ٣٠/٠٢٢ NA NA OLS
٧/۴٧٢ ١۶/١٠ ٨۴/٨١ ٩٧/۵٠ ۴/٢٨٨ ٩/٣٨۴ ۴١/٩٣ ۵١/۶٨ Ridge ٠/٧
۶/٩٧٠ ١١/٩۴ ١٧١/١۵ ۴١٩/٩٧ ٨/٣٣٠ ١۶/٧٧ ١۴١/۶ ٢٨٣/٣ Lasso

٨١/٢٧٣ ٩٠/۴۴۶ NA NA ٢١/٢٩۴ ٩٣/٢۶ NA NA OLS
٢١/٣١ ٣٠/۶١ ٨۴/٩٣ ٨٨/٧٣ ١٢/۶٩ ١٨/۴١ ۴١/٣٧ ۴٣/٩۶ Ridge ٠/٩
٣۵/۵۴ ۶١/٠۶ ٢٧١/٢ ۵٩٩/٨ ۴۶/١۵ ٨۶/٢٣ ٢٣٢/٩ ۴١۶/۶ Lasso

٩۵/١۴ ١٠۶/٢ NA NA ٨۴/١۶ ١٠٧/۶ NA NA OLS
٣٧/٢٣ ۴١/۵٩ ٨۶/۴۴ ١۵٩/٨۵ ٣٨/۶۶ ٣٨/٨۶ ۴١/٨٣ ۴٢/١۴ Ridge ٠/٩٩
٧۵/٢ ٧٨/٣ ٩۶/٧ ۶٩٢/۶ ۴٣/٨٩ ۴۴/٨ ۴٧/٣ ۵۴/٨ Lasso

پروستات سرطان داده های ۵

این برای می گیرد. قرار مطالعه مورد واقعی مثال یک در شده پیشنهاد برآوردگرهای کارایی بخش این در

داده ها این است. شده استفاده داده اند، ارائه (١٩٨٩) همکاران و استیمی که پروستات داده های از منظور

را کرده اند مراجعه پروستاتکومی به که مردانی کلینیکی اندازه و پروستات خاص نوع آنتیژن بین وابستگی

داده ها وقتی یا است مشاهدات از کمتر متغیرها تعداد که زمانی می دهد نشان نتایج این می دهند. نشان

پروستات. داده های به مربوط نتایج :٣ جدول

Lasso Ridge OLS
t٠ معیار خطای ضرایب برآورد t٠ معیار خطای برآوردضرایب t٠ معیار خطای ضرایب برآورد متغیر

٠/٧٢٨ ١/۴٣٢ ١/٠۴٣ −٠/٢٢٨ ٠/۴٧١ −٠/١٠٧ ٠/۵١۶ ١/٢٩٠ ٠/۶۶٩ Intercept
۵/٠٠۶ ٠/٠٩۴ ٠/۴٧۴ ۶/٣١٨ ٠/١١١ ٠/٧٠۴ ۶/۶٧٧ ٠/٠٨٧ ٠/۵٨٧ lcavol
١/٠٧٩ ٠/١٨٠ ٠/١٩۵ ٢/۶٨٧ ٠/١٧۴ ٠/۴۶٩ ٢/۶٧٣ ٠/١٧٠ ٠/۴۵۴ lweight
٠/٠٠٠ ٠/٠١٢ ٠/٠٠٠ −١/۵٢۶ ٠/٠١٣ −٠/٠٢١ −١/٧۵٨ ٠/٠١١ −٠/٠١٩ age
٠/٠٠٠ ٠/٠۶١ ٠/٠٠٠ ١/٣٩٣ ٠/٠٧٠ ٠/٠٩٧ ١/٨٣٢ ٠/٠۵٨ ٠/١٠٧ lbph
١/۴۵٠ ٠/٢۵٩ ٠/٣٧۵ ١/۵٩٩ ٠/٢٧٧ ٠/۴۴۴ ٣/١٣۶ ٠/٢۴۴ ٠/٧۶۶ svi
٠/٠٠٠ ٠/٠٩٨ ٠/٠٠٠ −٠/۵٩٩ ٠/١١٨ −٠/٠٧٠ −١/١۵٩ ٠/٠٩١ −٠/١٠۵ lcp
٠/٠٠٠ ٠/١٧۴ ٠/٠٠٠ ١/١٣٩ ٠/١٣٨ ٠/١۵٨ ٠/٢٨٧ ٠/١۵٧ ٠/٠۴۵ gleason
٠/٠٠٠ ٠/٠٠۴ ٠/٠٠٠ −٠/٢١٠ ٠/٠٠۵ −٠/٠٠١ ١/٠٢۴ ٠/٠٠۴ ٠/٠٠۴ pgg45

مقدار و آورد به دست را ضرایب خوبی به نمی تواند دوم توان های کمترین برآورگر می باشند، هم خطی دارای

دوم توان های کمترین برآوردگر از بهتر لاسو برآوردگر که، درحالی است. زیاد آن خطای توان دوم میانگین

دارای ریج رگرسیون مجموع، در است. کمتری خطای توان دوم میانگین دارای و کرده برآورد را ضرایب

و ضرایب کردن برآورد صفر غیر روش این اصلی عیب و روش هاست سایر بین در پیش بینی دقت بهترین

است. مدل از متغیر حذف عدم
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پنجم. سناریوی محدودیت با مقید مدل در پروستات داده های به مربوط نتایج :۴ جدول

Ridge OLS
t٠ معیار خطای برآوردضرایب t٠ معیار خطای ضرایب برآورد متغیر

٣/٣۵٧ ٨/١۵٢ ۶/١٧٨ ۴/۵١١ ٠/٢٨٧ ۶/٨٧٨ Intercept
−٣/۶٣٨ ٠/٠۶۴ ٠/٠١۶ ٢/٠٩٧ ٠/٠٩٠ ٠/١٢۵ lcavol

NA ٠/۵۵٨ −٠/٢٢٧ NA ٠/١٠٢ ١/٢١٣ lweight
NA ٠/٠٢۶ −٠/٠٢۶ NA ٠/٠١٢ −٠/٠٨۴ age
NA ٠/١۴٩ ٠/١٠٠ NA ٠/٠٧٣ ٠/١۵٨ lbph
NA ٠/١۴٩ ٠/١٠٠ NA ٠/٢٩٢ ١/٢۵٠ svi
NA ٠/٠٩٨ ٠/٠٧۵ NA ٠/١٠٣ ٠/۴١٧ lcp
NA ٠/٧٠۶ −٠/۵٨٠ NA ٠/١۴٢ −٠/۵٩۶ gleason
NA ٠/٠١٠ ٠/٠٠٨ NA ٠/٠٠۵ ٠/٠١١ pgg45

نتیجه گیری و بحث ۶

دوم توان های کمترین برآوردگر باشد داشته وجود هم خطی داده ها در وقتی اینکه به توجه با مقاله این در

توجه با آن، خطای دوم توان میانگین بررسی ضمن و نموده پیشنهاد را بریج برآوردگر ندارد، را لازم کارایی

این آنکه برای باشد، اختیار در اولیه ای اطلاعات اگر اقتصادی مدل های و کاربردی مسائل در این که به

توان میانگین منظر از برآوردگر این خواص شد. ارائه مقید بریج برآوردگر شود، اضافه مدل به اطلاعات

و ارزیابی مورد عددی مطالعات با حاصل نتایج گرفت. قرار بررسی مورد احتمال در همگرایی و خطا دوم

ریج برآوردگر و کمتر خطای دوم توان میانگین از لاسو برآوردگر که شد ملاحظه انتها در گرفت، قرار تحلیل

هستند. برخودار بیشتری پیش بینی دقت از

تشکر و تقدیر

داوران ارزشمند نظرات و پیشنهادها از مجله، تحریریه هیئت مجترم اعضای از تشکر ضمن مقاله نویسندگان

دارند. را قدردانی و تشکر کمال گردید آن سطح ارتقاء موجب که مقاله محترم ویراستار و
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