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برمال زن قباد

زابل دانشگاه آمار، گروه

١٣٩٧/٠۴/٢٩ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۵/٠٩/٢٩ دریافت: تاریخ

شرکت های مناسب مدیریت برای اساسی کمیت  یک خاص، دوره  یک در خسارت ها مقادیر مجموع چکیده:

مجموع بین معمولی تصادفی ترتیب بررسی به مقاله، این در هستند. بیمه ای پوشش های قیمت گذاری و بیمه

به علاوه . است شده پرداخته هستند، مقعر و صعودی خسارت ها، بقای تابع که وقتی خسارت ها مقادیر

شد. خواهد داده تعمیم (٢٠١۶) لی و لی نتایج از برخی

شُور- تصادفی، ترتیب متناسب، معکوس خطر نرخ مدل متغیره، چند زنجیری بیشاندن کلیدی: واژه های

شُور-مقعر. محدب،

مقدمه ١

بیان گر Xλn ،· · · ،Xλ١ آن در که بگیرید نظر در (Ip١Xλ١ , · · · , IpnXλn) به صورت بیمه سبد یک

،Ipi = ١ که باشند، E(Ipi) = pi با برنولی تصادفی متغیرهای Ipiها و تصادفی خسارت های مقادیر

از یکی .Ipi = ٠ این صورت غیر در باشد شده گزارش قرارداد، -امین i برای خسارت یک حداقل هرگاه

Sn(λ,p) =
∑n

i=١ IpiXλi کمیت احتمال، و آمار گوناگون زمینه های در علاقه مورد تصادفی متغیرهای

محاسبه  برای است. معروف بیمه٣ سبد یک در خسارت ها٢ مجموع به بیم سنجی١ علم در به ویژه که است
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در هستند. معروف جمعی۵ و فردی۴ مخاطره مدل های به که دارد وجود مدل دو خسارت ها، مجموع

می شود منتسب احتمالی آنها، از هریک به و هستند اهمیت حائز فردی نامه های بیمه فردی، مخاطره مدل

یک هر سهم مجموع برابر خسارت ها، مجموع بنابراین است. نامه بیمه آن خسارت رخداد احتمال که

که بگیرید نظر در را بیمه شرکت یک مثال، عنوان به است. بیمه سبد کل در فردی نامه های بیمه از

و باشد فروخته بیمه نامه، n شرکت این سال، یک پایان در کنید فرض می کند. بیمه را بارکش کامیون های

مواردی، چنین در باشند. p١, . . . , pn برابر رانندگان، توسط خسارت گزارش احتمال سوابق، به توجه با

مخاطره مدل است معلوم و مشخص بیمه نامه ها از هریک به منسب احتمال و خسارت ها مقادیر چون

جمعی، مخاطره مدل در .(١٣٩١ (بازیاری، است مناسب خسارت ها، مقادیر مجموع توصیف برای انفرادی

رخداد احتمال و است اهمیت حائز بیمه، سبد کل آن جای به و نیست مشخص فردی بیمه نامه های ساختار

تعداد و وقوع زمان فقط آن در که است مد نظر فرایندی یعنی نیست. مشخص بیمه نامه ها برای خسارت ها

ندارد. اهمیتی شده اند ناشی بیمه نامه کدام از خسارت ها اینکه و می شود ثبت خسارت ها

می شود. نامیده ناهمگن این صورت، غیر در و همگن بیمه، سبد آن گاه باشند هم توزیع ها Xλi اگر

جمله  از که هستند تصادفی متغیرهای مجموع شامل بیم سنجی، علم با مرتبط کمیت های از بسیاری

احتمال و تجمعی خسارت های مقدار برای زیان بس بیمه  حق مخاطره، معرض در مقدار به می توان آنها

آنها امثال و کمیت ها این محاسبه  برای نمود. اشاره اقتصادی، محیط یک در متناهی زمان در ورشکستگی

پیچیده معمولا آن، آوردن به  دست که است نیاز تصادفی متغیرهای مجموع توزیع تابع به بیم سنجی، علم در

با مقاله، این در می شود. استفاده کمیت ها این محاسبه  برای شبیه سازی، و تقریبی روش های از لذا است.

به  دست تصادفی، متغیرهای از مجموع این توزیع تابع برای کران هایی تصادفی، ترتیب های نظریه  از استفاده

است. آمده

تغییر چگونگی آن گاه نباشند هم توزیع قراردادها، با متناظر Ipi و Xλi تصادفی متغیرهای اگر

باعث توزیع ها، در تغییر این که است بدیهی است. مهم مسئله یک Sn(λ,p) با مرتبط مشخصه های

مقادیر مجموع مختلف مشخصه های روی ناهمگنی تاثیر مقاله، این در می شوند. بیمه سبد در ناهمگنی

ابتدا بیمه، در ناهمگنی مسئله  است. گرفته قرار مطالعه مورد تصادفی، ترتیب های دیدگاه از خسارت ها

(٢٠٠۴) همکاران و داهان بعدها گرفت. قرار مطالعه مورد عمر غیر بیمه های برای (١٩٩٨) اسپیرو توسط

بر را ناهمگنی تاثیر و دادند قرار بررسی مورد را متفاوت موضوع های با بیمه گذاران از بیمه ایی سبدهای

عنوان تحت مفهومی توسط بیمه، سبد در ناهمگنی ادامه، در نمودند. بررسی مطالعه، تحت موضوع های
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می شود. اعمال بیمه قراردادهای در بیشاندن۶

صورت این در نباشند. احتمالی خسارت های پرداخت به قادر است ممکن بیمه٧ شرکت های گاهی

مابقی و کرده پرداخت می گویند d نگه داشت سطح آن به که را خسارت ها از آستانه ای تا بیمه شرکت های

معروف اتکایی بیمه  شرکت به که دیگری بیمه  شرکت های به می شود داده نشان X − d با که را خسارت

اول بیمه  شرکت از بیمه ای حق ،X − d خسارت قبول ازای در اتکایی بیمه  شرکت می کنند. واگذار هستند

پوشش را مخاطره کل زیان بس اتکایی بیمه  بنابراین می گویند. زیان بس٨ بیمه  حق آن به که می کند دریافت

شرکت یک برای X نامنفی خسارت کنید فرض می دهد. پوشش را مخاطره بالایی قسمت فقط و نمی دهد

است. (X −d)+ = max{X −d, ٠} به صورت اتکایی بیمه  پرداخت صورت این در افتد. اتفاق بیمه

کرد. خواهد پرداخت را مخاطره مابقی اتکایی، بیمه گر و می دارد نگه d آستانه  تا را مخاطره بیمه گر، بنابراین

می یابد. کاهش اتکایی بیمه  حق d افزایش با و می شود متوقف d سطح در بیمه گر زیان دیگر، به عبارت

می شود. تعریف ΠX(d) = E(X − d)+ به صورت و داده نشان ΠX(d) نماد با زیان بس بیمه  حق

بیمه گر بقای برای می توانند بزرگ، مقادیر با خسارت های اینکه دلیل به بیم سنجی، کاربردهای در

بیم سنجی علم با مرتبط کمیت های از بسیاری محاسبه   است. توجه مورد توزیع تابع دم اغلب باشند، خطرساز

دم از استفاده نیازمند نوعی به زیان، ذخیره  چندک های و زیان بس بیمه  حق ورشکستگی٩ احتمال قبیل از

عدم یا رخداد که است توجه مورد جهت آن از بیم سنجی علم در بقا تابع است. بقا تابع همان یا توزیع تابع

تصادفی ترتیب بقا، تابع اهمیت این به توجه با دارد. همراه به را زیان یا سود بیشترین بزرگ، مقادیر رخداد

گرفته قرار بررسی و بحث مورد خسارت ها مقادیر مجموع برای مقاله، این در مبسوط به صورت معمولی١٠

است.

علاقه  مورد کاربردی، و نظری زمینه  دو هر در خسارت ها مجموع و خسارت ها تعداد تصادفی مقایسه 

معنای به ها pi بین زیاد پراکندگی که دادند نشان (١٩۶٣) نویکوف و کارلین است. آماردانان از بسیاری

می دهد. نتیجه محدب١١ ترتیب به نسبت را خسارت ها تعداد مجموع بین کوچکتر تصادفی ترتیب بیشاندن،
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دادند نشان دقیق تر، به عبارت

(p١, · · · , pn)
m
⪰ (p∗١ , · · · , p∗n) =⇒

n∑
i=١

Ipi ≤cx

n∑
i=١

Ip⋆i , (١)

و i = ١, · · · , n برای E(Ip∗i ) = p∗i با برنولی مستقل تصادفی متغیرهای Ip∗١ , · · · , Ip∗n آن در که

اندازه ولی متفاوت خسارت ها تعداد با حالتی به را (١) نتیجه  (٢٠٠٠) ما هستند. ها Xλi از مستقل

باشند، تعویض پذیر١٢ تصادفی Xλ١متغیرهای , · · · , Xλn اگر داد نشان و داد تعمیم یکسان، خسارت های

آن گاه

(p١, · · · , pn)
m
⪰ (p∗١ , · · · , p∗n) =⇒ Sn(λ,p) ≤cx Sn(λ,p

∗) (٢)

(h(p١), · · · , h(pn))
m
⪰ (h(p∗١), · · · , h(p∗n)) =⇒ Sn(λ,p) ≥st Sn(λ,p

∗),(٣)

برقرار (٢) که داد نشان (٢٠٠٠) ما همچنین .h(p) = (١ − p)/p یا h(p) = − log p آن در که

Xλ١ ≤st · · · ≤st Xλn که شرط این با نامنفی تصادفی متغیرهای Xλ١ , · · · , Xλn هرگاه است

این .D+
n = {(a١, · · · , an) : a١ ≥ · · · ≥ an ≥ ٠} و (h(p١), · · · , h(pn)) ∈ D+

n و

برای شرایطی و گرفتند قرار بررسی مورد (٢٠٠۴) روان و هو و (٢٠٠١) فراستیگ توسط بعدها مقایسه ها

معرفی متقارن١۴ معمولی متغیره  چند ترتیب زبرجمعی١٣ ترتیب به نسبت خسارت ها مقادیر تصادفی مقایسه 

صعودی محدب ترتیب به نسبت ریسک ها ناهمگنی صعودی اثر مطالعه  به (٢٠٠۶) فراستیگ و دنوا شدند.

خسارت ها تعداد هم که کلی، حالت برای را مقایسه ها این (٢٠٠٨) احمدی و خالدی پرداختند. (زیان بس)

کردند معرفی را زیر ماتریسی فضای آنها دادند. قرار مطالعه مورد باشند متفاوت خسارت ها اندازه هم و

Sn =

{
(a,b) =

(
a١ . . . an

b١ . . . bn

)
: a١ ≥ . . . ≥ an > ٠ و b١ ≥ . . . ≥ bn > ٠

}
,

متناظر خسارت های مجموع می توان آن از استفاده با که نمودند اثبات و بیان را قضیه ای فضا، این تحت و

(٢٠١۵) همکاران و برمال زن نمود. مقایسه معمولی، تصادفی ترتیب لحاظ از را ناهمگن بیمه  سبد دو با

12Exchangeable
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کردند معرفی زیر صورت به Sn فضای از کامل تری نسخه 

Mn =

{
(a,b) =

(
a١ . . . an

b١ . . . bn

)
: ai, bj > ٠ و (ai − aj)(bi − bj) ≥ ٠

}
,

با معمولی، تصادفی ترتیب لحاظ از را خسارت ها مجموع از بیشتری تعداد توانستند آن، از استفاده با که

ضعیف بیشاندن شرط با را متغیره چند زنجیری بیشاندن شرط (٢٠١۶) زو و ژانگ نمایند. مقایسه یکدیگر

دادند. تعمیم را (٢٠١۵) همکاران و برمال زن نتایج بلافاصله و کرده عوض

مقادیر مجموع مورد در تاکنون که تصادفی مقایسه های که است این شد متذکر باید که نکته ای اما

نزولی تابعی خسارت ها، به مربوط بقای تابع که بود حالاتی برای بود گرفته قرار بررسی مورد خسارت ها

حل هنوز باشند مقعر و صعودی تابعی خسارت ها، بقای تابع که زمانی برای مساله این بود. محدب و

نویسندگان، این کنند. حل را مساله این توانستند بار اولین برای (٢٠١۶) لی و لی سرانجام که بود نشده

اندازه ولی متفاوت خسارت های تعداد با حالتی برای را خسارت ها مقایر مجموع به مربوط تصادفی مقایسه 

تعداد هم که وقتی کلی، حالت یک برای را مقایسه ها این مقاله، این در دادند. انجام یکسان، خسارت

است. گرفته قرار مطالعه مورد باشند متفاوت آنها اندازه هم و خسارت ها

شده ارائه بیشاندن نظریه و تصادفی ترتیب های با رابطه در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢ بخش در

انجام ٣ بخش در متغیره، چند زنجیری بیشاندن به نسبت خسارت ها مقادیر مجموع تصادفی مقایسه  است.

۴ بخش در متناسب، وارون خطر نرخ مدل  در آمده، دست به نتایج از مصداق یک سرانجام، است. شده

است. شده ارائه

نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢

تناظر یک بیان با معادل ریسک، یک اندازه گیری لذا هستند نامنفی تصادفی متغیرهای ریسک ها که آنجا از

اندازه  نشان دهنده  حقیقی، اعداد است. R+ نامنفی حقیقی اعداد و نامنفی تصادفی متغیرهای بین ϱ مانند

اندازه  بنابراین می شوند. داده نشان ϱ[X] با نتیجه در و بوده X ریسک به شده داده تخصیص ریسک

مقدار بیانگر X اگر می دهد. تخصیص را نامنفی حقیقی عدد یک ریسک، هر به که است تابعی ریسک،

بیمه سبد به باید که می شود تعبیر سرمایه ای به عنوان ϱ[X] آنگاه باشد، مالی بیمه  سبد چند در ممکن زیان

باشد. قبول قابل خارجی، و داخلی کننده های کنترل به نسبت بیمه سبد تا شود اضافه تثبیتی ذخیر ه  به عنوان
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و سهام تعیین برای ریسکی، اندازه های چنین از است. بیمه سبد ریسک سرمایه  ϱ[X] حالتی چنین در

مهم ریسک اندازه های از نمونه دو ادامه در می شود. استفاده ورشکستگی از اجتناب برای لازم، سرمایه های

است. شده آورده دمی، مخاطره معرض در مقدار و مخاطره معرض در مقدار عناوین تحت پرکاربرد، و

F (t) = P (X ≤ t) توزیع تابع Xدارای تصادفی متغیر کنید فرض (٢٠٠۵ همکاران، و (دنوا :١ تعریف

معرض در مقدار ،p ∈ (٠, ١) شده  داده احتمال سطح برای باشد. F−١(p) پیوسته  راست از معکوس و

می شود. تعریف V aR[X; p] = F−١(p) = sup{t ∈ R|P (X ≤ t) ≤ p} صورت به مخاطره

نمی دهد. نشان توزیع، بالایی دم سنگینی و رفتار مورد در اطلاعاتی هیچ گونه مخاطره، معرض در مقدار

شود. گرفته نظر در مخاطره معرض در مقدار معیار از ضعف نقطه  یک به عنوان می تواند مسئله این بنابراین

می شود. نامیده دمی مخاطره  معرض در مقدار می دهد پوشش را ضعف این که معیاری

مخاطره  معرض در مقدار دارای X تصادفی متغیر کنید فرض (٢٠٠۵ همکاران، و (دنوا :٢ تعریف

به دمی مخاطره  معرض در مقدار ،p ∈ (٠, ١) شده  داده احتمال سطح هر برای باشد. V aR[X; ξ]

صورت

TV aR[X; p] =
١

١ − p

∫ ١

p
V aR[X; ξ] dξ

می شود. تعریف

مفهوم از استفاده با می تواند می شود، منعکس پارامترها وسیله به که بیمه ها سبد میان ناهمگنی میزان

یکسان، بعدهای با نامنفی بردار دو مقایسه  برای روشی بیشاندن شود. مقایسه پارامترها بین بیشاندن

بیمه  سبد باشد برقرار بردار دو بین بیشاندن، نامساوی که وقتی است. آنها مؤلفه های پراکندگی لحاظ از

است. دیگری بیمه  سبد از ناهمگن تر بزرگتر، بیشاندن جهت با متناظر

b(١) ≤ · · · ≤ b(n) و a(١) ≤ · · · ≤ a(n) کنید فرض (٢٠١١ همکاران، و (مارشال :٣ تعریف

بردار باشند. b = (b١, · · · , bn) و a = (a١, · · · , an) با متناظر شده مرتب مقادیر به ترتیب

،i = ١, · · · , n − ١ هر ازای به هرگاه (a
m
⪰ b) است b بردار از بزرگتر بیشاندن معنای به a

.
∑n

j=١ a(j) =
∑n

j=١ b(j) و
∑i

j=١ a(j) ≤
∑i

j=١ b(j)
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باشد b از بزرگتر بیشاندن معنای به a اگر زیرا دارد. پراکندگی با نزدیکی ارتباط بیشاندن مفهوم

در و است b(n) − b(١) یعنی b بردار دامنه  از بزرگتر a(n) − a(١) یعنی a بردار دامنه  آنگاه (a
m
⪰ b)

است. b بردار از پراکنده تر a بردار نتیجه

شُور-محدب١۵ A ⊆ Rn مجموعه  روی ϕ مقدار حقیقی تابع (٢٠١١ همکاران، و (مارشال :۴ تعریف

هرگاه می شود نامیده

a
m
⪰ b =⇒ ϕ(a) ≥ ϕ(b).

شود. عوض فوق، نامساوی جهت هرگاه می شود نامیده ١۶ شُور-مقعر ϕ تابع همچنین،

پیوسته  تابع یک ϕ : In → R و باز بازه  یک I ⊆ R کنید فرض (٢٠١١ همکاران، و (مارشال :١ قضیه

اگر فقط و اگر می شود نامیده (شُور-مقعر) شُور-محدب In روی ϕ تابع باشد. مشتق پذیر

باشد. متقارن In روی ϕ تابع الف)

z ∈ In هر و i ̸= j هر برای ب)

(zi − zj)(
∂ϕ

∂zi
(z)− ∂ϕ

∂zj
(z)) ≥ ٠ (≤ ٠),

است. -ام i مؤلفه  به نسبت ϕ تابع جزئی مشتق بیانگر ∂ϕ
∂zi

آن در که

ابتدا آنها، بیان از قبل شده اند. معرفی ماتریس ها مقایسه  برای برداری، بیشاندن مفهوم از تعمیم هایی

می شود. یادآوری خاص ماتریس چند

و باشند نامنفی آن درایه های همه  هرگاه می شود نامیده ١٧ مضاعف تصادفی ماتریس یک P ماتریس

باشند. ١ با برابر آن، ستون هر و سطر هر جمع

ستون و سطر هر هرگاه می شود نامیده جایگشت١٨ ماتریس یک ،n× n مرتبه از ،Π مربع ماتریس

جایگشت ماتریس های این از n! است واضح باشند. صفر آن، درایه های بقیه و بوده ١ درایه  یک دارای آن،

می آیند. به دست I واحد ماتریس ستون های یا سطر تعویض با که دارند وجود n× n

15Schur-convex
16Schur-concave
17 matrix stochastic Doubly
18matrix Permutation
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٠ ≤ w ≤ ١ آن در که می شود تعریف T = wI+(١−w)Π صورت به -تبدیل١٩ T ماتریس یک

فقط شود اعمال a بردار روی -تبدیل T ماتریس اگر داشت توجه باید است. جایگشت ماتریس یک Π و

با است برابر aT مقدار دیگر، عبارت به می کند. جابجا را بردار آن از مؤلفه دو

(a١, · · · , aj−١, waj + (١ − w)ak, aj+١, · · · , ak−١, wak + (١ − w)aj , ak+١, · · · , an).

یک پارامترهای بردار a اگر می شود. ظاهر بیمه سبد در ناهمگنی مفهوم در بیمه، در -تبدیل T ماتریس

قراردادهای در ناهمگنی آن در که می آورد به وجود جدیدی بیمه  سبد w = ١/٢ با aT آنگاه باشد بیمه سبد

است. شده جایگزین (ai + aj)/٢ جدید پارامترهای با همگن قرارداد دو با ام j و ام i

m× n ماتریس دو B = {bij} و A = {aij} کنید فرض (٢٠١١ همکاران، و (مارشال :۵ تعریف

این صورت در باشند. bR١ , . . . , bRm و aR١ , . . . , aRm سطرهای با ترتیب به

هر برای هرگاه (A >row B) است B ماتریس از بزرگتر سطری٢٠ بیشاندن معنای به A ماتریس الف)

.aRi
m
⪰ bRi باشیم داشته i = ١, . . . ,m

مجموعه  یک هرگاه (A≫ B) است B ماتریس از بزرگتر زنجیری٢١ بیشاندن معنای به A ماتریس ب)

به طوری که باشد داشته وجود n× n مرتبه از T١, · · · , Tk -تبدیل T ماتریس های از متناهی

B = AT١T٢ . . . Tk.

ماتریس یک هرگاه (A > B) است B ماتریس از بزرگتر ماتریسی٢٢ بیشاندن معنای به A ماتریس ج)

.B = AP به طوری که باشد داشته وجود P مضاعف تصادفی

آنگاه باشد B ماتریس از بزرگتر زنجیری، بیشاندن معنای به A ماتریس اگر که داشت توجه باید

معنای به A ماتریس اگر همچنین است. B ماتریس از بزرگتر ماتریسی، بیشاندن معنای به A ماتریس

از بزرگتر سطری، بیشاندن معنای به A ماتریس آنگاه باشد B ماتریس از بزرگتر ماتریسی، بیشاندن

19matrix T-transform
20 majorization Row
21 majorization Chain
22majorization Matrix
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دیگر، عبارت به است. B ماتریس

A≫ B ⇒ A > B ⇒ A >row B.

و مارشال به می توان آنها، کاربردهای و ماتریسی و برداری بیشاندن مفهوم مورد در بیشتر جزئیات برای

نمود. مراجعه (٢٠١١) همکاران

مدل بندی و مقایسه دیگر، مناسب توابع و خطر نرخ توابع و توزیع توابع وسیله  به کلی طور به مخاطره ها

سرقت بیمه  به می توان نمونه به عنوان که دارند کاربرد بیمه مختلف بخش های در تصادفی ترتیب های می شوند.

ابزارهای از یکی مخاطره ها ترتیب بندی همچنین نمود. اشاره غیره و بدهکاری بیمه  تصادف، بیمه  اتومبیل،

است بیمه ها حق اصلی تحلیل و خسارت ها مجموع پیش بینی ورشکستگی، احتمال برآورد در پایه ای و مهم

خود آینده زیان یا سود برای ورشکستگی، احتمالات از تقریبی داشتن دست در با بتوانند بیمه شرکت های تا

کنند. برنامه ریزی

توابع با به ترتیب نامنفی تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض (٢٠٠٧ شانتیکومار، و (شیکد :۶ تعریف

بزرگتر معمولی تصادفی ترتیب در X گوییم باشند. Ḡ(x) و F̄ (x) بقای توابع و G(x) و F (x) توزیع

X ≥st Y دیگر، عبارت به .F̄ (x) ≥ Ḡ(x) ،x > ٠ هر برای هرگاه (X ≥st Y ) است Y از

باشیم داشته ریاضی، امیدهای وجود شرط با و ϕ : R → R صعودی تابع هر برای اگر فقط و اگر

.E(ϕ(X)) ≥ E(ϕ(Y ))

محاسبه  می کند. اختیار Y به نسبت را بزرگتر مقادیر بیشتری، احتمال با X می دهد نشان ۶ تعریف

چندک های و زیان بس بیمه  حق ورشکستگی، احتمال قبیل از بیم سنجی علم با مرتبط کمیت های از بسیاری

بیم سنجی علم در بقا تابع است. بقا تابع همان یا توزیع تابع دم از استفاده نیازمند نوعی به زیان، ذخیره 

دارد. همراه به را زیان یا سود بیشترین بزرگ، مقادیر رخداد عدم یا رخداد که است توجه مورد جهت آن از

رابطه 

X ≥st Y ⇐⇒ V aR[X; p] ≥ V aR[Y ; p], p ∈ (٠, ١)

ترتیب های و بیشاندن مورد در بیشتر جزئیات است. برقرار معمولی ترتیب و مخاطره معرض در مقدار بین

همکاران و برمال زن و (١٣٩٢) حیدری و برمال زن ،(١٣٩١) همکاران و برمال زن در می توان را تصادفی

کرد. مشاهده (١٣٩۴)
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به هرگاه (X ≥sl Y ) است Y از بزرگتر زیان بس ترتیب در X (٢٠٠۵ همکاران، و (دنوا :٧ تعریف

.ΠX(d) ≥ ΠY (d) باشیم داشته d ≥ ٠ هر ازای

هنگامی که است اتکایی بیمه  شرکت یک در بس زیان بیمه  حق مقدار بیانگر بیمه، در ΠX(d) کمیت

حق هرگاه است X ≥sl Y گفت می توان بنابراین باشد. شده اعمال بیمه قرارداد در d نگه داشت سطح

باشد. Y مخاطره  برای آن، متناظر مقدار از بزرگتر ،d نگه داشت سطح با X مخاطره برای زیان بس بیمه 

رابطه 

X ≥sl Y ⇐⇒ TV aR[X; p] ≥ TV aR[Y ; p], p ∈ (٠, ١)

است. برقرار بس زیان ترتیب و دمی مخاطره  معرض در مقدار بین

خسارت ها مقادیر مجموع بین تصادفی مقایسه ٣

پراکندگی شاخص های یا مرکزی شاخص های از استفاده تصادفی، متغیر دو مقایسه  برای روش ساده ترین

از نمی کنند. منتقل توزیع مورد در را زیادی اطلاعات و هستند عدد یک نهایت در شاخص ها این اما است.

این در آورده اند. روی باشند توزیع   ها از بیشتری اطلاعات کننده  منعکس که روش هایی به محققان، رو این

کران های می توان آن، از استفاده با که می شود پرداخته خسارت ها مقادیر مجموع تصادفی مقایسه به بخش،

کرد. پیدا خسارت ها مقادیر مجموع توزیع تابع یا بقا تابع برای را

در که باشند، نامنفی مستقل تصادفی متغیرهای از مجموعه ای Xλ١ , · · · , Xλn کنید فرض :٢ قضیه

کنید فرض همچنین هستند. i = ١, · · · , n برای λi > ٠ با F̄ (·;λi) بقای تابع دارای Xλi آن

ها Xλi از مستقل که باشند، E(Ipi) = pi با برنولی مستقل تصادفی متغیرهای Ip١ , · · · , Ipn
اگر باشد. صعودی λi به نسبت F̄ (·;λi) بقای تابع ،i = ١, · · · , n برای کنید فرض بعلاوه هستند.

آن گاه (h(p١:n), · · · , h(pn:n))
m
⪰ (h(q١:n), · · · , h(qn:n))

n∑
i=١

Ipi:nXλn−i+١:n ≥st

n∑
i=١

Iqi:nXλn−i+١:n , (۴)

.h(p) = (١ − p)/p یا h(p) = − log p آن در که
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شود داده نشان صعودی تابع هر برای است کافی ،n = ٢ حالت برای برهان:

E{ϕ(Ip١:٢Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢)} ≥ E{ϕ(Iq١:٢Xλ٢:٢ + Iq٢:٢Xλ١:٢)}.

٣ تعریف طبق صورت این در .(− log p١:٢,− log p٢:٢)
m
⪰ (− log q١:٢,− log q٢:٢) کنید فرض

نوشت: می توان

p١:٢ p٢:٢ = q١:٢ q٢:٢ و p١:٢ + p٢:٢ ≥ q١:٢ + q٢:٢

داریم: طرفی از

E{ϕ(Ip١:٢Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢)} = E{E{ϕ(Ip١:٢Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢ |Ip١:٢)}}

= E{p١:٢ϕ(Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢)

+ (١ − p١:٢)ϕ(Ip٢:٢Xλ١:٢)}

= E{E{p١:٢ϕ(Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢ |Ip٢:٢)}}

+ E{E{(١ − p١:٢)ϕ(Ip٢:٢Xλ١:٢ |Ip٢:٢)}}

= E{p١:٢ p٢:٢ ϕ(Xλ٢:٢ +Xλ١:٢)

+ p١:٢ (١ − p٢:٢)ϕ(Xλ٢:٢)}

+ E{ p١)٢:٢ − p١:٢)ϕ(Xλ١:٢)

+ (١ − p١:٢) (١ − p٢:٢)ϕ(٠)}

= p١:٢ p٢:٢ {E(ϕ(Xλ٢:٢ +Xλ١:٢))

− E(ϕ(Xλ٢:٢))− E(ϕ(Xλ١:٢)) + E(ϕ(٠))}

+ p١:٢ {E(ϕ(Xλ٢:٢)− E(ϕ(٠))}

+ p٢:٢ {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}+ E(ϕ(٠)),

بنابراین

∆ = E{ϕ(Ip١:٢Xλ٢:٢ + Ip٢:٢Xλ١:٢)} − E{ϕ(Iq١:٢Xλ٢:٢ + Iq٢:٢Xλ١:٢)}

= (p١:٢ p٢:٢ − q١:٢ q٢:٢) {E(ϕ(Xλ٢:٢ +Xλ١:٢))
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− E(ϕ(Xλ٢:٢))− E(ϕ(Xλ١:٢)) + E(ϕ(٠))}

+ (p١:٢ − q١:٢) {E(ϕ(Xλ٢:٢ − E(ϕ(٠))}

+ (p٢:٢ − q٢:٢) {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}

= (p١:٢ − q١:٢) {E(ϕ(Xλ٢:٢ − E(ϕ(٠))}

+ (p٢:٢ − q٢:٢) {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}, (p١:٢ p٢:٢ = q١:٢ q٢:٢)

≥ (p١:٢ − q١:٢) {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}

+ (p٢:٢ − q٢:٢) {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}, (Xλ٢:٢ ≥st Xλ١:٢)

= (p١:٢ + p٢:٢ − q١:٢ − q٢:٢) {E(ϕ(Xλ١:٢ − E(ϕ(٠))}

≥ ٠, (p١:٢ + p٢:٢ ≥ q١:٢ + q٢:٢)

کنید فرض ،n > ٢ برای

Z = Ipi:nXλn−i+١:n + Ipj:nXλn−j+١:n +
∑
ℓ=i ̸=j

Ipℓ:nXλn−l+١:n

و

W = Iqi:nXλn−i+١:n + Iqj:nXλn−j+١:n +
∑
ℓ=i ̸=j

Iqℓ:nXλn−l+١:n .

شود. داده نشان (h(p١:n), · · · , h(pn:n))
m
⪰ (h(q١:n), · · · , h(qn:n)) شرط تحت است کافی

رابطه   ١ ≤ i ≤ j ≤ n با (i, j) مرتب زوج هر برای

Z ≥st W, (۵)

پیچش، عمل تحت معمولی تصادفی ترتیب که واقعیت این و n = ٢ حالت از استفاده با که است برقرار

نکته ای می شود. اثبات مشابه به طور h(p) = (١ − p)/p که زمانی برای می شود. اثبات است بسته

با (h(p١:n), · · · , h(pn:n))
m
⪰ (h(q١:n), · · · , h(qn:n)) شرط اگر که است این شد متذکر باید که

نامساوی جهت آن گاه شود، عوض (−h(p١:n), · · · ,−h(pn:n))
m
⪰ (−h(q١:n), · · · ,−h(qn:n))

می شود. عوض نیز (۴) تصادفی
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نامنفی مستقل تصادفی متغیرهای از Xλ١مجموعه ای , · · · , Xλn کنید فرض (٢٠١۶ لی، و (لی :٣ قضیه

همچنین هستند. i = ١, · · · , n برای λi > ٠ با F̄ (·;λi) بقای تابع دارای Xλi آن در که باشند،

Xλi از مستقل که باشند E(Ipi) = pi با برنولی مستقل تصادفی متغیرهای Ip١ , · · · , Ipn کنید فرض

باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض به علاوه هستند. ها

باشد. λi به نسبت مقعر، و صعودی F̄ (·;λi) بقای تابع ،i = ١, · · · , n برای (الف)

باشند. ها λi به نسبت شُور-مقعر تابعی
∑n

i=١ Xλi بقای تابع (ب)

صورت این در

(λ١, · · · , λn)
m
⪰ (µ١, · · · , µn) =⇒

n∑
i=١

Ipi:nXµn−i+١:n ≥st

n∑
i=١

Ipi:nXλn−i+١:n .

خسارت ها مقایر مجموع می توان آن براساس که است ٣ و ٢ قضایای از مستقیم نتیجه ای زیر، قضیه

می کند. پیدا تغییر (µ,−h(q)) ماتریس به (λ,−h(p)) ماتریس که وقتی نمود مقایسه یکدیگر با را

بگیرید: نظر در را زیر فضای ابتدا منظور بدین

Un =

{
(a,b) =

(
a١ . . . an

b١ . . . bn

)
: ai > ٠ , bi < ٠, (ai − aj)(bi − bj) ≥ ٠

}
.

در که باشند، نامنفی مستقل تصادفی متغیرهای از مجموعه ای Xλ١ , · · · , Xλn کنید فرض :۴ قضیه

کنید فرض همچنین هستند. i = ١, · · · , n برای λi > ٠ با F̄ (·;λi) بقای تابع دارای Xλi آن

هستند. ها Xλi از مستقل که باشند E(Ipi) = pi با برنولی مستقل تصادفی متغیرهای Ip١ , · · · , Ipn
باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض بعلاوه

باشد. λi به نسبت مقعر، و صعودی F̄ (·;λi) بقای تابع ،i = ١, · · · , n برای (الف)

باشند. ها λi به نسبت شُور-مقعر تابعی
∑n

i=١ Xλi بقای تابع (ب)

داریم: (µ,−h(q)) ∈ Un و (λ,−h(p)) ∈ Un برای آن گاه

(
λ١ . . . λn

−h(p١) . . .− h(pn)

)(
µ١ . . . µn

−h(q١) . . .− h(qn)

)
=⇒
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n∑
i=١

IqiXµi ≥st

n∑
i=١

IpiXλi ,

.h(p) = (١ − p)/p یا h(p) = − log p آن در که

روابط می شود نتیجه (λ,−h(p)) ≫ (µ,−h(q)) از برهان:

(λ١, · · · , λn)
m
⪰ (µ١, · · · , µn)

(−h(p١:n), · · · ,−h(pn:n))
m
⪰ (−h(q١:n), · · · ,−h(qn:n))

که گرفت نتیجه می توان است (µ,−h(q)) ∈ Un و (λ,−h(p)) ∈ Un چون است. برقرار

و τ٢(µ) ،τ١(−h(p)) ،τ١(λ) که دارد وجود چنان {١, · · · , n} اعداد از τ٢ و τ١ جایگشت های

گرفت: نتیجه می توان بنابراین هستند. صعودی مولفه های دارای τ٢(−h(q))

n∑
i=١

IpiXλi
D
=

n∑
i=١

Ipi:nXλn−i+١:n ,

n∑
i=١

IqiXµi
D
=

n∑
i=١

Iqi:nXµn−i+١:n (۶)

چون است. تصادفی متغیرهای بودن هم توزیع معنای به D= آن در که

(−h(p١:n), · · · ,−h(pn:n))
m
⪰ (−h(q١:n), · · · ,−h(qn:n))

داریم: ٢ قضیه براساس

n∑
i=١

Ipi:nXµn−i+١:n ≤st

n∑
i=١

Iqi:nXµn−i+١:n (٧)

داریم: ٣ قضیه براساس دیگر، طرف از

n∑
i=١

Ipi:nXµn−i+١:n ≥st

n∑
i=١

Ipi:nXλn−i+١:n (٨)
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می شود. حاصل لازم، نتیجه (٨) و (٧) روابط کردن ترکیب با که

مجموع با متناظر ترتیب به
∑n

i=١ IpiXλi و
∑n

i=١ IqiXµi اگر که است این ۴ قضیه  تفسیر

از بیشتر A شرکت مخاطره پذیری احتمال آنگاه باشند B و A بیمه  شرکت دو در فرد، n خسارت های

است. B شرکت

متناسب وارون خطر نرخ مدل در مصداق یک ۴

باشند. F١, · · · , Fn توزیع توابع با به ترتیب مستقل، تصادفی متغیرهای X١, · · · , Xn کنید فرض

ثابت مقادیر هرگاه می کنند پیروی متناسب وارون خطر نرخ با مدل از X١, · · · , Xn تصادفی متغیرهای

.Fi(x) = F λi(x) به طوری که باشند داشته وجود F (x) پایه  توزیع تابع و λ١, · · · , λn مثبت

پیروی متناسب وارون خطر نرخ با مدل از Xλ١ , · · · , Xλn تصادفی متغیرهای کنید فرض :۵ قضیه

که باشند E(Ipi) = pi با برنولی مستقل تصادفی متغیرهای Ip١ , · · · , Ipn کنید فرض همچنین کنند.

داریم: (µ,−h(q)) ∈ Un و (λ,−h(p)) ∈ Un برای آنگاه هستند. ها Xλi از مستقل

(
λ١ . . . λn

−h(p١) . . .− h(pn)

)(
µ١ . . . µn

−h(q١) . . .− h(qn)

)
=⇒

n∑
i=١

IqiXµi ≥st

n∑
i=١

IpiXλi ,

.h(p) = (١ − p)/p یا h(p) = − log p آن در که

کدام هر بقای تابع باشند. برقرار ۴ قضیه از (ب) و (الف) شرایط است کافی قضیه، اثبات برای برهان:

صورت به Xλi تصادفی متغیرهای از

F̄ (x;λi) = ١ − F λi(x),

قضیه از (الف) شرط بنابراین است. ها λi از مقعر و صعودی تابعی F̄ (x;λi) که است واضح است.

قضیه از استفاده با می دهد رانتیجه سطری بیشاندن زنجیری، بیشاندن چون دیگر طرف از است. برقرار ۴

نسبت شُور-مقعر تابعی
∑n

i=١ Xλi بقای تابع می شود نتیجه ،(٢٠١۴) همکاران و بالاکریشنان از ۵ .٢
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است. برقرار نیز ۴ قضیه از (ب) شرط اکنون است. ها λi به

بنام توزیع ها از کلی خانواده یک از خسارت ها اندازه که صورتی در که گرفت نتیجه می توان ۵ قضیه  از

تصادفی ترتیب لحاظ از را خسارت ها مقادیر مجموع می توان آنگاه کند پیروی متناسب وارون خطر نرخ

نمود. مقایسه یکدیگر با معمولی

نتیجه گیری و بحث

Xλi بقای تابع آن در که می شود پرداخته خسارت ها مقادیر مجموع تصادفی مقایسه به مقاله، این در

است. برقرار پارامترها ماتریس بین متغیره چند زنجیری بیشاندن و است ها λi در مقعر و صعودی تابعی

متناسب وارون خطر نرخ توزیع های خانواده دارد وجود مقاله این از آمده دست به نتایج برای که مصداقی

دارد. پزشکی و اقتصاد بقا، آنالیز اعتماد، قابلیت مباحث در زیادی کاربرد توزیع ها، از خانواده این که است

تشکر و تقدیر

بهتر ارائه و سازنده اصلاحات باعث که محترم تحریریه هیئت و گرامی داوران ارزنده پیشنهادات از نویسنده

گرنت شماره با زابل دانشگاه مالی باحمایت تحقیق این دارد. را تشکر و قدردانی کمال است شده مقاله این

است. شده انجام ۶٩- ١۵١٧UOZ-GR- 
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