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از بسیاری پیش نیاز عنوان به p- متغیره، بردار یک زیربردار  های میان استقلال فرض آزمون چکیده:

بزرگ خیلی p بعد با مقایسه در n نمونه اندازه وقتی است. بوده  توجه مورد همواره آماری، آزمون های

بعد با «داده های برای دارد. قبولی قابل عملکرد خی دو، تقریبی توزیع با درستنمایی نسبت آزمون است،

نسبت آزمون آماره توزیع برای خی دو تقریب نیست، بزرگ چندان p با قیاس در n آنها در که بالا» نسبتاً

جامعه k در همزمان آزمونی مقاله، این در جامع تر، حالت یک عنوان به ندارد. را لازم کارایی درستنمایی

می شود، آزموده دلخواه زیربردار های میان استقلال آزمون جامعه هر در که بالا نسبتاً بعد با نرمال p-متغیره 

نسبت آزمون آماره توزیع برای نرمال تقریب یک فرض، این آزمون منظور به است. گرفته قرار نظر مد

نرمال تقریب بهتر عملکرد تصدیق منظور به این، بر علاوه است. آمده بدست صفر فرض تحت درستنمایی

روش از کاربردی پایان، در است. شده انجام شبیه سازی مطالعه کلاسیک، خی دوی تقریب بر پیشنهادی

است. شده ارائه پرستات سرطان داده مجموعه بر پیشنهادی

آزمون بالا، نسبتاً بعد با داده های درست نمایی، نسبت آزمون چند متغیره، نرمال توزیع کلیدی: واژه های

چند متغیره. گامای تابع استقلال،

مقدمه ١

p-متغیره بردار یک زیربردار های استقلال آزمون ،(k = ١) جامعه یک حالت در متغیره چند تحلیل های در

آزمون همین است لازم مواقع از بسیاری در است. آزمون ها از بسیاری پیش نیاز همواره بالا بعد با نرمال
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آزمون نوع این از کاربرد هایی شود. اجرا نرمال p-متغیره جامعه (k > ١) چندین روی همزمان طور به

مالی٢، داده های ریزآرایه١، داده های بر جامعه چندین حالت در چه و جامعه تک حالت در چه استقلال

٢٠١٨؛ ، (مائو است مشهود غیره و چند رسانه ای۵ داده های و پیشرفته۴ ساخت داده های مصرف٣، داده های

بررسی ریز آرایه داده های تحلیل در مثال، عنوان به .(٢٠١٨ ، درتون و لئونگ ٢٠١٨؛ ، همکاران و چن

برخوردار آتی تحلیل های برای خاصی اهمیت از همواره نه، یا دارد وجود استقلال مختلف ژن های بین اینکه

است.

توزیع با (LRT) درست نمایی ۶ نسبت آزمون روش ،k > ١ حالت در زیربردار ها استقلال آزمون برای

بزرگتر n١, . . . , nk نمونه ای اندازه های برای داد نشان (١٩٣٨) ویلکس است. شده پیشنهاد خی دو مجانبی

خی دو مجانبی توزیع به ،LRT آماره صفر فرض تحت توزیع صفر، به نزدیک p
ni

نسبت های با p بعد از

بزرگ اند p بعد از niها آن در که تعریف این با بالا”٧، نسبتاً بعد با “داده های حالت در همگراست. (χ٢)

niها آن در که تعریف این با بالا، بعد با داده های همچنین و هستند یک به نزدیک اعدادی p
ni

نسبت های و

طور به یا α اسمی معنی داری سطح از بزرگتر بسیار اندازه ٨ با آزمونی به خی دو تقریب کوچک اند، p بعد از

آزمون در LRT آماره خی دوی تقریب مورد در ایراد این می شود. منجر متورم اندازه ای با آزمونی معادل

کوواریانس ماتریس برابری فرض آزمون به می توان جمله این از که است، شده مشاهده نیز دیگر  فرض های

(٢٠٠٩) همکاران و بای کار در بالا نسبتاً بعد با داده های برای کُرویت ٩ آزمون همان یا همانی ماتریس با

تصادفی ماتریس های نظریه کمک به LRT آزمون اندازه بودن متورم مشکل رفع برای آن در که کرد اشاره

می توان را دیگری مشابه موارد است. شده ارائه آماره  این تصحیح برای روشی خطی١٠ طیفی آماره های و

ژیانگ ،(٢٠١٠) همکاران و چن ،(٢٠٠٢) ولف و لدویت ،(٢٠٠٧ ،٢٠٠۵) اسکات پژوهش های در

میان استقلال آزمون برای LRT کلاسیک روش یافت. (٢٠١٣) یانگ و ژیانگ ،(٢٠١٢) همکاران و

مورد (٢٠١٣) یانگ و ژیانگ توسط قبلا بالا، نسبتاً بعد با نرمال p-متغیره بردار k = ١ زیربردار های

صورت به n نمونه اندازه با متناسب p بعد که حالتی برای که دادند نشان آنها است. گرفته قرار مطالعه

1Microarray data
2Financial data
3Consumer data
4Modern manufacturing data
5Multimedia data
6Likelihood Ratio Test
7Moderately high dimensional data
8Test size
9Sphericity test

10Linear spectral statistics
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فرض تحت توزیع حالت این در و نبوده استفاده قابل عملا خی دو تقریب می کند، رشد p
n −→ y ∈ (٠, ١]

است. همگرا نرمال توزیع یک به خی دو توزیع جای به LRT آماره صفر

مقاله، این در جامعه، یک از بیش حالت به (٢٠١٣) یانگ و ژیانگ یافته  های از توسیعی عنوان به

مطالعه مورد بالا نسبتاً بعد با نرمال p-متغیره بردار k > ١ زیربردار های میان استقلال همزمان آزمون

دارای Xi تصادفی بردار ،i = ١, . . . , k هر ازای به که فرض این با دیگر، بیان به است. گرفته قرار

و است Np(µi,Σi) توزیع اختصار به یا ،Σi کوواریانس و µi میانگین بردار با p-متغیره نرمال توزیع

آزمون مقاله این هدف باشد، زیربردار ١ ≤ ki ≤ p به Xi از افرازی Xi
′ = (X

(i)′
١ , · · · ,X(i)′

ki
)′

با تصادفی نمونه ها ی اساس بر جامعه k همه در همزمان طور به X(i)
ki

،... ،X(i)
١ زیربردار های استقلال

حالت، این در است. یک به نزدیک ها p
ni

نسبت های با i = ١, . . . , k ،ni > p+١ نمونه ای اندازه های

با داده های حالت که شود توجه شد. خواهد همگرا نرمال توزیع یک به LRT آماره توزیع که می شود ثابت

نیست. مطالعه مورد مقاله این در بالا بعد

میانگین با نرمال، توزیع یک به آماره این توزیع همگرایی ،LRT آماره استخراج ضمن ،٢ بخش در

و اندازه بررسی منظور به شبیه سازی مطالعه یک ،٣ بخش در است. شده اثبات خوش تعریف، واریانسی و

شده معرفی آزمون که است این از حاکی شبیه سازی  نتایج است. شده انجام مطالعه مورد آزمون های توان

داده مجموعه روی پیشنهادی روش از کاربردی مثالی دارد. برتری خی دو کلاسیک آزمون بر مقاله این در

می شود. پرداخته نتیجه گیری و بحث به ۵ بخش در می شود. بررسی ۴ بخش در پرستات سرطان

نظری بخش ٢

صورت به زیربردار ١ ≤ ki ≤ p به Xi اگر است. Np(µi,Σi) توزیع دارای Xi بردار کنید فرض

p از افرازی (p(i)١ , . . . , p
(i)
ki
) و X

(i)
r ∈ Rp

(i)
r آنگاه شود، افراز Xi

′ = (X
(i)′
١ , · · · ,X(i)′

ki
)′

به ترتیب به Σi کوواریانس ماتریس و µi میانگین بردار Xi افراز با متناظر است. p =
ki∑
r=١

p
(i)
r با

Σ
(i)
ℓ×m = آن در که شد، خواهند افراز Σi := (Σ

(i)
l×m)ki×ki و µi′ = (µ

(i)′
١ , . . . ,µ

(i)′
ki

)′ صورت

است. Σi افراز از حاصل بلوکی ماتریس mام ستون و ℓام سطر روی ماتریسی درایه  Cov(X(i)
ℓ ,X

(i)
m )

فرضی ،H٠ همان یا i = ١, . . . , k ،X(i)
١ , . . . ,X

(i)
ki

زیربردار های استقلال فرض قرارداد ها، این با

چگالی نوشتن قابلیت صورت به می توان معادل شکل به را فرض این می شود. آزمون مقاله این در که است

را H٠ فرض می توان رو این از کرد. بیان نیز X(i)
١ , . . . ,X

(i)
ki

چگالی های حاصل ضرب شکل به Xi
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صورت به

H٠ : fXi(xi;µi,Σi) =

ki∏
r=١

f
X

(i)
r
(x(i)

r ;µ(i)
r ,Σ

(i)
rr ), i = ١, . . . , k, (١)

با تصادفی نمونه ای xi١, ...,xini بردار های ،i = ١, · · · , k هر ازای به کنید فرض حال، نوشت. نیز

صورت به مشاهدات این درست نمایی تابع (١) صفر فرض تحت بنابراین هستند. Xi از ni اندازه

L(µ١, . . . ,µk;Σ١, . . . ,Σk) =

k∏
i=١

ni∏
j=١

fXij (xij ;µi,Σi),

که (٢٠٠٣ ، (اندرسون داد نشان می توان است.

sup
µi,Σi,i=١,٢,...k

L(µ١, . . . ,µk;Σ١, . . . ,Σk) =
k∏
i=١

(٢πen−١
i )−

nip

٢ |Wi|−
ni
٢ ,

که دید می توان سادگی به .Wi =
ni∑
j=١

(xij − x̄i)(xij − x̄i)
′ := (W

(i)
ℓ×m)ki×ki که گونه ای به

صورت به ΣH٠
i بلوکی قطری ماتریس برابر Σi کوواریانس ماتریس ،(١) در H٠ فرض تحت

ΣH٠
i =


Σ

(i)
١١ ٠٠٠ · · · ٠٠٠

٠٠٠ Σ
(i)
٢٢ · · · ٠٠٠

...
... . . . ٠٠٠

٠٠٠ ٠٠٠ · · · Σ
(i)
kiki

 .

،(١) در H٠ فرض تحت بنابراین، بود. خواهد

sup
µi,Σ

H٠
i ,i=١,...k

L(µ١, . . . ,µk;Σ
H٠
١ , . . . ,ΣH٠

k )

= sup
µi,Σ

H٠
i ,i=١,...k

k∏
i=١

ni∏
j=١

fXij (xij ,µi,Σ
H٠
i )



٢٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نجارزاده داریوش

=
k∏
i=١

ki∏
r=١

sup
µ

(i)
r ,Σ

(i)
rr ,i=١,...k

ni∏
j=١

f
X

(i)
rj

(x
(i)
rj ;µ

(i)
r ,Σ

(i)
rr )

=

k∏
i=١

ki∏
r=١

(
٢πen−١

i

)−nip
(i)
r

٢

∣∣∣W (i)
rr

∣∣∣−ni
٢
. (٢)

از: بود خواهد عبارت LRT آماره  نتیجه، در

Wn =

sup
µi,Σ

H٠
i ,i=١,...k

L(µ١, . . . ,µk;Σ
H٠
١ , . . . ,ΣH٠

k )

sup
µi,Σi,i=١,...k

L(µ١, . . . ,µk;Σ١, . . . ,Σk)

=

k∏
i=١

ki∏
r=١

(
٢πe
ni

)−nip
(i)
r

٢ ∣∣∣W (i)
rr

∣∣∣−ni
٢

k∏
i=١

(
٢πe
ni

)−nipi
٢

|Wi|−
ni
٢

=
k∏
i=١

(
|Wi|

ki∏
r=١

|W (i)
rr |

)ni
٢

, (٣)

می شود. تعریف min
١≤i≤k

ni > p حالت در تنها Wn آماره که شود توجه .n = (n١, . . . , nk) آن در که

،ni نمونه ای اندازه های وقتی که می کند بیان (٢٠٠٩ ، (رائو درست نمایی نسبت آزمون های عام نظریه

توزیع هستند، ( pni
→ ٠) صفر به نزدیک اعدادی p

ni
نسبت های و بزرگ اند p بعد از ،i = ١, . . . , k

آزادی درجه df = ١
٢(kp

٢ −
k∑
i=١

ki∑
r=١

p
(i)
r

٢
) با χ٢ توزیع به −٢ logWn آماره صفر فرض تحت

همگراست.

غلبه منظور به است. استفاده قابل غیر عملا χ٢ تقریب بالا، (نسبتاً) بعد با داده های برای حال، هر به

LRT آماره صفر فرض تحت توزیع برای خی دو تقریب از بهتری تقریب زیر قضیه  قالب در مشکل، این بر

هر ازای به ni که است شده فرض حدی روابط با کار و نمایش تسهیل منظور به ادامه، در می شود. ارائه

است. وابسته p به ni = ni(p) صورت به i = ١, . . . , k
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رابطه ،i = ١, . . . , k هر ازای به کنید فرض :١ قضیه

ni = ni(p) > ١ + p = ١ +

ki∑
j=١

p
(i)
j

،r = ١, . . . , ki هر ازای به و است p از افرازی (p(i)١ , , . . . , p
(i)
ki
) آن در که باشد، برقرار

lim
p→∞

p
(i)
r

ni
= y(i)r ∈ (٠, ١).

به همگراست، N(٠, ١) به توزیع در logWn−µn
nσn

آماره p −→ ∞ وقتی ،(١) در H٠ فرض تحت آنگاه

روابط که گونه ای

µn =
١
٢

k∑
i=١

[
(

ki∑
r=١

r٢
ni−١,p(i)r

(p(i)r − ni + ١٫۵)− r٢
ni−١,p(p− ni + ١٫۵))ni

]
σ٢
n =

١
٢

k∑
i=١

[
(r٢
ni−١,p −

ki∑
r=١

r٢
ni−١,p(i)r

)(
ni
n
)

٢]

.rx,y =
√
− log(١ − y

x) و n =
k∑
i=١

ni آنها در که برقرارند،

یا همگی که ،−١ از بزرگتر a١, , · · · , aq حقیقی اعداد برای (١٩٨٨) همکاران و هاردی برهان:

یا
q∏
i=١

(١ + ai) > ١ +
q∑
i=١

ai کردند ثابت منفی، یا مثبت اند

log(

q∏
i=١

(١ + ai))− log(١ +

q∑
i=١

ai) > ٠.

می شود مشاهده ،q = ki و ai = − p
(i)
r

ni−١ تعریف و i ∈ {١, . . . , k} تثبیت با

r٢
ni−١,p −

ki∑
r=١

r٢
ni−١,p(i)r

= log(

ki∏
r=١

(١ − p
(i)
r

ni − ١
))− log(١ −

ki∑
r=١

p
(i)
r

ni − ١
) > ٠.
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:p −→ ∞ وقتی این از .σ٢
n > ٠ نتیجه، در

n

p
=

k∑
i=١

ni
p

=
k∑
i=١

(

ki∑
r=١

p
(i)
r

ni
)

−١

→
k∑
i=١

(

ki∑
r=١

y(i)r )

−١

=
k∑
i=١

١
yi

:=
١
y
,

وقتی ni
n =

(
ni
p

)
(

n
p

) → y
yi

∈ (٠, ١] نتیجه، در .y ∈ (٠, ١
k ] و yi =

ki∑
r=١

y
(i)
r ∈ (٠, ١] آن در که

برابر max
١≤i≤k

yi < ١ ازای به σ٢ = lim
p→∞

σ٢
n بنابراین، .p −→ ∞

١
٢

k∑
i=١

[( ki∑
r=١

log(١ − y(i)r )− log(١ − yi)
)( y
yi

)٢]

y
(i)
r ∈ (٠, ١) اینکه از دوم، حالت برای حقیقت در بود. خواهد +∞ برابر max

١≤i≤k
yi = ١ ازای به و

شرط با s تثبیت با حال شد. خواهد +∞ برابر حد که است واضح lim
x→١−

log(١ − x) = −∞ و

− nσn
٢(p+١) → − σ

٢y < s که است واضح می شود. تعریف t = tn = s
nσn

شکل به t ،|s| < σ
٢y

یا − nσn
٢(p+١) < s بزرگ کافی اندازه به p برای که می دهد نتیجه موضوع این .p −→ ∞ وقتی

که واقعیت این کنار در نابرابری این .− ١
٢(p+١) <

s
nσn

max
١≤i≤k

{ ١
ni

}
<

١
p+ ١

یا max
١≤i≤k

{ p
ni

− ١
}
< − ١

p+ ١
< − ١

٢(p+ ١)
,

ثابت مقدار یک برای حال .p −→ ∞ وقتی t = tn = s
nσn

> max
١≤i≤k

{
p
ni

− ١
}

که می دهد نتیجه

max
١≤i≤k

yi = ١ ازای به و − log(١−yi)
σ٢ مقدار به max

١≤i≤k
yi < ١ برای

r٢
ni−١,p

σ٢
n

،yi < ١ که حالتی و i

به و
√

− log(١−yi)
σ٢ به max

١≤i≤k
yi < ١ ازای به rni−١,p

σn
که می دهد نتیجه این است. همگرا ٠ مقدار به

،yi = ١ حالت برای این، بر علاوه بود. خواهد همگرا ٠ به max
١≤i≤k

yi = ١ ازای

٢σ٢
n ≥

(
r٢
ni−١,p −

ki∑
r=١

r٢
ni−١,p(i)r

)(ni
n

)٢
,
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معادل طور به یا

rni−١,p

σn
≤

√√√√٢
(ni
n

)٢
+ σ−٢

n

ki∑
r=١

r٢
ni−١,p(i)r

→
√

٢
y
<∞,

بنابراین، .p −→ ∞ وقتی

lim sup
p→∞

rni−١,p

σn
<∞ ⇒ ١

σn
= O(

١
rni−١,p

),

یا
tni
٢

=
s

٢
ni
n

١
σn

= O(١)
١
σn

= O(
١

rni−١,p
).

است، صعودی تابع یک x < ١ برای − log(١ − x) که آنجا از مشابه، طور به

p(i)r < p⇔ r٢
ni−١,p(i)r

< r٢
ni−١,p.

نتیجه، در

lim sup
p→∞

r
ni−١,p(i)r

σn
< lim sup

p→∞

rni−١,p

σn
<∞,

یا

١
σn

= O(
١

r
ni−١,p(i)r

) ⇒ tni
٢

= O(
١

rni−١,p
).

برابر Wn گشتاور tامین است، صحیح H٠ وقتی ،(١٩٨٢) مؤیرهد در ٣. ٢. ١١ قضیه  بر بنا حال

E
[
W t

n

]
=

k∏
i=١

E

[
(|Wi|

ki∏
r=١

∣∣∣W (i)
rr

∣∣∣−١
)
nit

٢

]

=

k∏
i=١

(
Γpi

(
ni−١

٢ + nit
٢

)
Γpi

(
ni−١

٢

) ki∏
r=١

Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢

)
Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢ + nit
٢

)), (۴)
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Γp(z)
متغیره ١١ چند گامای تابع ،Re(z) >

١
٢
(p−١) ویژگی با z مختلط عدد برای آن در که بود، خواهد

می شود. تعریف Γp (z) = π
p(p−١)

۴

p∏
j=١

Γ
(
z − ١

٢(j − ١)
)

صورت به (۶٢ صفحه ،١٩٨٢ ، (مؤیرهد

i ∈ {١, ٢, . . . , k} ،ni−١
٢ + tni

٢ > p−١
٢ که دارد وجود زمانی تنها (۴) ریاضی امید که است بدیهی

اینکه به توجه با .t > max
١≤i≤k

{
p
ni

− ١
}

یا

t = tn =
s

nσn
> max

١≤i≤k

{ p
ni

− ١
}
,
tni
٢

= O(
١

rni−١,p
),

به ،(٢٠١٣) یانگ و ژیانگ ۵ .۴ لم از استفاده با ،p −→ ∞ که وقتی tni
٢ = O( ١

r
ni−١,p(i)r

) و

برابری های

log
Γp

(
ni−١

٢ + tni
٢

)
Γp

(
ni−١

٢

) =
tpni

٢
log

(ni − ١
٢e

)
+ r٢

ni−١,p
n٢
i t

٢

۴

− r٢
ni−١,p (p− ni + ١٫۵)

tni
٢

+ o(١),

و

log
Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢ + tni
٢

)
Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢

) =
tp

(i)
r ni
٢

log
(ni − ١

٢e

)
+ r٢

ni−١,p(i)r

n٢
i t

٢

۴

− r٢
ni−١,p(i)r

(
p(i)r − ni + ١٫۵

) tni
٢

+ o(١),

بنابراین، می شود. حاصل

logE
[
W t

n

]
=

k∑
i=١

[
log

Γp
(
ni−١

٢ + tni
٢

)
Γp

(
ni−١

٢

) −
ki∑
r=١

log
Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢ + tni
٢

)
Γ
p
(i)
r

(
ni−١

٢

) ]
=

k∑
i=١

[ tpni
٢

log
(ni − ١

٢e

)
+ r٢

ni−١,p
n٢
i t

٢

۴

]

11Multivariate gamma function
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−
k∑
i=١

[
r٢
ni−١,p

(
p− ni + ١٫۵

) tni
٢

+ o(١)
]

−
k∑
i=١

ki∑
r=١

[ tp(i)r ni
٢

log
(ni − ١

٢e

)
+ r٢

ni−١,p(i)r

n٢
i t

٢

۴

]
+

k∑
i=١

ki∑
r=١

[
r٢
ni−١,p(i)r

(
p(i)r − ni + ١٫۵

) tni
٢

+ o(١)
]

=
١
٢
n٢σ٢

nt
٢ + µnt+ o(١),

،t = tn = s
nσn

که آنجا از .p −→ ∞ وقتی

logE
[
e

logWn
nσn

s] = log e
١
٢ s

٢+ µn
nσn

s+o(١),

معادل طور به یا

E
[
e

logWn−µn
nσn

s] = e
١
٢ s

٢+o(١),

همگراست. N(٠, ١) به توزیع در logWn−µn
nσn

،p −→ ∞ وقتی یعنی، .p −→ ∞ وقتی

مناسب تقریبی توزیع بالا، نسبتاً بعد با داده های حالت در که می کند بیان فوق قضیه خلاصه، طور به

۴n٢σ٢
n واریانس و −٢µn میانگین با نرمال توزیع −٢ logWn درست نمایی نسبت آماره لگاریتم برای

می شود. پرداخته −٢ logWn برای خی دو کلاسیک تقریب با تقریب این مقایسه به بعد، بخش در است.

شبیه سازی مطالعه ٣

تقریبی توزیع های اساس بر (١) فرض برای LRT آزمون های توان و اندازه مقایسه منظور به بخش این در

ماتریس های شبیه سازی ها، این در است. شده انجام شبیه سازی مطالعه یک (N) نرمال و (χ٢) خی دو

همانی ماتریس و یک عدد با برابر درایه های تمامی با ماتریسی عنوان به ترتیب به Ip و Jp pی × p

،٠ ≤ ρ < ١ ثابت ازای به Σiها کوواریانس ماتریس های که می شود فرض همچنین است. شده تعریف

شده بررسی ρ از تابعی عنوان به آزمون توان اینجا در حقیقت در هستند. ρJp+(١− ρ)Ip برابر همگی

فرض تحت توزیع های ٠ عدد از ρ شدن دور با و صفر فرض تحت توزیع ρ = ٠ ازای به آن در که است

معنی داری سطح صفر، بردار برابر همگی µiها میانگین بردار های این، بر علاوه می آیند. بدست مقابل
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همزمان آزمون منظور به نرمال، جامعه k این از یک هر در همچنین، است. k = ٣ و ٠/٠۵ برابر α اسمی

k تمامی در زیربردار ها ابعاد همان یا p افراز های جوامع، این از یک هر تفکیک به زیربردار ها استقلال

در و شده نوشته R آماری نرم افزار در کامپیوتری برنامه های تمامی است. شده گرفته نظر در یکسان گروه

می گیرد. قرار خواننده اختیار در نویسنده طرف از درخواست، صورت

استفاده با آمده اند، ١ جدول در که p و n٣ ،n٢ ،n١ ،ρ شبیه سازی پارامتر های از ترکیب هر برای حال

و φ̂M (٠) آزمون اندازه  شبیه سازی شده  مقادیر ،Np(٠٠٠, ρJp + (١ − ρ)Ip) توزیع از نمونه ١٠٠٠٠ از

است. شده آورده  ١ جدول در و محاسبه M ∈ {χ٢, N} تقریب برای ρ > ٠ ،φ̂M (ρ) آزمون توان

مقابل فرض تحت شبیه سازی شده نمونه  های و (ρ = ٠) صفر فرض تحت شبیه سازی شده نمونه  های برای

در که دفعاتی تعداد نسبت برابر M ∈ {χ٢, N} برای φ̂M (ρ) و φ̂M (٠) مقادیر ترتیب به (ρ > ٠)

است. شده محاسبه شده، رد صفر فرض بار ١٠٠٠٠ این

برای خی دو کلاسیک تقریب و معرفی شده نرمال تقریب می شود ملاحظه ،١ جدول در که همانطور

می توان را وضعیتی چنین دارند. یکدیگر شبیه رفتاری کوچک pی بعد و بزرگ niی نمونه ای اندازه های

تحت کرد. ملاحظه ρ = ٠, ٠٫٠۵, ٠٫۶ و p = ۵ ،n = ۶ν = (١۵٠, ١۵٠, ١۵٠) ازای به ١ جدول در

نسبتاً بعد با داده های (حالت ni نمونه ای اندازه های مقادیر به آن شدن نزدیک و p افزایش با H٠ فرض

باشد، نزدیک α = ٠٫٠۵ اسمی مقدار به اینکه جای به φ̂χ(٠)٢ یعنی، χ٢؛ تقریب با آزمون اندازه بالا)،

،φ̂N (٠) یعنی، معرفی شده ؛ روش آزمون اندازه که حالی در (!) می کند قبول یک عدد به نزدیک مقادیری

بنابراین کنید). مشاهده p بزرگ مقادیر و ρ = ٠ ازای به را ١ (جدول است ٠/٠۵ اسمی مقدار حدود در

جدول بر نگاهی است. استفاده قابل غیر عملا بالا نسبتاً بعد برای نرمال تقریب با مقایسه در خی دو تقریب

تقریب با آزمون توان ،ρ = ٠٫٠۵ مانند به صفر فرض از کوچک انحرافات ازای به که می دهد نشان ١

متورم دلیل به این که می گیرد، قرار پیشنهادی آزمون توان از بالاتر بسیار کاذب شکل به کلاسیک خی دوی

و ρ = ٠٫۶ مقدار به ρ افزایش با حال هر به است. خی دو تقریب با آزمون اول نوع خطای بودن بالا یا

یک عدد به و منطبق یکدیگر بر رفته رفته آزمون دو توان استقلال، صفر فرض از بیشتر شدن دور نتیجه در

٢ و ١ شکل های در می توان را H٠ فرض تحت نمونه های برای ١ جدول از حاصل نتایج می شوند. همگرا

کرد. مشاهده نیز

آمده بدست نمودار های  بافت نگار شبیه سازی، پارامتر های از مختلف مقادیر ازای به شکل ها، این در

متناظر منحنی های همراه به ترتیب به −٢ logWn و logWn−µn
nσn

از شده مقدارشبیه سازی ١٠٠٠٠ از

شبیه سازی شده  بافت نگار که می دهد نشان ١ شکل است. شده رسم χ٢
df و N(٠, ١) چگالی های با
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M ∈ {χ٢, N} تقریب برای φ̂M (ρ) آزمون توان و φ̂M (٠) آزمون اندازه :١ جدول

n = ۴ν n = ν
φ̂N (ρ) φ̂χ٢(ρ) p افراز p φ̂N (ρ) φ̂χ٢(ρ) p افراز p ρ

٠٫٠۴۶ ٠٫٠۶۶ ٣, ٢ ۵ ٠٫٠۴٨ ٠٫١۵۴ ٢, ١, ٢ ۵
٠٫٠۵ ١ ١۵, ١٧, ١٨ ۵٠ ٠٫٠۵٢ ٠٫۶۶١ ۴, ٣, ٣ ١٠ ٠
٠٫٠۵۵ ١ ١۵, ٣٠, ٣٠, ٢٠ ٩۵ ٠٫٠۶٢ ١ ۴, ۵, ۶, ۵ ٢٠

٠٫١٣٨ ٠٫١٩٣ ٣, ٢ ۵ ٠٫٠۶٨ ٠٫١٩۶ ٢, ١, ٢ ۵
٠٫۴٧۴ ١ ١۵, ١٧, ١٨ ۵٠ ٠٫٠٧٠ ٠٫٧٣٩ ۴, ٣, ٣ ١٠ ٠٫٠۵
٠٫٢٢٣ ١ ١۵, ٣٠, ٣٠, ٢٠ ٩۵ ٠٫٠۶٨ ١ ۴, ۵, ۶, ۵ ٢٠

١ ١ ٣, ٢ ۵ ١ ١ ٢, ١, ٢ ۵
١ ١ ١٧, ١٨, ١۵ ۵٠ ١ ١ ۴, ٣, ٣ ١٠ ٠٫۶
١ ١ ١۵, ٣٠, ٣٠, ٢٠ ٩۵ ١ ١ ۴, ۵, ۶, ۵ ٢٠

n = ۶ν n = ٢ν
٠٫٠۴٢ ٠٫٠۵٧ ١, ۴ ۵ ٠٫٠۴٧ ٠٫٠٨٩ ٢, ٣ ۵
٠٫٠۵۴ ١ ١٢, ٢۴, ١٣, ٢١, ١٠ ٨٠ ٠٫٠۵١ ٠٫٩۶٣ ۵, ٧, ٨ ٢٠ ٠
٠٫٠۵۴ ١ ۵٠, ٧٠, ٢۵ ١۴۵ ٠٫٠۶١ ١ ١٧, ١۵, ١٣ ۴۵

٠٫١٧۴ ٠٫٢١۴ ١, ۴ ۵ ٠٫٠٧٩ ٠٫١۴٩ ٢, ٣ ۵
٠٫٩۴٧ ١ ١٢, ٢۴, ١٣, ٢١, ١٠ ٨٠ ٠٫١٢٧ ٠٫٩٩۴ ۵, ٧, ٨ ٢٠ ٠٫٠۵
٠٫٢٢۴ ١ ۵٠, ٧٠, ٢۵ ١۴۵ ٠٫٠٩٢ ١ ١٧, ١۵, ١٣ ۴۵

١ ١ ١, ۴ ۵ ١ ١ ٢, ٣ ۵
١ ١ ١٢, ٢۴, ١٣, ٢١, ١٠ ٨٠ ١ ١ ۵, ٧, ٨ ٢٠ ٠٫۶
١ ١ ۵٠, ٧٠, ٢۵ ١۴۵ ١ ١ ١٧, ١۵, ١٣ ۴۵

که است حالی در این می شوند؛ منطبق یکدیگر بر p افزایش با N(٠, ١) چگالی تابع و logWn−µn
nσn

به می شود. دور χ٢
df چگالی از مرور به p افزایش با −٢ logWn شبیه سازی شده  بافت نگار ٢ شکل در

می شوند، نزدیک یک به ها p
ni

نسبت های یا می یابد افزایش niها با متناسب p که حالتی در دیگر، عبارت

تقریب نیز کوچک بعد ازای به حتی که است این جالب  می شود. بدتر نرمال تقریب با مقایسه در χ٢ تقریب

دارد. خوبی عملکرد نرمال
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افراز و ۵ بعد الف- ،k = ٣ ازای به N(٠, ١) چگالی  و شبیه سازی شده  مقادیر بافت نگار :١ شکل
افراز و ١٠٠ بعد د- ,١٠)؛ ١٠, ٢٠) افراز و ۴٠ بعد ج- ,٨)؛ ٨, ۴) افراز و ٢٠ بعد ب- ,١)؛ ١, ٣)

.(٣٠, ٣٠, ۴٠)

پروستات سرطان داده های تحلیل ۴

تومور ژن بیان “سطح یا پروستات سرطان داده های مجموعه  بر پیشنهادی روش از کاربردی بخش این در

مجموعه این است. شده ارائه (٢٠٠٢ ، بوهمن و دتلینگ ٢٠٠٢؛ ، همکاران و (سینگ ١٢ پروستات”

بافت های از نمونه n١ = ۵٢ شامل است، دسترس قابل نیز R نرم افزار از spls بسته در که داده ها از

هر برای بافت ها، از جامعه دو این روی بر است. سالم بافت های ار نمونه n٢ = ۵٠ و پروستات تومور

و سینگ است. شده ثبت و اندازه گیری اَفی متریکس١٣ تکنولوژی کمک به ژن ۶٠٣٣ بیان سطح نمونه

سطوح این بین همبستگی همچنین و بیان سطوح مقادیر بین همبستگی های اساس بر (٢٠٠٢) همکاران

12Prostate tumor gene expression level dataset
13Affymetrix technology
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,١)؛ ١, ٣) افراز و ۵ بعد الف- ،k = ٣ ازای به χ٢
df چگالی  شبیه سازی شده و مقادیر بافت نگار :٢ شکل

.(٣٠, ٣٠, ۴٠) افراز و ١٠٠ بعد د- ,١٠)؛ ١٠, ٢٠) افراز و ۴٠ بعد ج- ,٨)؛ ٨, ۴) افراز و ٢٠ بعد ب-

،١۵GS و ١۴PSA تشخیصی آزمون های نتیجه  بیمار، سن مانند (به آسیب شناختی و بالینی متغیر های با

پرداختند. پرستات سرطان بالینی رفتار تشریح به غیره)

α = ٠٫٠۵ آزمون سطح در جامعه، دو این از یک هر در موجود درونی همبستگی های اهمیت دلیل به

می شود. مطالعه بیان سطح ۶٠٣٣ بین از نخست ژن بیان سطح p = ۴٨ از زیربردار هایی همزمان استقلال

آزمون همان یا ژن بیان سطح ۴٨ تمامی استقلال ،(١) فرض از خاص حالت یک عنوان به مطالعه، این در

سرطانی بافت های و سالم بافت های دوجامعه هر در همزمان طور به (٢٠١٣) یانگ و ژیانگ کُرویت

بیان سطح p = ۴٨ از مشترکی افراز شود) مراجعه ٢ بخش (به حالت این که شود توجه است. شده بررسی

مشاهده که همانگونه می دهد. نتیجه را p = (p١, . . . , p۴٨) = (١, . . . , ١) صورت به جامعه دو در

اعدادی که می شوند حاصل p
n٢

= ۴٨
۵٠ = ٠٫٩۶٠ و p

n١
= ۴٨

۵٢ = ٠٫٩٢٣ نسبت های حالت، این در می شود

14Prostate-specific antigen test
15Gleason score
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آزمون منظور به خی دو تقریب با LRT روش نتیجه در و بالا) نسبتاً بعد با داده های (یعنی یک اند به نزدیک

استفاده قابل غیر عملا سرطانی بافت های و سالم بافت های جامعه  دو هر در زیر بردار های استقلال همزمان

آماره ها ی مقادیر است. زیر شرح به LRT کلاسیک روش و پیشنهادی آزمون از حاصل نتایج است.

و −٢ log(Wn) = ١١٣۵۴٫۴١ برابر ترتیب به نرمال پیشنهادی تقریب و خی دو تقریب با LRT آزمون

مقایسه در ترتیب به که می آیند بدست (σn = ٠٫۵٩٣ و µn = −٢١۶۵٫٨٢) logWn−µn
nσn

= −۴۴٫۶٩٢

سطح استقلال فرض رد ،zα
٢
= ١٫۶۴۵ و χ٢

df (٠٫٩۵) = χ٢
٢٢۵۶(٠٫٩۵) = ٢٣۶٧٫۶١٢ بحرانی مقادیر با

ملاحظه که همانطور می دهد. نتیجه را سرطانی بافت های جامعه در هم و سالم بافت های جامعه در هم بیان

رد را صفر فرض بالاتری شدت با مقاله این پیشنهادی روش با مقایسه در LRT کلاسیک روش می شود،

که است؛ بالا بعد با نسبتاً داده هائی برای آزمون این اول نوع خطای بودن متورم دلیل به این که می کند

دیگر، عبارتی به دهد! مؤلفه ها استقلال عدم به رأی نیز مؤلفه ها بودن مستقل صورت در حتی می توانست

کمتر نمونه اندازه به بعد نسبت که (حالت هایی بالا نسبتاً بعد با داده های حالت در که می کند بیان مثال این

نمود. نظر تجدید خی دو کلاسیک تقریب با LRT روش از استفاده در باید یک اند) نزدیک و یک از

نتیجه گیری و بحث ۵

مطالعه مورد بالا نسبتاً بعد با p− متغیره نرمال بردار k زیربردار های استقلال همزمان آزمون مقاله، این در

این است، صفر به نزدیک و کوچک عددی p
ni

نسبت و بزرگ اند p بعد از niها که حالتی در گرفت. قرار

بعد با داده های برای اما داد. انجام خی دو قبول قابل تقریب با نسبت درست نمایی روش به می توان را آزمون

هستند، یک به نزدیک اعدادی p
ni

نسبت های و بزرگ اند p بعد از niها آن در که حالتی یعنی، بالا؛ نسبتاً

باشد، نزدیک α = ٠٫٠۵ اسمی مقدار به اینکه جای به خی دو تقریب با LRT کلاسیک آزمون روش

با داده های برای آزمون این بودن استفاده قابل غیر معنای به که می کند قبول یک عدد به نزدیک مقادیری

تحت توزیع برای مناسب تر تقریب که شد داده نشان مقاله این در حالت، این برای است. بالا نسبتاً بعد

که بود این از حاکی شبیه سازی نتایج است. نرمال تقریب خی دو تقریب جای به LRT آماره  صفر فرض

آن برای مناسبتری جایگزین نرمال تقریب و نداشته کارایی خی دو تقریب بالا نسبتاً بعد با داده های برای

استقلال که p− متغیره، نرمال بردار چندین زیربردار های استقلال همزمان بررسی منظور به رو، این از است.

روش از استفاده بالا، نسبتاً بعد با داده های برای است، آن از خاصی حالت بردارها این مؤلفه های همزمان

از نمونه ای اندازه های آن در که بالا بعد با داده های برای که شود توجه می شود. توصیه مقاله این پیشنهادی

است. حالت این روی بر تحقیق حال در نویسنده و نیست کارساز مقاله این روش کوچکتراند، بعد
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تشکر و تقدیر

کیفی ارتقای راستای در ایشان تلاش دلیل به مجله ویراستار و سردبیر محترم، داور دو از مقاله نویسنده

دارد. را قدردانی و تشکر کمال مقاله بهتر ارائه و احتمالی ایرادات نمودن برطرف و مقاله
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