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L٢ زیان تابع تحت بلوکی آستانه ای روش به چندک چگالی تابع موجکی برآورد

شیرازی اسماعیل

کاووس گنبد دانشگاه مهندسی، فنی و پایه علوم دانشکده آمار، گروه

١٣٩٨/٠٩/٠٩ پذیرش: تاریخ ١٣٩٧/٠۵/١٠ دریافت: تاریخ

و می شود معرفی بلوکی آستانه ای روش به چندک چگالی تابع از سازوار برآوردگر یک مقاله این در چکیده:

می آید. بدست بسوف فضای توابع از بزرگی کلاس روی L٢ زیان تابع تحت برآوردگر این همگرایی سرعت

برآوردگر که می شود داده نشان و دارد (٢٠١۶) همکاران و چسنو در آمده بدست نتایج بر تعمیمی مقاله این

(٢٠١۶) همکاران و چسنو توسط شده معرفی برآوردگرهای به نسبت (بهینه) بهتری همگرایی سرعت بلوکی

قرار مقایسه و ارزیابی مورد شده معرفی بلوکی برآوردگر کارایی شبیه سازی مطالعه یک در همچنین دارد.

می گیرد.

و بسوف تابعی فضای بلوکی، آستانه ای روش چندکی، چگالی تابع سازوار، برآورد کلیدی: واژه های

موجک.

مقدمه ١

اما می شوند. تعریف احتمال چگالی تابع یا تجمعی توزیع تابع حسب بر توزیع ها بسیاری کلاسیک، آمار در

از شکلی اما ندارند، خود چگالی تابع یا توزیع تابع برای مشخصی نمایش که دارند وجود توزیع ها از برخی

لوژستیک چوله توزیع و ١ یافته تعمیم لامبدای توزیع به می توان جمله آن از است. دسترس در آنها چندک تابع

توزیع های اهمیت (٢٠٠٠) دودیکس و کارین کرد. اشاره دارند، زیادی کاربرد که ، (٢٠٠٠ ، (گلیکریست

کمتر چندکی اندازه های اینکه دلیل به دادند. نشان را شکست زمان داده های مدل سا زی در لامبدا مختلف

shirazi.esmaeel@gmail.com شیرازی، اسماعیل مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

62G07 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
1Generalized Lambda distribution
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تابع برای مناسب جایگزین یک عنوان به می تواند چندک تابع می گیرند، قرار پرت مشاهدات تاثیر تحت

آن برای اوقات گاهی همچنین شود. گرفته نظر در سنگین دم های با توزیع هایی در عمر طول داده های توزیع

ویژگی های نیستند، مشخصی شکل دارای آنها اطمینان قابلیت اندازه گیری معیارهای که توزیع ها از دسته

شود. داده نمایش آنها چندک تابع روی از می تواند آنها اطمینان قابلیت

مهم موضوعات از یکی همواره آماری تحلیل های برخی در چندک ها در موجود اطلاعات از استفاده

مباحث در داده ها٢ اکتشافی تحلیل بحث در موضوع این است. بوده توابع برآورد مبحث در پرکاربرد و

پژوهش های جمله از دارد. فراوان استفاده کاربردی، آمار شاخه های سایر و بقا تحلیل و اطمینان قابلیت

،(١٩٩٣) وی و سو ،(١٩٨۴) همکاران و اسلود ،(١٩٨١) رید مقالات به می توان زمینه این در شده انجام

اخیرا کرد. اشاره ،(٢٠١٧) همکاران و حق پناه و (٢٠٠٩) نایر و سانکاران ،(٢٠٠٩) سانکاران و نایر

مقالات می توان جمله آن از که کرده اند بررسی را چندک٣ چگالی تابع برآورد خاص طور به نویسندگان برخی

(٢٠٠٠) گلیکریست ،(٢٠٠٩) همکاران و نایر ،(٢٠١٢) همکاران و سونی ،(٢٠١۶) همکاران و چسنو

مدل بندی مبحث به می توان چندک ها کاربردی زمینه های دیگر از برد. نام را (١٩٨٨) همکاران و فریمر و

(٢٠٠٩) فاین و جیونگ ،(٢٠٠٧) فاین و پنگ مقالات زمینه این در که کرد اشاره رقابتی۴ مخاطره توابع

است. شده منتشر (٢٠١۵) همکاران و سانکاران و

خطر تابع و f(x) چگالی تابع ،F (x) تجمعی توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر Xیک کنید فرض

زیر صورت به X چندک تابع آن گاه باشد. r(x)

Q(x) = F−١(x) = inf{y ∈ R; F (y) > x}; x ∈ [٠, ١]

جونز و (١٩٧٩) پارزن است. برقرار F (Q(x)) = x رابطه تعریف این اساس بر که می شود، تعریف

تابع با مرتبط تابع این که کردند معرفی چندک چگالی تابع عنوان به را g(x) = Q′(x) تابع ،(١٩٩٢)

داد نشان می توان اساس این بر است. Q(x) چندک

g(x) =
١

f(Q(x))
, x ∈ [٠, ١] (١)

است چندک چگالی تابع یک خود دوباره چندک چگالی تابع دو مجموع (١) تعریف اساس بر که شود توجه

2Exploratory data analysis
3Quantile density function
4 Modelling competing risk models
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همکاران و سونی به شود (مراجعه است مفید و کاربردی بسیاری داده ها مدل بندی بحث در ایده این که

استفاده مورد چندک خطر تابع بیان برای (٢٠٠٩) سانکاران و نایر توسط زیر تعریف همچنین .((٢٠١٢)

گرفت. قرار

R(x) = r(Q(x)) =
f(Q(x))

١ − F (Q(x))

=
١

(١ − x)g(x)
, x ∈ (٠, ١).

چنین می توان و دارد حضور R(x)نیز چندک خطر تابع در g(x) چندک چگالی تابع تعریف، این اساس بر

نیز چندک خطر تابع از برآورد یک به منجر چندک چگالی تابع از ناپارامتری برآورد یک که کرد نتیجه گیری

چگالی تابع اگر تنها و اگر بود خواهند یکسان چندک خطر تابع دارای جامعه دو دیگر طرف از شد. خواهد

نمونه دو برای شکست نرخ برابری آزمون انجام بحث در می تواند مهم این که باشد برابر هم با آنها چندک

بحث در قدرتمند ابزاری عنوان به دیرباز از موجک ها .(٢٠٠٧ ، فاین و (پنگ گیرد قرار استفاده مورد مستقل

آن از که گرفته اند قرار بسیاری پژوهشگران توجه مورد اخیر سالهای در و بوده اند توابع ناپارامتری برآورد

(٢٠١۵) دوستی و شیرازی و (٢٠١٢) همکاران و آنتونیادیس ،(١٩٩٨) همکاران و هال به می توان جمله

آستانه ای روش به و موجک ها ابزار کمک به g(x) چندک چگالی تابع برآورد مقاله این در کرد. اشاره

می دست به شده معرفی برآوردگر همگرایی سرعت L٢ زیان تابع تحت سپس و می شود معرفی بلوکی۵

جمله از برآوردگرها سایر با مقایسه در شده معرفی بلوکی برآوردگر که شد خواهد داده نشان همچنین آید.

آورد. خواهد بدست را بهینه همگرایی نرخ ،(٢٠١۶) همکاران و چسنو آستانه ای برآوردگر

آنها با مرتبط تابعی فضاهای و موجک ها با ارتباط در اساسی مفاهیم برخی بر مروری ابتدا بعد بخش در

می شود. معرفی چندک چگالی تابع برای موجک روش به بلوکی آستانه ای برآوردگر سپس داشت. خواهیم

در شد. خواهد پرداخته شده معرفی برآوردگر همگرایی نرخ خصوص در اساسی قضیه بیان به ٣ بخش در

برآوردگرهای به نسبت شده معرفی بلوکی برآوردگر دقت میزان شبیه سازی، مطالعه یک کمک به ۴ بخش

و قضایا اثبات همچنین گرفت. خواهد قرار بررسی مورد ،(٢٠١۶) همکاران و چسنو آستانه ای و خطی

شد. خواهد ارائه ضمیمه بخش در آمده بدست نتایج

5Block Thresholding method
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چندک چگالی تابع موجکی برآوردگر ٢

برخی و گرفت خواهد صورت بسوف٧ تابعی فضای و موجک ها۶ روی بر مختصر مروری ابتدا بخش این در

به بیشتر جزئیات مطالعه برای می تواند خواننده شد. خواهد بیان آماری، مباحث با مرتبط اساسی مفاهیم

کند. مراجعه (٢٠٠٩) مالات و (١٩٩٣) همکاران و کوهن

موجک ها ٢. ١

مقیاس تبدیل از که هستند مفیدی ویژگی های با یکامتعامد٨ پایه توابع از نامتناهی مجموعه ای موجک ها

ψ(x) و ϕ(x) توابع می شود فرض آمده اند. بدست ψ(x) و ϕ(x) مادر٩ و پدر موجک تابع مکان و

نامیده r مرتبه از منظم ψ تابع همچنین باشند. مشتق پذیر پیوسته صورت به و فشرده١٠ محمل کراندار،

برای صورت این در باشد. داشته r مرتبه تا پیوسته مشتقات و صفر گشتاور r با تابع یک ψ هرگاه می شود

داد نشان می توان x ∈ R هر

ϕij(x) = ٢i/٢ϕ(٢ix− j), ψij(x) = ٢i/٢ψ(٢ix− j),

صورت به L٠]٢, ١] تابعی فضای تعریف با اساس این بر

L٠]٢, ١] =
{
h : [٠, ١] −→ R;

∫
[٠,١]

h٢(x)dx <∞
}
,

مجموعه که داد نشان می توان

ℵ =
{

ϕℓ,j ; j ∈ {١, . . . , ٢ℓ − ١}, ψi,j ; j ∈ {١, . . . , ٢j − ١}, i ≥ ℓ
}
,

می توان g ∈ L٠]٢, ١] اینکه فرض با اساس، این بر است. L٠]٢, ١] فضای برای یکامتعامد پایه یک

اساس بر را g(x) چندک چگالی تابع موجکی بسط باشد، ℓ ≥ τ طوری که به ،τ ثابت مقدار هر برای
6Wavelets
7Besov space function
8Orthogonal
9Father and mother wavelets

10Compact support
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صورت به ℵ مجموعه یکامتعامد پایه های

g(x) =
٢ℓ−١∑
j=١

αℓjϕℓj(x) +
∑
i≥ℓ

٢i−١∑
j=١

βijψij(x), x ∈ [٠, ١]

صورت به آن نامعلوم ضرایب که داد، نمایش

αℓj =

∫
[٠,١]

g(x)ϕℓj(x)dx, βij =

∫
[٠,١]

g(x)ψij(x)dx,

F : صورت به اکید یکنوای و پیوسته F تجمعی توزیع تابع اینکه فرض با آن ها در که می شوند، تعریف

رابطه ،y ∈ [٠, ١] برای x = F (y) متغیر تغییر با و باشد [٠, ١] −→ [٠, ١]

αℓj =

∫
[٠,١]

g(x)ϕℓj(x)dx =

∫
[٠,١]

١
f(F−١(x))

ϕℓj(x)dx

=

∫
[٠,١]

ϕℓj(F (y))dy, (٢)

داد نشان می توان مشابه صورت به بود. خواهد برقرار

βij =

∫
[٠,١]

ψij(F (y))dy (٣)

منظور بدین شود. معرفی F نامعلوم توزیع تابع برای برآورد یک باید فوق ضرایب برآورد برای بنابراین

صورت به F توزیع تابع تجربی برآورد از می توان

F̂n(x) =
١
n

n∑
i=١

I(Xi < x), x ∈ [٠, ١],
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ضرایب این برآوردگرهای می توان (٣) و (٢) ضرایب تعریف در توزیع تابع برآورد بکارگیری با که برد، بهره

صورت به را

α̂ℓj =

∫
[٠,١]

ϕℓj(F̂ (x))dx, β̂ij =

∫
[٠,١]

ψij(F̂ (x))dx, (۴)

تحت همگرایی قضیه بکارگیری با اما نیستند. نااریب (۴) برآوردگرهای که است روشن نمود. معرفی

اساس این بر هستند. نااریب مجانبی صورت به برآوردگرها این که داد نشان می توان لبگ سلطه

و خطی موجک برآوردگرهای (۴) رابطه از ضرایب برآوردهای بکارگیری با (٢٠١۶) همکاران و چسنو

بر آستانه مقدار یک تعریف با ، g چندک چگالی تابع برآورد برای سخت) آستانه ای روش (به غیرخطی

صورت به β̂ij، ضرایب روی

موجک خطی برآوردگر -١

ĝL(x) =

٢ℓ−١∑
j=١

α̂ℓjϕℓj(x).

سخت آستانه ای روش به غیرخطی برآوردگر -٢

ĝH(x) =

٢ℓ−١∑
j=١

α̂ℓjϕℓj(x) +
∑
i≥ℓ

٢i−١∑
j=١

β̂ijI
(
|β̂ij | ≥ λi

)
ψij(x), x ∈ [٠, ١]

صورت به آستانه مقدار انتخاب با که دادند نشان و کردند معرفی

λi = K٢٣i/٢√٢p

√
lnn

n
,

تحت ٢ قسمت در شده معرفی آستانه ای برآوردگر ،K = supx∈[٠,١] |ψ′(x)| انتخاب با و p ≥ ١ برای

تابعی فضای از مجموعه ای زیر روی بر را
(
lnn
n

)٢s/(٢s+۴) بهینه به نزدیک همگرایی نرخ خاص شرایط

به β̂ij ضرایب از یک هر سخت، آستانه ای روش در شد، بیان که همان طور اما می آورد. بدست L٠]٢, ١]

برخی دادن دست از باعث موضوع این و می گیرد قرار آستانه سازی مورد جمله به جمله و جداگانه صورت

دلیل و نمی آورد بدست را بهینه همگرایی نرخ دلیل همین به می شود. تابع برآورد فرآیند در مفید اطلاعات
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اطلاعات دارای می گیرند قرار هم همسایگی در که ضرایبی اصولا که می شود مربوط نکته این به موضوع این

جمله آستانه سازی عمل با که هستند بررسی تحت تابع یک از بهتر چه هر برآورد برای بیشتری تکمیلی

ضرایب حضور بدون ضرایب از برخی است ممکن ترتیب این به نمی شود. گرفته نظر در مهم این جمله به

شوند. وارد نهایی مدل در همجوار

یک در که ضرایبی راستا همین در و گرفته قرار توجه مورد شده مطرح ایراد بلوکی آستانه ای روش در

می گیرند. قرار آستانه سازی مورد گروهی صورت به و شده داده قرار بلوک یک درون می گیرند قرار همسایگی

گیرد قرار شده معرفی آستانه مقدار از بیش شده برآورد موجک ضرایب دوم توان میانگین اگر اساس این بر

حذف مدل از بلوک ضرایب کلیه این صورت غیر در می شوند، مدل وارد بلوک در موجود ضرایب کلیه آنگاه

گروهی صورت به را β̂ij موجک تجربی ضرایب می توان شده بیان (٢٠٠٢) کای در آنچه بر بنا می شوند.

در را k صحیح مقادیر j تفکیک پذیری سطح هر در اساس، همین بر داد. قرار متوالی بلوک های درون

صورت به ،ℓ طول با نامتداخل بلوک های

Γjt =
{
k : (t− ١)ℓ+ ١ ≤ k ≤ tℓ,−∞ < t <∞

}
صورت به بلوک هر ضرایب دوم توان میانگین ،Γjt بلوک هر درون سپس و داده قرار

Âjt = ℓ−١
∑

k∈B(t)

β̂٢
jk (۵)

مجموعه دهنده نشان B(t) اینجا در می شود. مقایسه λ جدید آستانه مقدار یک با و می شود محاسبه

یک به مربوط ضرایب دوم توان میانگین که صورتی در دارند. قرار Γkt بلوک در که است k اندیس های

غیر در می مانند، باقی مدل در بلوک، در موجود ضرایب کلیه باشد، بیشتر مدل آستانه مقدار از خاص بلوک

(٢٠٠٢) کای در موجک ضرایب حذف دستورالعمل اساس بر بنابراین می شوند. حذف مدل از این صورت

صورت به بلوکی آستانه ای روش به چندک چگالی تابع موجک برآوردگر می توان ،

ĝn(x) =

٢ℓ−١∑
j=١

α̂ℓjϕℓj(x) +

R∑
j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t)

β̂jkI
(∣∣Âtk

∣∣ > λ
)
ψjk(x) (۶)
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و جزئیات١٢ پذیری تفکیک سطح بالاترین با مرتبط ،R هموارسازی١١ پارامتر که طوری به نمود تعریف

و انتها در می شود. نامیده آستانه ثابت یک C٠ که است شده گرفته نظر در C٠n
−١ برابر λ آستانه مقدار

مجموعه ای زیر به متعلق g(x) چندک چگالی تابع که می شود فرض موجکی برآوردگرهای معمول روال طبق

نمود. خواهیم بیان زیر صورت به را تابعی فضای این ادامه در که باشد بسوف تابعی فضای از

برای q و p نرم پارامترهای و s هموارسازی پارامتر با Bs
pq کراندار بسوف تابعی فضای :١ تعریف

صورت به sp > ١ و p, q ∈ [١,∞)

Bs
pq

(
M

)
=

{
g : g ∈ Bs

pq,
∥∥g∥∥

Bs
pq

≤M, Supp g ⊆
[
٠, ١

]}
,

بنابراین است. g تابع دامنه Ω و Supp g = {x ∈ Ω|g(x) ̸= ٠} که طوری به می شود تعریف

همچنین است. کراندار بسوف نرم و فشرده محمل با بسوف توابع از مجموعه ای زیر Bs
pq(M) مجموعه

و ١ تعریف به توجه با حال است. کراندار پیوسته توابع شامل Bs
pq(M) که می دهد نشان sp > ١ شرط

اساس بر را g تابع بسوف نرم نمایش می توان ،r > s نظم مرتبه از ψ مادر موجک تابع گرفتن نظر در با

صورت به موجک ضرایب نرم دنباله

∣∣g∣∣
Bs

pq
=

(∑
k

∣∣αj٠k

∣∣p) ١
p +

{ ∞∑
j=٠

[
٢jσ

(∑
k

∣∣βjk∣∣p) ١
p
]q} ١

q ,

.(١٩٩٢ ، (میر σ = s+ ١/٢ − ١/p آن در که نمود بیان

بلوکی برآوردگر مجانبی خواص ٣

در شده معرفی چندک چگالی تابع بلوکی برآوردگر مجانبی خواص و عملکرد میزان مطالعه به بخش این در

فضای روی L٢ زیان تابع تحت برآوردگر این همگرایی نرخ راستا همین در و پرداخت خواهیم (۶) رابطه

است. برقرار زیر گزاره می شود فرض ابتدا شد. خواهد معرفی Bs
pq(M) کراندار بسوف

11Smoothing parameter
12Highest detail resolution
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که طوری به C ثابت مقدار یک باشد داشته وجود (x, y) ∈ [٠, ٢[١ هر برای کنید فرض :١ گزاره

|g(x)− g(y)| ≤ C
√

|x− y|.

پرداخت. بخش این مهم قضیه بیان به می توان ١ گزاره پذیرش با حال

با (۶) رابطه در بلوکی روش به چندک چگالی تابع موجک برآوردگر ĝn و g ∈ Bs
pq(M) اگر :١ قضیه

باشند. r مرتبه از منظم موجک توابع ψ و ϕ و باشد ℓ =
⌊
lnn

⌋
و R =

⌊
log٢(nℓ

−٢)
⌋

پارامترهای

و q ∈ [١,∞], ١/p < s < r مقادیر همه برای که طوری به دارد، وجود C همانند ثابت مقداری آنگاه

داد: نشان می توان M ∈ (٠,∞)

آنگاه ،p ∈ [ ٢, ∞ ] اگر -١

sup
g∈Bs

pq(M)
E
( ∫

[٠,١]

(
ĝn(x)− g(x)

)٢
dx

)
≤ C n−٢s/(٢+١s)

آنگاه ،p ∈ [ ١, ٢ ) اگر -٢

sup
g∈Bs

pq(M)
E
( ∫

[٠,١]

(
ĝn(x)− g(x)

)٢
dx

)
≤ C(log٢ n)

٢−p
p(٢+١s)n−٢s/(٢+١s).

شود. مراجعه ضمیمه بخش به اثبات مشاهده برای برهان:

شود. داده تعمیم a < b با [a, b] همچون [٠, ١] بجز بازه ای هر روی بر می تواند ١ قضیه نتایج :١ ملاحظه

اساس این بر است. پذیر امکان y ∈ [a, b] برای x = F (y) ساده متغیر تغییر یک با تنها امر این

داد نشان می توان

αij =

∫
[٠,١]

g(x)ϕij(x)dx =

∫
[a,b]

ϕij(F (x))dx

در مقدار این است. شده گرفته نظر در ℓ =
⌊
lnn

⌋
برابر بلوک هر طول اندازه ،١ قضیه در :٢ ملاحظه

(٢٠٠٢) کای البته است. ℓ = (lnn)٢ برابر توابع بلوکی برآورد بحث در (١٩٩٩) همکاران و هال مقاله

خطای مقدار کاهش برای ،١ قضیه قسمت دو هر برای بهینه مقدار یک ،ℓ =
⌊
lnn

⌋
طول که کرد ثابت

بود. خواهد نقطه یک در توابع همزمان برآورد در کلی
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شبیه سازی مطالعه ۴

(٢٠١۶) همکاران و چسنو پیشنهادی برآوردگرهای به نسبت (۶) بلوکی برآوردگر عملکرد بخش این در

خواهند ارزیابی (١٩٩٢) جونز و (٢٠١٢) همکاران و سونی توسط شده معرفی هسته ای برآوردگرهای و

تابع دو روی از مختلف اندازه های با تصادفی نمونه های شبیه سازی مطالعه یک انجام با اساس این بر شد.

میانگین و (ANE) خطاها١٣ نرم میانگین معیار دو محاسبه با و یافته تعمیم لاندای توزیع و بتا توزیع

نتایج گرفت. خواهد قرار بررسی مورد برآوردگرها از یک هر دقت (MISE) خطاها١۴ دوم توان مجموع

پذیری تفکیک سطح گرفتن نظر در با و ٢ کوایفلت و ۴ سایملت موجک های بکارگیری با شبیه سازی این

است. آمده بدست متلب نرم افزار در کدنویسی با و تکرار بار ١٠٠٠ در j٠ = ۶ اولیه

شروط کلیه آنگاه شوند، انتخاب (٠, ١) بازه روی از بتا توزیع پارامترهای اگر که است یادآوری به لازم

چهار دارای یافته تعمیم لامبدای توزیع دیگر طرفی از بود. خواهد برقرار نتایج اثبات جهت نیاز مورد

که طوری به می شود داده نمایش GLD(λ١, λ٢, λ٣, λ۴) صورت به که است λ۴ و λ٣ ،λ٢ ،λ١ پارامتر

کشیدگی میزان λ۴ و λ٣ پارامترهای و هستند مقیاس و مکان پارامترهای ترتیب به λ٢ و λ١ پارامترهای

.(٢٠٠٠ ، دودیکس و (کارین می کنند مشخص را توزیع چولگی و

تولید GLD(٠٫۵, ١, ٢, ۶) و Beta(٠٫۶, ٠٫۵) توزیع از مختلف اندازه های با تصادفی نمونه های :١ مثال

در است. شده ارائه موجکی برآوردگرهای سایر و بلوکی برآوردگر خصوص در شبیه سازی نتایج می شود.

چسنو توسط پیشنهادی آستانه ای شده هموار برآوردگر و آبی) چین (خط بلوکی شده هموار برآوردگر ١ شکل

برآوردگرهای همچنین است. شده داده نمایش سبز) چین (خط (٢٠١۶) همکاران و چسنو همکاران و

ترتیب به (١٩٩٢) جونز جونز و (٢٠١٢) همکاران و سونی همکارن و سانی توسط شده معرفی هسته ای

،١ جدول مقادیر به توجه با و شهودی صورت به حال است. شده داده نمایش قهوه ای) و بنفش (خطوط با

برآوردگرهای و آستانه ای شده هموار برآوردگر به نسبت بلوکی شده هموار برآوردگر که کرد مشاهده می توان

بلوکی برآوردگر به نسبت شده هموارسازی بلوکی برآوردگر همچنین برخوردارند. بالاتری کارایی از هسته ای

با چند هر برآوردگرهاست. از دسته این برتری بر دلیل خود که است کمتری معیار مقادیر دارای ساده

به زیادی حد تا هسته ای و آستانه ای بلوکی، برآوردگرهای ارزیابی معیارهای مقادیر نمونه حجم افزایش

مشابه نتایجی می توان ٢ شکل مشاهده با و ٢ جدول مقادیر به توجه با همچنین می شوند. نزدیک یکدیگر

یافته تعمیم لاندای توزیع تابع برای را بتا توزیع مشاهدات روی از چندک چگالی تابع برآورد خصوص در
13Average Norm Errors
14Mean Integrated Square Errors
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هموار آبی)، چین (خط بلوکی هموار قرمز)، چین (خط ساده خطی های برآوردگر و بتا چگالی تابع :١ شکل
بنفش). (خط سانی هسته ای و قهوه ای) (خط جونز هسته ای سبز)، (خط آستانه ای

نمود. نتیجه گیری نیز

Beta(٠٫۵, ٠٫۶) توزیع برای خطاها مربع مجموع میانگین و خطاها نرم میانگین مقادیر :١ جدول

n

٢٠۴٨ ١٠٢۴ ۵١٢ ٢۵۶ ١٢٨ معیار برآوردگر
٧/٩٧٣ ۴/٩٧٧ ۴/١٩٨ /١۴٣٣ ٢/٠٨٩ ANE ĝSB(x) بلوکی هموار
٠/٠٣٢ ٠/٠٢۵ ٠/٠٣۵ ٠/٠۴١ ٠/٠٣٧ MISE

٨/٢۶١ ۵/٩٣۵ ۴/٢۵٠ ٣/٢۵٢ ٢/٨٩١ ANE ĝSH(x) آستانه ای هموار
٠/٠٣٣ ٠/٠٣۵ ٠/٠٣۵ ٠/٠۴٢ ٠/٠۶٨ MISE

٨/۴٢۴ ۵/٨٨٠ ۴/۴٣٣ ۴/٧٣۴ ٣/٠۵۴ ANE ĝL ساده خطی
٠/٠٣۵ ٠/٠٣۶ ٠/٠۵٨ ٠/٠٩٠ ٠/٠٧٨ MISE

١٣/۵٧٩ ٩/۵۶٩ ٧/٠٧۴ ۵/٢٠٧ ۴/١۴٧ ANE ĝKJ جونز هسته ای
٠/٠٩٠ ٠/٠٨٩ ٠/٠٩٧ ٠/١٠۶ ٠/١٣۵ MISE

٨/٧٣٨ ۵/۶٣٧ ۴/٨٣٢ ٣/۶۴٧ ٢/٢۴۴ ANE ĝKS سانی هسته ای
٠/٠٣٨ ٠/٠٣٢ ٠/٠۴۶ ٠/٠۵۵ ٠/٠۴٣ MISE
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(خط بلوکی هموار قرمز)، چین (خط ساده خطی های برآوردگر و تعمیم یافته لاندای چگالی تابع :٢ شکل
بنفش). (خط سانی هسته ای و قهوه ای) (خط جونز هسته ای سبز)، (خط آستانه ای هموار آبی)، چین

GLD(٠٫۵, ١, ٢, ۶) توزیع برای خطاها مربع مجموع میانگین و خطاها نرم میانگین مقادیر :٢ جدول

n

٢ ١٠٢۴ ۵١٢ ٢۵۶ ١٢٨ معیار برآوردگر

٢١/٢۵٣ ١۴/٩٩٩ ١١/٢٠۵ ٧/٧٧١ ٧/٠٨٧ ANE ĝSB(x) بلوکی هموار
٠/٢١٣ ٠/٢١۴ ٠/٢٣٨ ٠/٢٣١ ٠/٣٨۶ MISE

٢۴/۵۵٧ ١٧/۵۵٧ ١٢/۵۴۶ ٨/٠۴۵ ٧/١٠ ANE ĝSH(x) آستانه ای هموار
٠/٢٨۶ ٠/٢٩٢ ٠/٢٩٨ ٠/٢۴٩ ٠/٣٩١ MISE

۴۵/۶۶٢ ٢٧/٢۴٨ ١٨/۵٨۵ ١٣/١٨۴ ٩/۶۶٣ ANE ĝL ساده خطی
٠/٩٧٩ ٠/۶٩٩ ٠/۶۵۴ ٠/۶٧٣ ٠/٧٢۵ MISE

٢۴/٨٨٣ ١٧/٢٩٨ ١٢/٨٧۴ ٨/٢٠٢ ٧/٩٧٣ ANE ĝKJ جونز هسته ای
٠/٢٩٣ ٠/٢٨۴ ٠/٣١۵ ٠/٢۵٩ ٠/۴٩۵ MISE

١٩/٧٢٣ ١۴/۵۵٧ ١٢/١۴٩ ١٢/٣۴٨ ٧/۴۴٨ ANE ĝKS سانی هسته ای
٠/١٨٩ ٠/٢١٢ ٠/٣٢۵ ٠/٧٢۴ ٠/۴۵۵ MISE
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نتیجه گیری و بحث

شده برخوردار ویژه ای اهمیت از موجک ابزار کمک به آماری توابع ناپارامتری برآورد بحث اخیر سالهای در

ارائه را تری کیفیت با برآوردهای بلوکی، آستانه سازی شیوه به آستانه ای برآوردهای بین این در و است

بالا باعث می تواند موجکی برآوردهای روی بر موضعی هموارسازی شیوه کارگیری به همچنین نموده اند.

دقت با کلی، حالت در و هموارتر نهایی تقریب های که طوری به شود برآوردگرها این کیفیت میزان بردن

روش های از استفاده نمونه، حجم میزان افزایش با که است ذکر به لازم که چند هر شود. حاصل بیشتر

بکاهد. برآوردها دقت از است ممکن هموارسازی

ضمیمه ۵

می شود. پرداخته ١ قضیه اثبات ارائه به (٢٠١۶) همکاران و چسنو از لم چند بکارگیری با بخش این در

٠ < p١ ≤ هر برای آن گاه .
∥∥u∥∥

ℓp
=

(∑
i |ui|p

)١/p باشیم داشته و u ∈ Rn کنید فرض :١ لم

است. برقرار
∥∥u∥∥

ℓp٢
≤

∥∥u∥∥
ℓp١

≤ n١/p١−١/p٢
∥∥u∥∥

ℓp٢
نامساوی p٢ ≤ ∞

هر ازای به آن گاه باشند، (۴) رابطه در شده معرفی موجک ضرایب برآوردگرهای β̂ij و α̂ℓj اگر :٢ لم

که طوری به C ثابت مقدار یک دارد وجود p ≥ ١ مقدار

E
(
α̂ℓj − αℓj

)٢ ≤ C n−١, E
(
β̂jk − βjk

)٢ ≤ C n−١.

p ≥ ١ هر ازای به آن گاه باشند، (۴) در شده معرفی موجک ضرایب برآوردگرهای β̂ij و α̂ℓj اگر :٣ لم

که طوری به دارد وجود C ثابت مقدار یک

P
((
ℓ−١

∑
k∈B(t)

(β̂jk − βjk)
١/٢(٢ ≥ λ

)
≤ C n−٢.

که E
∫ (
ĝτ − gτ

)٢ ≤ ۴
(
T١ + T٢ + T٣ + T۴

)
نوشت می توان مینکوفسکی نابرابری از استفاده با
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آن در

T١ = E
∥∥∑٢ℓ−١

j=١ (α̂ℓj − αℓj)ϕℓj(x)
∥∥٢

٢

T٢ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) βjkI

(
Âtk < λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

T٣ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) θ̂jkI

(
Âtk ≥ λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

T۴ = E
∥∥∑∞

j=R+١
∑٢j−١

k=٠ βjkψjk(x)
∥∥٢

٢

است. T۴ تا T١ جملات از یک هر برای بالا کران یک یافتن نیازمند حال .θ̂jk = β̂jk − βjk و

نابرابری ،٢ لم بکارگیری با و ψ تابع بودن متعامد یکه خاصیت به توجه با :T١ برای بالا کران (١

T١ ≤ C

٢ℓ−١∑
j=١

E(α̂ℓj − αℓj)
٢ ≤ C٢ℓn−١

داد نشان می توان ٢ℓ ≃ n١/(٢+١s) گرفتن نظر در با آن در که است برقرار

T١ = O(n−٢s/(٢+١s)) (٧)

نابرابری ، ψ تابع بودن متعامد یکه خاصیت به توجه با :T۴ برای بالا کران (٢

T۴ ≤ C
∞∑

j=R+١

٢j−١∑
k=٠

β٢
jk (٨)

داریم (١) رابطه از استفاده و ١ لم بکارگیری با حال است. برقرار

∑
k

β٢
jk ≤ ٢−٢js (٩)



٢٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شیرازی اسماعیل

داشت خواهیم (٨) رابطه در (٩) دادن قرار با که

T۴ ≤ C
∞∑

j=R+١

٢−٢js ≤ C٢−٢Rs ≤ Cn−٢s/(٢+١s)

می شود ثابت ٢R ≃ n(logn٢ )
−٢ گرفتن نظر در با سرانجام

T۴ = O(n−٢s/(٢+١s)). (١٠)

داد نشان می توان ابتدایی نابرابریهای برخی و مینکوفسکی نابرابری از استفاده با :T٢ برای بالا کران (٣

آن در که T٢ ≤ ٢(T٢١ + T٢٢)

T٢١ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) βjkI

(
Âtk < λ

)
I
(
Atk ≤ λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

T٢٢ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) βjkI

(
Âtk < λ

)
I
(
Atk > λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

داریم (٩) از استفاده با و (٢٠٠٨) لی از ٨ .۵ لم بکارگیری با :T٢١ برای بالا کران (۴

T٢١ ≤ C
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) βjkI

(
Atk ≤ λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

≤ C
∑R

j=ℓ

∑
k β

٢
jk ≤ C

∑R
j=ℓ ٢−٢js ≤ C٢−٢ℓs

می شود حاصل زیر نتیجه ٢ℓ ≃ n١/(٢+١s) گرفتن نظر در با که

T٢١ = O(n−٢s/(٢+١s)). (١١)
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داد نشان می توان ٣ لم از استفاده با و (٢٠٠٨) لی از ٨ .۵ لم بکارگیری با :T٢٢ برای بالا کران (۵

T٢٢ ≤ C
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) β

٢
jkE(I(Âtk < λ)I(Atk > λ))ψ٢

jk(x)
)٢∥∥١/٢

٢

≤ C
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) β

٢
jkP ((

١
ℓ

∑
k∈B(t)(β̂jk − βjk)

٢)
١
٢ ≤ λ)ψ٢

jk(x)
)٢∥∥١/٢

٢

≤ Cn−٢
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) β

٢
jkψ

٢
jk(x)

)٢∥∥١/٢
٢

≤ Cn−٢ ∑R
j=ℓ

∑
k β

٢
jk ≤ Cn−٢ ∑R

j=ℓ ٢−٢js ≤ Cn−٢−٢٢ℓs

نظر در با می شود. حاصل نتیجه (٩) بکارگیری با و (٢٠٠٨) لی در ١.A لم بکارگیری با نهایی نتیجه که

نمود ثابت می توان ٢ℓ ≃ n١/(٢+١s) گرفتن

T٢٢ = O(n−٢s/(٢+١s)). (١٢)

شد. خواهد حاصل زیر نتیجه ،(١٢) و (١١) از استفاده با و

T٢ = O(n−٢s/(٢+١s)). (١٣)

آن در که ،T٣ ≤ ٢(T٣١ + T٣٢) کرد بیان می توان T٢ مشابه طریقی به :T٣ برای بالا کران (۶

T٣١ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) θ̂jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk < λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

T٣٢ = E
∥∥∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) θ̂jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk ≥ λ

)
ψjk(x)

∥∥٢
٢

شود. معرفی بالا کران یک T٣٢ و T٣١ جملات از یک هر برای کافیست جال

داد نشان می توان ٣ و ٢ لم های و مینکوفسکی نابرابری تعمیم از استفاده T٣١:با برای بالا کران (٧

T٣١ ≤ CE
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) θ̂

٢
jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk < λ

)
ψ٢
jk(x)

)٢∥∥١/٢
٢

≤ C
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t)E

[
θ̂٢
jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk < λ

)]
ψ٢
jk(x)

)٢∥∥١/٢
٢
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داد نشان می توان (٢٠٠٨) لی از ١.A لم و شوارتز کوشی نامساوی از استفاده با

T٣١ ≤ C
∥∥( R∑

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t)

E
[
θ̂٢
jkI

(١
ℓ

∑
k∈B(t)

(β̂jk − βjk)
٢)

١
٢ ≥ λ

)]
ψ٢
jk(x)

) ١
٢
∥∥٢

٢

نابرابری ،٣ و ٢ لم های بکارگیری با ادامه در

T٣١ ≤ Cn−٢
∥∥( R∑

j=ℓ

٢j−١∑
k=٠

ψ٢
jk(x)

) ١
٢
∥∥٢

٢ ≤ Cn−٢
(∑R

j=ℓ ٢j
∥∥ψjk(x)

∥∥٢
٢

)
≤ Cn−٢٢R

∥∥ψjk(x)
∥∥٢

٢

داریم ٢R ≃ n(logn٢ )
−٢ گرفتن نظر در و ψ بودن یکامتعامد به توجه با شد. خواهد حاصل

T٣١ ≤ Cn−١(logn٢ )
−٢ ≤ Cn−٢s/(٢+١s), (١۴)

نابرابری ،٣ و ٢ لم های بکارگیری با و مینکوفسکی نابرابری تعمیم از استفاده با :T٣٢ برای بالا کران (٨

T٣٢ ≤ CE
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t) θ̂

٢
jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk ≥ λ

)
ψ٢
jk(x)

)٢∥∥١/٢
٢

≤ C
∥∥(∑R

j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t)E

[
θ̂٢
jkI

(
Âtk ≥ λ

)
I
(
Atk ≥ λ

)]
ψ٢
jk(x)

)٢∥∥١/٢
٢

داد نشان می توان ،AjtC٠٢n−١ ≥ ١ اینکه و شوارتز کوشی نامساوی بنابر شد. خواهد حاصل

T٣٢ ≤ C

R∑
j=ℓ

∑
t

∑
k∈B(t)

E
(
θ̂٢
jk

)
AjtC٠٢n

داریم Ajt = ℓ−١ ∑
k∈B(t) β

٢
jk چون ،٢ لم  از استفاده با

T٣٢ ≤ C

R∑
j=ℓ

∑
t

ln−١٢nl−١
∑

k∈B(t)

β٢
jk ≤ C

R∑
j=ℓ

∑
k

β٢
jk ≤ C٢−٢ls
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داریم ٢ℓ ≃ n١/(٢+١s) گرفتن نظر در با که

T٣٢ = O(n−٢s/(٢+١s)), (١۵)

می شود ثابت (١۵) و (١۴) از استفاده با

T٣ = O(n−٢s/(٢+١s)). (١۶)

p ∈ [١, ٢) ازای به می شود. کامل ١ قضیه اول بخش برهان (٨) و (١۶) ،(١٣) ،(٧) نتایج ترکیب با

٢ℓ ≃ گرفتن نظر در با و نموده اند ارائه (٢٠١٣ ،٢٠١٢) همکاران و شیرازی آنچه با مشابه استدلالی با

می شود. کامل نیز ١ قضیه دوم بخش برهان ،(log٢ n)
٢−p

p(٢+١s)n١/(٢+١s)
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