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آلفا-پایدار توزیع درستنمایی ماکسیمم برآوردگر

تیموری مهدی

کاووس گنبد دانشگاه مهندسی، فنی و پایه علوم دانشکده آمار، گروه

١٣٩٨/٠٩/٠۴ پذیرش: تاریخ ١٣٩٧/١٢/٠٩ دریافت: تاریخ

به طور نتیجه در و بوده برخوردار دم سنگینی و چولگی خاصیت دو از آلفا-پایدار توزیع های خانواده چکیده:

اعضای همه تقریبا برای متاسفانه، می گیرد. قرار استفاده مورد متعددی مطالعاتی حوزه های در گسترده  ای

درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای یافتن نتیجه در و ندارد وجود تحلیلی شکل با چگالی تابع خانواده، این

این کردن برطرف به منظور مقاله، این در است. شده بدل چالشی مسئله یک به توزیع این پارامترهای

تحلیل همچنین و شبیه سازی کمک به الگوریتم این کارایی می شود. پیشنهاد EM الگوریتم نوعی مشکل،

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد واقعی داده های از دسته سه

آلفا-پایدار. توزیع ، درستنمایی ماکسیمم برآوردگر EM، الگوریتم کلیدی: واژه های

مقدمه ١

دم های و چولگی١ از همزمان مطالعاتی، حوزه های برخی از آمده بدست مشاهدات نسبی فراوانی ساختار

به را ويژه ای توجه آلفا-پایدار توزیع های اخیر، دهه چند طی دلیل، همین به است. برخوردار سنگین٢

نبوده مناسب سهام٣ بازار آماری تحلیل برای گاوسی توزیع که شده اثبات نمونه، برای کرده اند. جلب خود

توزیع های خانواده می شود. استفاده آلفا-پایدار توزیع های از دقیق، آماری تحلیل برای و (١٩۶٣ (مندلبرت،

معرفی و کشف مستقل، تصادفی متغیرهای مجموع حدی توزیع بررسی برای مطالعاتی طی آلفا-پایدار

teimouri@aut.ac.ir تیموری، مهدی مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

60E10 ،60E07 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
1Skewness
2Heavy tails
3Stock market
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همکاران و کلیبانوف و (٢٠٠۴) جانسون به آلفا-پایدار توزیع های با آشنایی برای .(١٩٢۴ (لوی، شدند

خانواده ،(٢٠١٠ راچو، و اورتوبلی ٢٠٠٧؛ هادسون، و (مندلبرت اقتصاد بر علاوه  شود. مراجعه (٢٠٠۶)

مهندسی و (١٩٩٩ زولاتاریو، و (اوکایکین فیزیک و زیست مانند دیگری علوم در آلفا-پایدار توزیع های

این عضو سه برای تنها دارند. کاربرد نیز (١٩٩۵ شاهو، و نیکیاس ١٩٩۴؛ ورون، و (جانیکی مخابرات

این از استفاده نتیجه در و دارد وجود چگالی تابع برای تحلیلی شکل لوی، و کوشی نرمال، یعنی خانواده

توزیع چگالی تابع برای تحلیلی ساختار وجود عدم علیرغم شد. خواهد مواجه مشکل با عمل در توزیع ها

ارائه متعددی پارامترگذاری های در و بوده برخوردار تحلیلی ساختار از خانواده این مشخصه تابع آلفا-پایدار،

S٠ یعنی موجود های پارامترگذاری  از مشهور نوع دو ادامه، در .(١٩٨۶ زولاتاریو، ١٩٩٨؛ (نولن، می شود

در آن مشخصه تابع آنگاه باشد، آلفا-پایدار توزیع دارای Y تصادفی متغیر اگر شد. خواهند معرفی S١ و

به صورت S٠ پارامترگذاری

φY (t) =


exp{−|σt|α[١ − jβ sgn(t) tan(πα٢ )] + itµ٠ − jtβσ tan(πα٢ )},

α ̸= ١,

exp{−|σt|[١ + jβ sgn(t) ٢
π log |t|] + jtµ٠ − j ٢

π tβσ log σ},

α = ١.

(١)

از عبارتند خانواده این پارامترهای است. علامت تابع sgn(.) و j٢ = −١ که به طوری می شود ارائه

پارامترگذاری در .µ٠ ∈ R مکان و ،σ ∈ R+ مقیاس ،β ∈ [−١, ١] چولگی ،α ∈ (٠, ٢] دم شاخص

سنگینی شود کوچک تر α هرچه به عبارتی، می دهد. ارائه توزیع دم سنگینی درباره اطلاعاتی α پارامتر فوق،

که دم سنگینی بیشترین با خانواده از عضوی ،α = ٢ حالت در شد. خواهد بیشتر آلفا-پایدار توزیع دم

اطلاع میانه حول توزیع، تقارن از انحراف میزان درباره β پارامتر شد. خواهد تولید است نرمال توزیع همان

و راست، به چوله کاملا متقارن، آلفا-پایدار توزیع ،β = −١ و ،β = ١ ،β = ٠ ازای به مثلا، می دهد.

ایفا را میانگین نقش هنگامی و است مکان پارامتر µ٠ است ذکر به لازم بود. خواهد چپ به چوله کاملا

شاخص به عنوان توزیع میانه و ندارد وجود میانگین آنگاه ،α ≤ ١ باشد. برقرار .α > ١ رابطه که می کند

زیرا نمی کند، ایفا را معیار انحراف نقش و است مقیاس پارامتر σ که شود توجه شد. خواهد فرض تقارن

S١ پارامترگذاری در خانواده این مشخصه تابع است. نامتناهی α < ٢ برای آلفا-پایدار توزیع واریانس
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به صورت

φY (t) =

 exp
{
−
∣∣σt∣∣α[١ − iβ sgn(t) tan

(
πα
٢

)]
+ itµ١

}
, α ̸= ١,

exp
{
−
∣∣σt∣∣[١ + iβ sgn(t) ٢

π log
∣∣t∣∣]+ itµ١

}
, α = ١,

(٢)

آنگاه ،α < ١ و β = ١ اگر پارامترگذاری این در است. مکان پارامتر µ١ ∈ R که به طوری می شود ارائه

چگالی و مشخصه تابع اگرچه بود. خواهد حقیقی اعداد مثبت نیمه آلفا-پایدار، تصادفی متغیر تکیه گاه۴

تابع S١ پارامترگذاری در اما هستند، پیوسته پارامترها همه برحسب S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار توزیع

در مکان پارامترهای بین همچنین، هستند. ناپیوسته α = ١ نقطه در آلفا-پایدار توزیع چگالی و مشخصه

ارتباط فوق پارامترگذاری دو

µ١ =

 µ٠ − βσ tan
(
πα
٢

)
, α ̸= ١,

µ٠ − β ٢
πσ log σ, α = ١.

(٣)

یاد پارامترگذاری دو آنگاه ،β = ٠ اگر می شود، ملاحظه که همان طور .(١٩٩٨ (نولن، است برقرار

به ترتیب، S١(α, β, σ, µ١) و S٠(α, β, σ, µ٠) نماد از پس زین هستند. ارز هم یکدیگر با شده

N (a, b) نماد از شد. خواهد استفاده S١ و S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار توزیع های نمایش برای

نماد با را مربوطه چگالی تابع و کرده استفاده b واریانس و a میانگین با نرمال توزیع یک نمایش برای

و λ > ٠ نرخ پارامتر با نمایی توزیع یک نمایانگر E(λ) نماد همچنین، می شود. داده نشان ϕ(., a, b)

است. fW (w) = ab−awa−١ exp
{
−(w/b)a

}
چگالی تابع با ویبول توزیع یک نشانگر W(a, b)

،S٠(α, β, σ, µ٠) توزیع های چگالی توابع به ترتیب، h(.|α) و ،g(.|α) ،fY (.|α, β, σ, µ٠) همچنین،

خواهد زیر شرح به مقاله این ساختار هستند. S١(α, ١, ١, ٠) و ،S١
(
α
٢ , ١,

(
cos(πα/۴)

)٢/α
, ٠
)

خواهد ارائه S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار تصادفی متغیر از جدید تصادفی نمایش یک ،٢ بخش در بود.

گسترش های و ۵EM الگوریتم با ارتباط در تعاریفی و آلفا-پایدار خانواده خواص از برخی بیان به سپس شد.

مطالعه طریق از آن کارایی ،۴ بخش در و ارائه پیشنهادی EM الگوریتم ،٣ بخش در شد. خواهد اشاره آن

شد. خواهد بررسی واقعی داده های تحلیل و شبیه سازی

4Support
5Expectation maximization (EM)



آلفا-پایدار توزیع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧۶

آلفا-پایدار تصادفی متغیر تصادفی نمایش ٢

می شود. ارائه S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار تصادفی متغیر برای جدید تصادفی نمایش یک بخش این در

،Y ∼ S٠(α, β, σ, µ٠) و هستند مستقل همزمان V و P ،N تصادفی متغیرهای کنید فرض :١ قضیه

داریم α ̸= ١ برای .V ∼ S١(α, ١, ١, ٠) و P ∼ S١
(
α/٢, ١,

(
cos(πα/۴)

)٢/α
, ٠
)

Y
d
= η

√
٢PN + θV + µ٠ − λ, (۴)

و N ∼ N (٠, ١) ،λ = σβ tan
(
πα/٢

)
،θ = σsgn(β)|β|

١
α ،η = σ (١ − |β|)

١
α آن در که

دارد. دلالت توزیع در یکسانی بر d
= نماد

همچنین باشند. مستقل یکدیگر از V ∼ S١(α, ١, ١, ٠) و U ∼ S١(α, ٠, ١, ٠) کنید فرض برهان:

صورت این در .Y = σ
(
١ − |β|

) ١
αU + σsgn(β)|β|

١
αV + µ٠ − βσ tan

(
πα
٢

)
کنید تعریف

نوشت می توان

φY (t) = E exp
{
jt
[
σ
(
١ − β

) ١
αU + σsgn(β)|β|

١
αV + µ٠ − σβ tan

(πα
٢

)]}
= E exp

{
jtσ

(
١ − |β|

) ١
αU

}
E exp

{
jtσsgn(β)|β|

١
αV + jtµ٠

− jtβσ tan
(πα

٢

)}
= exp

{
− (١ − |β|)

∣∣σt∣∣α} exp
{
− |β|

∣∣σt∣∣α[١ − jsgn(tβ) tan
(πα

٢

)]
+ jtµ٠ − jtβσ tan

(πα
٢

)}
= exp

{
−
∣∣σt∣∣α[١ − jsgn(t)β tan

(πα
٢

)]
+ jtµ٠ − jtβσ tan

(πα
٢

)}
,

،V ∼ S١(α, ١, ١, ٠) اگر که شده استفاده واقعیت این از سوم تساوی از بعد عبارت به دستیابی برای

آخر تساوی از بعد عبارت .(١٩٩٨ (نولن، ،σsgn(β)|β|
١
αV ∼ S١(α, sgn(β), σ|β|

١
α , ٠) آنگاه

اکنون است. شده داده (١) رابطه در که بوده S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار تصادفی متغیر مشخصه تابع نیز

نرمال مقیاس مدل به صورت را U می توان آنگاه ،U ∼ S١(α, ٠, ١, ٠) اگر که شود توجه حقیقت این به

U
d
=
√

٢PN, (۵)
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.(١٩٩۴ تاکو، و (سامورادینسکی P ∼ S١
(
α
٢ , ١,

(
cos(πα/۴)

)٢/α
, ٠
)

که به طوری داد، نمایش

N(٠, ٢p) نرمال توزیع دارای U |P = p تصادفی متغیر زیرا نامند، نرمال مقیاس مدل را (۵) عبارت

می شود. کامل برهان زیر عبارت در U به جای
√

٢PN جایگزاری با سرانجام، است.

Y = σ
(
١ − |β|

) ١
αU + σsgn(β)|β|

١
αV + µ٠ − βσ tan

(πα
٢

)
,

مستقل یکدیگر از E ∼ E(١) و S ∼ S١
(
α, ٠, ١, ٠) کنید فرض (٢٠١٧ همکاران، و (تیموری :١ لم

.W ∼ W(α, ١) و N ∼ N (٠, ١) که به طوری است، برقرار S√
٢E

d
= N

W رابطه آنگاه باشند.

آن های گسترش و EM الگوریتم ٢. ١

برآوردگرهای محاسبه برای روش مرسوم ترین EM الگوریتم هستیم، روبرو پنهان٧ یا گمشده۶ داده های با وقتی

.(١٩٧٧ همکاران، و (دمپستر می رود به شمار آماری مدل یا توزیع یک پارامترهای درستنمایی ماکسیمم

که دارد اشاره d(x|θ) چگالی تابع با کامل داده های بردار به x = (x١, . . . ,xn) که کنید فرض

Lc(θ) = همچنین، است. گمشده و شده مشاهده مقادیر شامل به ترتیب xi = (yi, ξi)
T آن در

است. پارامتر بردار θ که به طوری دارد اشاره کامل داده های درستنمایی تابع لگاریتم به نیز Πn
i=١d(xi|θ)

برآوردگر به عنوان را θ از مقداری معمولی، EM الگوریتم ،θ(t) مانند θ از اولیه حدس یک ازای به اصولا،

شود. ماکسیمم θ از مقدار آن ازای به کامل داده های درستنمایی تابع لگاریتم ریاضی امید که می دهد ارائه

(مک می شود انجام θ(t) بردار همگرایی تا زیر گام دو طی ،ℓc(θ) = logLc(θ) دادن قرار با فرآیند این

.(٢٠٠٧ کریشنان، و لکلان

درستنمایی تابع لگاریتم ریاضی امید ،Θ(t) و y = (y١, . . . , yn) ازای به امیدگیری: گام الف-

.ℓc(θ) = logLc(θ) آن در که شود، محاسبه ،Q
(
θ
∣∣Θ(t)

)
= E

(
ℓc(θ)

∣∣y,θ(t)
)

یعنی کامل داده های

شود. آورده به دست می سازد ماکسیمم را Q
(
θ
∣∣θ(t)

)
که θ از مقداری ماکسیمم سازی: گام ب-

ECM الگوریتم ١. ١. ٢

امیدگیری گام دو بر علاوه  باشد، سخت ریاضی لحاظ به EM الگوریتم از ماکسیمم سازی گام پیاده سازی اگر

EM الگوریتم پارامتر، فضای از بخشی داشتن با شد. خواهد اضافه آن به دیگر گام یک ماکسیمم سازی، و
6Missing
7Latent
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شرطی چگالی تابع لگاریتم کردن ماکسیمم با کار این شد. خواهد پیاده  پارامتر فضای از نامعلوم بخش روی

اولیه حدس و پارامتر، فضای از بخشی دانستن معلوم شده، مشاهده داده های داشتن شرط به کامل داده های

.(١٩٩٣ منگ، ١٩٩۴؛ روبین، و (لیو می شود انجام پارامتر فضای نامعلوم بخش از

تصادفی EM الگوریتم ٢. ١. ٢

طی الگوریتم پیاده سازی دارد، قرار ام t تکرار در الگوریتم آنکه فرض با ،n اندازه با کامل داده های برای

می شود. انجام زیر مراحل

پسین توزیع از ξ = (ξ١, . . . , ξn) یعنی گمشده مقادیر از دنباله یک ،yi و θ(t) مقادیر ازای به -١

شد. خواهد شبیه سازی i = ١, . . . , n برای yi و θ(t) شرط به ξi
می شود. جایگزین کامل داده های لگاریتم تابع در شده شبیه سازی مشاهدات -٢

شد. خواهد پیاده سازی x = (x١, . . . ,xn) کامل داده های روی EM الگوریتم -٣

برای yi و θ(t) شرط به ξi پسین چگالی از شبیه سازی جهت θ(t+١) به صورت شده به روز مقدار -۴

می گیرد. قرار استفاده مورد i = ١, . . . , n

یک به که داده تشکیل را ارگودیک مارکوف زنجیر یک
{
θ(t+١)

}
t≥١ دنباله بالا، مراحل تکرار با

در که شود توجه .(٢٠٠٧ کریشنان، و لکلان مک ١٩٩۴؛ همکاران، و پی (آی شد خواهد همگرا مانا توزیع

تصادفی، EM الگوریتم در حالی که در می پذیرد صورت نقطه ای به صورت همگرایی معمولی، EM الگوریتم

تجربی به صورت غالبا تصادفی، EM الگوریتم همگرایی شرط بررسی لذا، می دهد. رخ توزیع در همگرایی

اندازه به مقداری نیز M و داشته اشاره داغیدن٨ دوره طول به M٠ که شود فرض اکنون می پذیرد. انجام

بود. خواهد زیر به صورت θ پارامتر بردار از تصادفی EM الگوریتم برآورد باشد. بزرگ کافی

θ̂ =
١

M −M٠

M∑
t=M١+٠

θ(t).

پیشنهادی EM الگوریتم ٣

کامل داده های بردار باشند، S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار توزیع از تصادفی مشاهدات y١, . . . , yn اگر

می شود، داده نشان x = (x١, . . . , xn) =
(
(y١, p١, v١), . . . , (yn, pn, vn)

)
به صورت (۴) مدل

8Burn-in period
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سلسله رابطه از (۴) نمایش هستند. V و P پنهان متغیرهای تحقق های بردار به ترتیب ،v و p آن در که

مراتبی

Y |P = p, V = v ∼ N
(
µ٠ − λ+ θv, ٢pη٢),

P ∼ S١
(α

٢
, ١,

(
cos(πα/۴)

) ٢
α , ٠

)
, V ∼ S١

(
α, ١, ١, ٠

)
, (۶)

تابع لگاریتم ،(۶) از استفاده با شده اند. تعریف (۴) رابطه از بعد λ و ،θ ،η که به طوری می کند، پیروی

به صورت کامل داده های درستنمایی

ℓc(θ) = C − n log η − ١
٢

∑n
i=١

(yi−µ٠+λ−θvi√
٢piη

)٢
+
∑n

i=١ log fPi(pi|α)

+
∑n

i=١ log fVi(vi|α),

محاسبه  برای است. θ = (α, β, σ, µ٠)
T پارامتر بردار از مستقل و ثابت مقداری C آن در که است،

نوشت: می توان Q
(
θ
∣∣θ(t)

)
= E

(
ℓc(θ;p,v)

∣∣y,θ(t)
)

Q
(
θ
∣∣θ(t)

)
= C − n log η − θ٢

۴η٢

n∑
i=١

E
(t)
٢i +

θ

٢η٢

n∑
i=١

(
yi − µ٠ + λ

)
E

(t)
١i

− ١
۴η٢

n∑
i=١

(
yi − µ٠ + λ

)٢
E

(t)
٠i +

n∑
i=١

E
(
log fPi(pi|α)

)
+

n∑
i=١

E
(
log fVi(vi|α)

)
.

صورت به r = ٠, ١, ٢ ازای به E(t)
ri = E

(
P−١
i V r

i

∣∣yi,θ(t)
)

کمیت  امیدگیری، گام برای

E
(t)
ri = ١

٢η(t)
√
πfY

(
yi

∣∣α(t),β(t),σ(t),µ
(t)
٠

)
×
∫
R
∫
R p

−١٫۵vr exp
{
− ١

٢

(yi−µ
(t)
٠ +λ(t)−θ(t)v√

٢pη

)٢}
h
(
v|α(t)

)
g
(
p|α(t)

)
dvdp,

و ،θ(t) = σ(t)sgn(β(t))|β(t)|
١

α(t) ،η(t) = σ(t)
(
١ − |β(t)|

) ١
α(t) آن در که می شود، محاسبه

است. شده داده ٣ پیوست در E(t)
ri کمیت  محاسبه به مربوط جزئیات .λ(t) = β(t)σ(t) tan

(
πα(t)

٢

)
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و ماکسیمم سازی، امیدگیری، های گام دارد، قرار تکرار tامین در EM الگوریتم آنکه فرض با ادامه، در

بود: خواهند زیر به صورت سازی شرطی

می شوند. محاسبه i = ١, . . . , n برای E(t)
ri کمیت ،θ(t) مانند اولیه حدس ازای به امیدگیری: گام

ماکسیمم را Q
(
θ
∣∣θ(t)

)
عبارت که θ از مقداری ،θ(t) اولیه حدس ازای به ماکسیمم سازی: گام

به صورت مکان پارامتر مقدار ماکسیمم سازی، گام در شد. خواهد نامیده θ(t+١) و شده مشخص می کند

می شود. به روز زیر

µ(t+١)
٠ =

∑n
i=١

(
yi + λ(t)

)
E

(t)
٠i + θ(t)

∑n
i=١ E

(t)
١i∑n

i=١ E
(t)
٠i

.

کردن لحاظ با همچنین،

b =
sgn(β(t))|β(t)|

١
α(t)

∑n
i=١

(
yi − µ(t+١)

٠
)
E

(t)
١i

٢n
(
١ − |β(t)|

) ٢
α(t)

−
β(t) tan

(
πα(t)

٢

)∑n
i=١

(
yi − µ(t+١)

٠
)
E

(t)
٠i

٢n
(
١ − |β(t)|

) ٢
α(t)

,

c = −
∑n

i=١

(
yi − µ(t+١)

٠
)٢
E

(t)
٠i

٢n
(
١ − |β(t)|

) ٢
α(t)

,

σ(t+١) به صورت G(σ) = σ٢ + bσ + c دو درجه معادله جواب های از یکی طریق از مقیاس پارامتر

یک هر از استفاده و نداشته وجود G(σ) معادله جواب دو بین چندانی تفاوت که شود توجه می شود. به روز

است. مجاز جواب ها از

حاشیه ای چگالی تابع لگاریتم کردن ماکسیمم با دم شاخص پارامتر مرحله، این در شرطی سازی: گام

به صورت α به نسبت

α(t+١) = argmax
α

n∑
i=١

log f
(
yi
∣∣α, β(t+١), σ(t+١), µ(t+١)

٠
)

تصادفی EM الگوریتم یک از پیشنهادی، EM الگوریتم از تکرار tامین در منظور، به همین می شود. به روز

شد. خواهد استفاده زیر گانه سه مراحل با
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را y∗∗i = y∗i /
√

٢ei تبدیل باشد. E(١) توزیع از تصادفی نمونه ای {e١, . . . , en} کنید فرض -١

آن در که بگیرید نظر در i = ١, . . . , n ازای به

y∗i =
yi − θ(t+١)vi − µ(t+١)

٠ − λ(t+١)

δ(t+١)
,

با اکنون، .λ(t+١) = β(t+١)σ(t+١) tan
(
πα(t)

٢

)
و ،δ(t+١) = σ(t+١)

(
١ + |β(t+١)|

) ١
α(t)

رابطه ،١ لم کمک به پس .(١٩٩٨ (نولن، Y ∗∗
i ∼ S١(α, ٠, σ, ٠) که دریافت می توان دقت اندکی

مراتبی سلسله

Y ∗∗
i

∣∣Wi = wi ∼ N
(
٠, w−٢

i

)
, Wi ∼ W(α, ١),

از است عبارت کامل داده های درستنمایی تابع لگاریتم بنابراین است. برقرار

ℓc
(
α
∣∣y∗∗i )

= C + n logα−
n∑

i=١

wα
i + α

n∑
i=١

logwi. (٧)

از را w = (w١, . . . , wn) تصادفی یافته های بردار پنهان، متغیر به عنوان W داشتن نظر در با -٢

توسط شده پیشنهاد الگوریتمی کمک به i = ١, . . . , n ازای به ،α(t) و Y ∗∗
i شرط به Wi پسین توزیع

می شود. شبیه سازی (٢٠١٨) همکاران و تیموری

را عبارت این که α از مقداری ،(٧) عبارت راست سمت در w یافته های بردار جایگزینی از پس -٣

،α(t+١) داشتن دست در با شد. خواهد معرفی α(t+١) یا پارامتر این از شده به روز مقدار می کند، ماکسیمم

یک صورت، این در کنید. تکرار دفعه M برای را بالا گام سه و برگشته تصادفی EM الگوریتم اول گام به

آمد. خواهد به دست α(t+١,١), . . . , α(t+١,M) به صورت دم شاخص پارامتر از شده به روز مقادیر از دنباله

به صورت دم شاخص پارامتر از شده به روز مقدار نهایت، در

α(t+١) =
١

M −M٠

M∑
j=M١+٠

α(t+١,j),

jامین در دم شاخص پارامتر از شده به روز مقدار α(t,j) و داغیدن دوره طول M٠ آن در که می شود، ارائه
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برگشت و ،α(t+١) داشتن دست در با اکنون، است. EM الگوریتم از t تکرار و سازی شرطی گام از تکرار

خواهد تکرار مرتبه N مثلا بزرگ، کافی تعداد برای امیدگیری گام از دوباره EM الگوریتم امیدگیری، گام به

دلیل، به همین شد. نخواهد منجر خوبی نتایج به معمولا بالا مراحل طی چولگی پارامتر کردن به روز شد.

طریق از چولگی پارامتر مکان، و مقیاس، دم، شاخص پارامترهای از شده به روز مقادیر داشتن دست در با

به صورت حاشیه ای چگالی تابع لگاریتم ماکسیمم سازی

β(t+١) = argmax
β

n∑
i=١

log fY
(
yi
∣∣α(t+١), β, σ(t+١), µ٠

(t+١)),
تکرارهای از اندک تعدادی تنها پیشنهادی، EM الگوریتم تکرار N از که شود توجه ب شد. خواهد به روز

طول به عنوان N٠ گرفتن نظر در با می شود. استفاده EM الگوریتم بر مبتنی برآوردگر محاسبه برای پایانی

می آید. به دست پایانی تکرار N −N٠ + ١ معدل گیری از EM، الگوریتم بر مبتنی برآوردگر داغیدن، دوره

واقعی داده های مدل سازی و شبیه سازی الگوریتم: ارزیابی ۴

طریق از درستنمایی ماکسیمم برآوردگر و پیشنهادی EM الگوریتم کارایی مقایسه به ابتدا فصل این در

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد واقعی داده های مدل سازی وسیله به  آنها کارایی سپس و پرداخته شبیه سازی

می شود. جلب آمده ادامه در که نکاتی به خواننده توجه شبیه سازی، نتایج به پرداختن از قبل

و (کوگون تجربی مشخصه تابع ،(١٩٨٠ ، (کوتروولیس رگرسیونی روش مانند روش هایی الف-

دارند. وجود آلفا-پایدار توزیع پارامترهای برآورد برای ،(١٩٨۶ کولا، (مک چندکی و (١٩٩٨ همکاران،

این اساس بر شد. خواهد تولید رگرسیونی رابطه یک ،(٢) رابطه طرفین از گیری لگاریتم دفعه دو با

خواهند آلفا-پایدار توزیع پارامترهای برآورد به تجربی مشخصه تابع و رگرسیونی روش های خاصیت،

٢۵ام، ۵ام، چندک های به به ترتیب x٠٫٩۵ و ،x٠٫٧۵ ،x٠٫۵٠ ،x٠٫٢۵ ،x٠٫٠۵ کنید فرض همچنین، پرداخت.

دو جدول بندی با چندکی روش دارند. اشاره S١ پارامترگذاری در آلفا-پایدار توزیع ٩۵ام و ٧۵ام، ۵٠ام،

تابع

vα =
x٠٫٩۵ − x٠٫٠۵

x٠٫٧۵ − x٠٫٢۵
vβ =

x٠٫٩۵ + x٠٫٠۵ − ٢x٠٫۵٠

x٠٫٩۵ − x٠٫٠۵

آمده به دست مقادیر مقایسه و β = ٠, ٠٫٢۵, ٠٫۵٠, ٠٫٧۵, ١ و α = ٠٫۵, ٠٫۶, . . . , ١٫٩, ٢ مقادیر ازای به
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یعنی نمونه ای همتای با

v̂α =
x̂٠٫٩۵ − x̂٠٫٠۵

x̂٠٫٧۵ − x̂٠٫٢۵
v̂β =

x̂٠٫٩۵ + x̂٠٫٠۵ − ٢x̂٠٫۵٠

x̂٠٫٩۵ − x̂٠٫٠۵

ازای به تنها چندکی روش است، معلوم که همان طور می پردازد. توزیع این پارامترهای برآورد به

از استفاده با ،S١ پارامترگذاری در پارامترها همه برآورد از بعد همچنین، است. استفاده قابل α ≥ ٠٫۵

آورد. به دست نیز را S٠ پارامترگذاری در مکان پارامتر چندکی برآورد می توان ،(٣) رابطه

همکاران، و (چمبرز است شده استفاده مرسوم روش از آلفا-پایدار، تصادفی متغیر شبیه سازی برای ب-

و کرده خودداری آلفا-پایدار تصادفی متغیر تولید نحوه به  مربوط جزئیات بیان از .(١٩٩۶ ، ورون ١٩٧۶؛

می شود. αپرداخته ̸= ١ حالت S٠برای پارامترگذاری در آلفا-پایدار تصادفی متغیر تولید رابطه بیان به )صرفا
− π/٢, π/٢

)
بازه روی یکنواخت توزیع دارای به ترتیب مستقل تصادفی متغیر دو E و U شود فرض

رابطه صورت این در باشند. یک میانگین با نمایی و

Y
d
=σ

sinα(θ٠ + U)(
cos θ٠ cosU

)١/α

(cos (αθ٠ + (α− ١)U
)

E

)(١−α)/α
+ µ٠ − βσ tan

(
πα/٢

)
.θ٠ = arctan

(
β tan(πα/٢)

)
/α که به طوری است، برقرار

شده نوشته R آماری افزار نرم در EM الگوریتم پیاده سازی برای برنامه ها تمامی مطالعه، این در ج-

دریافت قابل https://cran.um.ac.ir/ سامانه از و بوده رایگان افزار نرم این .(٢٠١٨ (آر، است

است.

رگرسیونی، درستنمایی، ماکسیمم روش از استفاده با پارامترها برآورد برای شبیه سازی ، هنگام در د-

موجود http://www.robustanalysis.com سامانه در که STABLE افزار نرم از چندکی و

است. شده استفاده است

شبیه سازی ، طی و بوده برآوردگرها (RMSE) خطای٩ دوم توان میانگین جذر کارایی، ملاک ه-

و ،N٠ = ١٠٠ ،M = ۴٠ ،M٠ = ٢٠ به صورت EM الگوریتم پیاده سازی برای نیاز مورد پارامترهای

روش های از اغلب پیشنهادی EM الگوریتم کارایی شد مشخص شبیه سازی در شده اند. تعریف N = ١۴٠

شده اند. حذف رقابت گردونه از چندکی و رگرسیونی روش دو بنابراین است. بیشتر چندکی و رگرسیونی

9Root Mean Squared Error
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شبیه سازی اساس بر ارزیابی ١ .۴

اندازه های با تصادفی نمونه ٣٠٠ تعداد به درستنمایی، ماکسیمم و EM الگوریتم روش دو کارایی مقایسه برای

α = ،β = ٠, ٠٫۵, ٠٫٩ سطوح ازای به آلفا-پایدار تصادفی متغیرهای از n = ۶٠٠ و n = ٣٠٠

با برابر مکان پارامتر حالات، همه در همچنین است. شده شبیه سازی σ = ٠٫۵, ۵ و ،٠٫۵, ٠٫٩, ١٫٢, ١٫۵

n = ٣٠٠) ٢ شکل ،(σ = ٠٫۵ و n = ٣٠٠) ١ شکل  در شبیه سازی نتایج است. شده منظور صفر

شده داده نمایش (σ = ۵ و n = ۶٠٠) ۴ شکل و ،(σ = ٠٫۵ و n = ۶٠٠) ٣ شکل ،(σ = ۵ و

شکل، هر در آمده اند به دست EM الگوریتم طریق از که µ٠ و ،σ ،β ،α پارامترهای برآوردگرهای است.

برآوردگرهای برای علایم این شده اند. داده نمایش µ̂٠EM و ،σ̂EM ،β̂EM ،α̂EM نمادهای با به ترتیب

اساس بر شده اند. داده نشان µ̂٠ML و ،σ̂ML ،β̂ML ،α̂ML نمادهای با به ترتیب درستنمایی ماکسیمم

یافت: دست زیر نتایج به می توان شکل ها این

کارایی ،(σ = ٠٫۵) مقیاس پارامتر از پایین سطح و (n = ٣٠٠) نمونه اندازه از پایین سطح برای -١

است. بیشتر σ̂ML از σ̂EM

α̂EM کارایی ،(σ = ۵) مقیاس پارامتر از بالا سطح و (n = ٣٠٠) نمونه اندازه از پایین سطح برای -٢

است. بیشتر σ̂ML از σ̂EM کارایی همچنین، است. β̂ML از β̂EM کارایی است. بیشتر α̂ML از

که یافته کاهش برآوردگر دو خطای دوم توان میانگین جذر ،۶٠٠ به ٣٠٠ از نمونه اندازه افزایش با -٣

باشد. روش دو از آمده به دست برآوردگرهای بودن سازگار١٠ بر دلیلی می تواند

α افزایش با σ̂ML و σ̂EM برآوردگرهای کارایی چولگی، پارامتر و نمونه اندازه از سطح هر ازای به -۴

می یابد. افزایش

،α̂ML ،α̂EM برآوردگرهای کارایی چولگی، پارامتر و نمونه اندازه از سطح هر ازای به کلی، به طور -۵

می یابد. کاهش α افزایش با ،β̂ML و ،β̂EM

ماکسیمم روش با مقایسه در را EM الگوریتم روش کارایی می توان مجموع در نتایج، این اساس بر -۶

کرد. فرض خوب درستنمایی

واقعی داده های اساس بر برآوردگرها ارزیابی ٢ .۴

برخوردارند سهام سبد بهینه سازی و اقتصادی ریسک مدیریت در فراوانی کاربرد از آلفا-پایدار توزیع های

تحلیل به ادامه در دلیل، همین به .(٢٠٠٣ میتنیک، ٢٠٠٣؛ نولن، ١٩٩۶؛ کولا، مک ١٩۶٣؛ (مندلبرت،
10Consistent
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(خط چین) درستنمایی ماکسیمم روش و ممتد) (خط EM الگوریتم خطای دوم توان میانگین جذر :۴ شکل
.µ٠ = ٠ و ،σ = ۵ ،n = ۶٠٠ ازای به
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France SMI، Switzerland معروف شاخص سه به مربوط سهام سود روزانه قیمت از واقعی داده های

نرم در که داده بسته از اروپا سهام بازار متغیر درون از داده ها این پرداخت. خواهیم FTSE UK و CAC،

قیمت نمایانگر که شده ثبت مشاهده ١٨۶٠ شاخص هر برای شده اند. استخراج شده داده توسعه R افزار

این به آلفا-پایدار مدل اکنون است. ١٩٩٨ تا ١٩٩١ سال های طی شاخص ها این به مربوط سهام روزانه

درستنمایی ماکسیمم و EM الگوریتم روش دو از آن پارامترهای برآورد برای و شده داده برازش داده ها

آمده ١ جدول در داده ها از مجموعه این به آلفا-پایدار مدل برازش از حاصل نتایج شد. خواهیم استفاده

حسب بر درستنمایی، ماکسیمم روش به نسبت پیشنهادی EM الگوریتم می شود ملاحظه که همان طور است.

معروف. شاخص سه سهام روزانه قیمت برای شده برآورد پارامترهای :١ جدول

KS log lik. µ̂٠ σ̂ β̂ α̂ روش داده نام
٠/٠٣٣٣۵ ۶١۶٨/٨۴۵ -٠/٠٠١٠۶ ٠/٠٠۵۴١ ٠/١۵١٨٩ ١/٧۶۴۶٠ EM الگوریتم Switzerland SMI
٠/٠٢۵٣١ ۶١۶٨/۵٢٨ -٠/٠٠١٢۶ ٠/٠٠۵۴٣ ٠/١٩۶٠٣ ١/٧۴٧٠٧ درستنمایی ماکسیمم

٠/٠٠٣٠١ ۵٧٨٠/٢۴٨ -٠/٠٠۵۴٠ ٠/٠٠٧٠٧ ٠/٠۴۴٢٣ ١/٨۴٧١٢ EM الگوریتم France CAC
٠/٠٣٢۵۶ ۵٧٨٠/۴١۵ -٠/٠٠٠۶٢ ٠/٠٠٧١٣ ٠/٠٨٨۶٣ ١/٨۶٧١۴ درستنمایی ماکسیمم

٠/٠٢٠٩٧ ۶٣٩۶/۴٨٨ -٠/٠٠٠۴۵ ٠/٠٠۵١۴ ٠/٠٣٩٢٧ ١/٨۶٨٧١ EM الگوریتم UK FTSE
٠/٠٢٢٣٧ ۶٣٩۶/۵٧٢ -٠/٠٠۴٩٠ ٠/٠٠۵١٠ ٠/٠٧۵٧۵ ١/٨۶۶۴٠ درستنمایی ماکسیمم

برخوردار بیشتری کارایی از (KS) کولموگروف-اسمیرنوف١١ و (log lik.) درستنمایی لگاریتم آماره  های

به صورت کولموگروف-اسمیرنوف آماره است.

KS = sup
y∈R

{
FY

(
y
∣∣α̂, β̂, σ̂, µ̂٠

)
− Fn(y)

}
,

تابع Fn

(
y
)

و Y آلفا-پایدار تصادفی متغیر توزیع تابع FY

(
y
∣∣α̂, β̂, σ̂, µ̂٠

)
آن در که می شود، تعریف

ماکسیمم یا EM الگوریتم طریق از شده برآورد مقادیر به µ̂٠ و ،σ̂, β̂, α̂ اکنون، است. تجربی توزیع

که وقتی مارکوف زنجیر شده به روز مقادیر به مربوط زمانی سری نمودار ۵ شکل دارند. اشاره درستنمایی

اولیه مقادیر می دهد. نشان را است شده پیاده سازی France CAC شاخص داده های روی EM الگوریتم

تابع .٠/٢۵ و ،٠/٢۵ ،٠ ،٠/٨٠ از عبارتند به ترتیب ،µ٠ و ،σ ،β ،α برای EM الگوریتم شروع جهت

مناسبی به طور شده اند، برآورد EM الگوریتم روش از که پارامترهایی ازای به آلفا-پایدار شده برازش چگالی

می شود ملاحظه که همان طور است. شده برازش CAC سهام قیمت به مربوط مشاهدات بافت نگار به
11Kolmogorov-Smirnov
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دارد. شدن همگرا به تمایل ٣٠ام تکرار از بعد تقریبا زنجیر
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EM. الگوریتم با مارکوف زنجیر شده به روز مقادیر زمانی سری نمودار :۵ شکل

نتیجه گیری و بحث

شکل وجود عدم به دلیل اما، برخوردارند. علمی مختلف حوزه های در وسیعی کاربرد از آلفا-پایدار توزیع های

پیچیده ای فرآیند درستنمایی ماکسیمم روش با خانواده این پارامترهای برآورد آنها، چگالی تابع برای تحلیلی

S٠ پارامترگذاری در آلفا-پایدار توزیع پارامترهای برآورد برای EM الگوریتم نوعی مقاله، این در دارد.

با مقایسه در آن کارایی بلکه است، پیاده سازی قابل R افزار نرم در آسانی به تنها نه که است شده ارائه
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زمان هرچند است. شده داده نشان واقعی داده های مدل سازی و شبیه سازی با درستنمایی ماکسیمم روش

برخوردار بیشتری دقت از اما است زیاد موجود روش های با مقایسه در پیشنهادی EM الگوریتم پیاده سازی

از می توان مطالعه، این در شده معرفی روش های همه بر دیگر مزیت به عنوان بالا، دقت علاوه بر است.

با که آمیخته آلفا-پایدار مدل های و متغیره چند آلفا-پایدار مدل های پارامترهای برآورد برای آن قابلیت

تا بود خواهد آن بر سعی آینده، مطالعات در کرد. اشاره شده اند، روبرو محققین طرف از فراوانی استقبال

گرفته صورت R افزار نرم در مطالعه، این در شده انجام محاسبات تمامی شود. پرداخته موضوع دو این به

شد. خواهد فرستاده درخواست به بنا رایانه ای برنامه های و

E
(t)
ri محاسبه :١ پیوست

ماتریس سه ،yi مانند شده مشاهده مقدار iامین برای پیشنهادی، EM الگوریتم تکرار tامین در

درایه نمایانگر به ترتیب Brc و Arc کنید تصور کنید. تعریف C و ،B ،A نام های با K بعد با مربع

اعضای که فرض این با باشند. c = ١, . . . ,K و r = ١, . . . ,K ازای به cام ستون و rام سطر

ماتریس اعضای و S١
(
α(t)/٢, ١,

(
cos(πα(t)/۴)

)٢/α(t)

, ٠
)

توزیع از تصادفی ماتریسAیافته های

Cبه صورت ماتریس cام ستون و rام سطر درایه هستند، S١(α
(t), ١, ١, ٠) توزیع از تصادفی Bیافته های

ϕ
(
yi
∣∣µ(t)٠ − λ(t) + η(t)Brc, ٢Arc(θ

(t))٢),
نوشت: می توان حال است. σ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال چگالی ϕ(.|µ, σ٢) آن در که بود، خواهند

E
(t)
٠i ≈

K∑
r=١

K∑
c=١

Crc

BrcK٢ , E
(t)
١i ≈

K∑
r=١

K∑
c=١

ArcCrc

BrcK٢ , E
(t)
٢i ≈

K∑
r=١

K∑
c=١

A٢
rcCrc

BrcK٢ .

تقریب به صورت می توان را fY
(
yi
∣∣α(t), β(t), σ(t), µ٠

(t)
)

همچنین،

fY
(
yi
∣∣α(t), β(t), σ(t), µ٠

(t)
)
≈

∑K
r=١

∑K
c=١

Crc
K٢ .

با برابر آن مقدار مقاله این در باشد. بزرگ کافی اندازه به مقداری باید K که شود توجه باید آورد. به دست

است. شده گرفته نظر در ١٠٠
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