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پژوهشی مقاله

کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای جدیدی کران های

گاهی آ حمزه

بابل نوشیروانی صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده

١۴٠٠/٠۴/١۶ انتشار: و پذیرش تاریخ ١٣٩٩/٠٣/٢۵ دریافت: تاریخ

راست و چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال برای جدیدی کران های ابتدا مقاله، این در چکیده:

از خطی ترکیبی شامل که می شود پیشنهاد محدوده ای سپس می شود. ارائه محدب تصادفی فرآیندهای پایه بر

موضوع این در شده ارائه قبلی نتایج سرانجام، است. راست و چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال

می شود. داده بهبود

محدب، تصادفی فرایند های کسری، تصادفی مربع میانگین انتگرال تصادفی، فرایند های کلیدی: واژه های

پیوسته. میانگین-مربع

متن

متن

مقدمه ١

بنیادی تعریف یک به سپس و ارائه (١٩٨٠) نیکودم توسط بار اولین محدب تصادفی فرایند های مفهوم

محدب تصادفی فرایند های حوزه  در مقدماتی مفاهیم بخش این در شد. تبدیل تصادفی فرایندهای در

و (١٩٩١) سوبسزیک ،(١٩٨٨) همکاران و شاکد منابع از تصادفی مربع میانگین انتگرال های و

می شوند. بیان (١٩٨٠) نیکودم

،t ∈ I هر برای که به طوری  باشد تصادفی فرایند یک X : I × Ω → R کنید فرض .١ تعریف

تصادفی متغیر است. X(t, ·) تصادفی فرایند ریاضی امید E[X(t, ·)] آن در که ،E
[
X٢(t, ·)

]
<∞
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هرگاه می شود نامیده [a, b] ⊂ I روی تصادفی١ انتگرال پذیر مربع میانگین ،X به نسبت Y : Ω → R

هر برای و a = t٠ < t١ < · · · < tn = b مانند [a, b] بازه در دیوارک ها از دنباله ای هر برای

،k = ١, ..., n ،Θk ∈ [tk−١, tk]

lim
n→∞

E
[( n∑

k=١

X(Θk, ·)(tk − tk−١)− Y
)٢]

= ٠.

می شود داده قرار آنگاه

Y (·) a.e.
=

∫ b

a
X(s, ·)ds. (١)

،t٠ ∈ I هر برای اگر می شود نامیده I بازه در پیوسته١ مربع میانگین X تصادفی فرایند الف) .٢ تعریف

lim
t→t٠

E
[(
X(t, ·)−X(t٠, ·)

)٢]
= ٠.

،a, b ∈ I و γ ∈ [٠, ١] هر برای هرگاه می شود نامیده محدب X : I ×Ω −→ R تصادفی فرایند ب)

نابرابری

X(γu+ (١ − γ)v, ·)
a.e.
⩽ γX(u, ·) + (١ − γ)X(v, ·), (٢)

می شود. نامیده جنسن-محدب٢ X آنگاه ،γ = ١
٢ اگر باشد. برقرار

(٢٠١٢ ، (کوتریس .١ تذکر

است. محدب X آنگاه باشد، پیوسته میانگین-مربع و جنسن-محدب X تصادفی فرایند اگر الف)

A : Ω → R تصادفی متغیر آنگاه ،t٠ ∈ I و محدب تصادفی فرایند یک X : I ×Ω −→ R اگر ب)

X(t, ·)
a.e.
⩾ A(·)

(
t− t٠

)
+X

(
t٠, ·
)

که طوری به دارد وجود

مربع میانگین انتگرال های برای پائینی و بالایی کران های (٢٠١٣ ،٢٠١٢) کوتریس زیر قضیه در

1Mean-square stochastic integrable
1Mean-square continuous
2Jensen-convex



٣١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاهی آ حمزه

سپس داد. ارائه محدب تصادفی فرایند های پایه  بر (٣) هرمیت-هادامارد نابرابری کمک به را (١) تصادفی

است. برقرار نیز تصادفی فرایند روی دیگری شرایط اعمال با (٣) نابرابری که داد نشان (١٣٩۶) گاهی آ

جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض (٢٠١٢ ، (کوتریس .١ قضیه

هرمیت-هادامارد نابرابری ،a, b ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه در پیوسته میانگین-مربع

X(
a+ b

٢
, ·)

a.e.
⩽ ١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt

a.e.
⩽ X(a, ·) +X(b, ·)

٢
, (٣)

است. برقرار

صورت به ترتیب به را راست و چپ ١ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال (٢٠٠۴) حافظ

Iαa+
[
X
](
z
)
=

١
Γ(α)

∫ z

a
(z − s)α−١X

(
s, ·
)
ds z > a,

Iαb−
[
X
](
z
)
=

١
Γ(α)

∫ b

z
(s− z)α−١X

(
s, ·
)
ds z < b.

و بالایی کران های ارائه واقع در و محدوده یک ارائه در سعی (٢٠١۶) باباخانی و گاهی آ کرد. تعریف

انتگرال های مجموع درباره فقط آن ها نتایج داشتند. کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای پائینی

و چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های مجموع برای آن ها بود. راست و چپ کسری تصادفی

کردند. ارائه کران هایی راست

جنسن- تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض (٢٠١۶ ، باباخانی و گاهی (آ .٢ قضیه

که است، برقرار زیر نابرابری ،u, v ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه در پیوسته میانگین-مربع محدب،

.α > ٠ آن در

X
(u+ v

٢
, ·
) a.e.

⩽ Γ(α+ ١)
٢(v − u)α

(
Iαu+
[
X
](
v
)
+ Iαv−

[
X
](
u
))

a.e.
⩽ X(u, ·) +X(v, ·)

٢
. (۴)

می آید. دست به ١ قضیه  ،٢ قضیه در α = ١ دادن قرار با .٢ تذکر
1 Fractional mean-square stochastic integral
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و (٢٠٢١) خان و خان توسط کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های از جدیدی تعمیم های تازگی به

تصادفی فرایندهای برای آن ها روی هرمیت-هادامارد نابرابری  اثبات سپس و (٢٠١٩) همکاران و گاهی آ

راست و چپ یافته تعمیم کسری تصادفی انتگرال های مجموع بر نیز نتایج این است. شده ارائه محدب

می شود. ارائه پائینی و بالایی کران های ،λ ∈ [٠, ١] برای ،٢ قضیه شرایط با ادامه در است. استوار

λX
(αu+ v

α+ ١
, ·
)

+
(
١ − λ

)
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
)

a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
(
λIαu+

[
X
](
v
)
+
(
١ − λ

)
Iαv−
[
X
](
u
))

a.e.
⩽ αλ− λ+ ١

α+ ١
X
(
u, ·
)
+

(
λ+ α− αλ

)
α+ ١

X
(
v, ·
)
,

داریم. خاص حالت های در

صورت به می توان را ٢ قضیه ،λ = ١
٢ انتخاب با الف)

١
٢
X
(αu+ v

α+ ١
, ·
)
+

١
٢
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) a.e.

⩽ Γ(α+ ١)
٢(v − u)α

(
Iαu+
[
X
](
v
)
+ Iαv−

[
X
](
u
))

a.e.
⩽

X
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)

٢
. (۵)

تعریف طبق زیرا است ٢ قضیه در (۴) نابرابری از بهتری پایین کران (۵) نابرابری است واضح داد. بهبود

داریم: ،(٢) نابرابری کمک به و محدب تصادفی فرایند

X
(u+ v

٢
, ·
)

= X
(١

٢
αu+ v

α+ ١
+

١
٢
u+ αv

α+ ١
, ·
)

a.e.
⩽ ١

٢
X
(αu+ v

α+ ١
, ·
)
+

١
٢
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
)
.

دست به چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال برای پائینی و بالایی کران های ،λ = ١ انتخاب با ب)

می آید:

X
(αu+ v

α+ ١
, ·
) a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαu+
[
X
](
v
) a.e.
⩽
αX
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)

α+ ١
.
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ارائه راست کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال برای پائینی و بالایی کران های ،λ = ٠ انتخاب با ج)

می شود:

X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαv−
[
X
](
u
) a.e.
⩽
αX
(
v, ·
)
+X

(
u, ·
)

α+ ١
.

پایه بر کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال برای جدیدی کران های و نتایج تنهایی به بالا نابرابری های

مقاله این واقع در می روند. شمار به (٢٠١٢) کوتریس نتایج تعمیم هم چنین هستند. محدب تصادفی فرایند

محدب تصادفی فرایند پایه بر کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال برای جدیدی کران های و نتایج فقط نه

می بخشد. بهبود را موضوع این در شده ارائه قبلی نتایج بلکه می کند ارائه

اصلی نتایج ٢

در پیوسته میانگین-مربع جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض .١ لم

.α > ٠ آن در که برقراراند، زیر نابرابری های ،u, v ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه

X
(αu+ v

α+ ١
, ·
) a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαu+
[
X
](
v
) a.e.
⩽
αX
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)

α+ ١
, (۶)

X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαv−
[
X
](
u
) a.e.
⩽
αX
(
v, ·
)
+X

(
u, ·
)

α+ ١
. (٧)

میانگین-مربع جنسن-محدب، تصادفی فرایند Xیک اگر ،(۶) نابرابری چپ سمت اثبات برای برهان.

طبق حال است. محدب تصادفی فرایند یک X الف قسمت ١ تذکر طبق آنگاه باشد، I بازه در پیوسته

که طوری به دارد وجود A : Ω −→ R تصادفی متغیر ،t٠ = αu+v
α+١ ∈ I انتخاب با ب قسمت ١ تذکر

X(t, ·)
a.e.
⩾ A(·)

(
t− αu+ v

α+ ١

)
+X

(αu+ v

α+ ١
, ·
)
.
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است: برقرار زیر نابرابری تصادفی مربع میانگین انتگرال اولیه خواص طبق سپس

Γ(α+ ١)
(v − u)α

Iαu+
[
X
](
v
)
=

α

(v − u)α

∫ v

u
(v − t)α−١X(t, ·)dt

a.e.
⩾ αA(·)

(v − u)α

∫ v

u
(v − t)α−١tdt− αA(·)

(v − u)α
αu+ v

α+ ١

∫ v

u
(v − t)α−١dt

+
α

(v − u)α
X
(αu+ v

α+ ١
, ·
) ∫ v

u
(v − t)α−١dt

=
αA(·)

(v − u)α
(v − u)α

(
αu+ v

)
α
(
α+ ١

) − αA(·)
(v − u)α

αu+ v

α+ ١
(v − u)α

α

+
α

(v − u)α
X
(αu+ v

α+ ١
, ·
)(v − u)α

α

= X
(αu+ v

α+ ١
, ·
)
.

بنابراین

X
(αu+ v

α+ ١
, ·
) a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαu+
[
X
](
v
)
,

در است کافی ، (۶) نابرابری راست سمت اثبات برای می کند. اثبات را (۶) نابرابری چپ سمت که

تصادفی فرایند تحدب شرط طبق لذا شود. داده قرار γ = t−v
u−v و t = γu+ (١ − γ)v ،(٢) نابرابری

نابرابری X

X
(
t, ·
) a.e.
⩽
X
(
v, ·
)
−X

(
u, ·
)

v − u
t+

X
(
v, ·
)
u−X

(
u, ·
)
v

u− v
. (٨)
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داریم: تصادفی، مربع میانگین انتگرال اولیه خواص طبق بنابراین است. برقرار

Γ(α+ ١)
(v − u)α

Iαu+
[
X
](
v
) a.e.

⩽
α
[
X
(
v, ·
)
−X

(
u, ·
)]

(v − u)α+١

∫ v

u
(v − t)α−١tdt

+
α
[
X
(
u, ·
)
v −X

(
v, ·
)
u
]

(v − u)α+١

∫ v

u
(v − t)α−١dt

=
α
[
X
(
v, ·
)
−X

(
u, ·
)]

(v − u)α+١
(v − u)α(v + αu)

α
(
α+ ١

)
+

α
[
X
(
u, ·
)
v −X

(
v, ·
)
u
]

(v − u)α+١
(v − u)α

α

=
١

α+ ١

(
X
(
v, ·
)
+ αX

(
u, ·
))
,

با ،(۶) نابرابری چپ سمت اثبات مشابه سپس می کند. تکمیل را (۶) نابرابری راست سمت اثبات که

به دارد وجود A : Ω −→ R تصادفی متغیر ب، قسمت ١ تذکر طبق و t٠ = u+αv
α+١ ∈ I انتخاب

که طوری

X(t, ·)
a.e.
⩾ A(·)

(
t− u+ αv

α+ ١

)
+X

(u+ αv

α+ ١
, ·
)
.
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بنابراین

Γ(α+ ١)
(v − u)α

Iαv−
[
X
](
u
)

=
α

(v − u)α

∫ v

u
(t− u)α−١X(t, ·)dt

a.e.
⩾ α

(v − u)α

∫ v

u
(t− u)α−١[A(·)(t− u+ αv

α+ ١

)
+ X

(u+ αv

α+ ١
, ·
)]
dt

=
αA(·)

(v − u)α

∫ v

u
(t− u)α−١tdt

− αA(·)
(v − u)α

u+ αv

α+ ١

∫ v

u
(t− u)α−١dt

+
α

(v − u)α
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) ∫ v

u
(t− u)α−١dt

= X
(u+ αv

α+ ١
, ·
)
.

داریم: ،(٨) نابرابری کمک به و مشابه طور به می کند. اثبات را (٧) نابرابری چپ سمت که

Γ(α+ ١)
(v − u)α

Iαv−
[
X
](
u
)

=
α

(v − u)α

∫ v

u
(t− u)α−١X

(
t, ·
)
dt

a.e.
⩽

α
[
X
(
v, ·
)
−X

(
u, ·
)]

(v − u)α+١

∫ v

u
(t− u)α−١t dt

+
α
[
X
(
u, ·
)
v −X

(
v, ·
)
u
]

(v − u)α+١

∫ v

u
(t− u)α−١ dt

=
١

α+ ١

(
αX
(
v, ·
)
+X

(
u, ·
))
.

می کند. تکمیل را (٧) نابرابری راست سمت اثبات که

می آید. دست به (٢٠١٢) کوتریس توسط شده ارائه ١ قضیه  ،١ لم در α = ١ دادن قرار با .٣ تذکر

پیوسته میانگین-مربع جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض .٣ قضیه
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.α > ٠ آن در که است، برقرار زیر نابرابری ،λ ∈ [٠, ١] و u, v ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه در

λX
(αu+ v

α+ ١
, ·
)

+
(
١ − λ

)
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
)

a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
(
λIαu+

[
X
](
v
)
+
(
١ − λ

)
Iαv−
[
X
](
u
))

a.e.
⩽ αλ− λ+ ١

α+ ١
X
(
u, ·
)
+

(
λ+ α− αλ

)
α+ ١

X
(
v, ·
)
.

نابرابری های ١ لم  کمک به برهان.

λX
(αu+ v

α+ ١
, ·
) a.e.

⩽ λΓ(α+ ١)
(v − u)α

Iαu+
[
X
](
v
) a.e.
⩽
λ
[
αX
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)]

α+ ١
,(

١ − λ
)
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) a.e.

⩽
(
١ − λ

)
Γ(α+ ١)

(v − u)α
Iαv−
[
X
](
u
)

a.e.
⩽
(
١ − λ

)[
αX
(
v, ·
)
+X

(
u, ·
)]

α+ ١
.

می شود. تکمیل اثبات زیر، صورت به طرفین جمع با که هستند، برقرار

λX
(αu+ v

α+ ١
, ·
)

+
(
١ − λ

)
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
)

a.e.
⩽ Γ(α+ ١)

(v − u)α
(
λIαu+

[
X
](
v
)
+
(
١ − λ

)
Iαv−
[
X
](
u
))

a.e.
⩽

λ
[
αX
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)]

α+ ١
+

(
١ − λ

)[
αX
(
v, ·
)
+X

(
u, ·
)]

α+ ١

=
αλ− λ+ ١
α+ ١

X
(
u, ·
)
+

(
λ+ α− αλ

)
α+ ١

X
(
v, ·
)
.

می یابد. بهبود (٢٠١۶) باباخانی و گاهی آ توسط شده ارائه ٢ قضیه ،٣ قضیه در λ = ١
٢ انتخاب با

در پیوسته میانگین-مربع جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I ×Ω −→ R کنید فرض .١ فرع
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.α > ٠ آن در که است، برقرار زیر نابرابری ،u, v ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه

١
٢
X
(αu+ v

α+ ١
, ·
)
+

١
٢
X
(u+ αv

α+ ١
, ·
) a.e.

⩽ Γ(α+ ١)
٢(v − u)α

(
Iαu+
[
X
](
v
)
+ Iαv−

[
X
](
u
))

a.e.
⩽

X
(
u, ·
)
+X

(
v, ·
)

٢
.

به B(·) و A(·) آن در که بگیرید نظر در را X(t, ·) = t٢A(·)+B(·) فرم به تصادفی فرایند .١ مثال

شبیه سازی مقادیر دهنده نشان ١ جدول هستند. ۴ و ٢ میانگین با نمایی توزیع از تصادفی متغیرهای ترتیب

استفاده با I١ = Iα=٢
١− [X] (٠) و I٠ = Iα=٢

٠+ [X] (١) کسری تصادفی انتگرال های کران های و شده

است. فوق نمایی توزیع های از تصادفی عدد ١٠ تولید از

آن ها کران های و I١ و I٠ شبیه سازی مقادیر .١ جدول
پایین کران I١ بالا کران پایین کران I٠ بالا کران

٠٫۵٧ ٠٫۶٣ ٠٫٨٠ ٠٫٢٣ ٠٫٢٨ ٠٫۴۵
٣٫١٠ ٣٫٣٢ ٣٫٩٧ ١٫٨٠ ٢٫٠١ ٢٫۶۶
١٫٩۶ ٢٫٠۶ ٢٫٣٨ ١٫٣٢ ١٫۴٣ ١٫٧۴
۴٫٢۴ ۴٫٢٧ ۴٫٣۶ ۴٫٠۵ ۴٫٠٨ ۴٫١٨
٠٫٨٢ ٠٫٨۶ ٠٫٩٩ ٠٫۵٧ ٠٫۶١ ٠٫٧۴
١٫٣٢ ١٫۴٣ ١٫٧۶ ٠٫۶٧ ٠٫٧٨ ١٫١١
١٫٧۶ ١٫٧٩ ١٫٩٠ ١٫۵۵ ١٫۵٨ ١٫۶٩
٣٫٩١ ٣٫٩٢ ٣٫٩۵ ٣٫٨۵ ٣٫٨۶ ٣٫٨٩
۴٫٧۵ ۴٫٨٧ ۵٫٢٢ ۴٫٠۴ ۴٫١۶ ۴٫۵١
١٫٠۵ ١٫١١ ١٫٢٧ ٠٫٧٢ ٠٫٧٧ ٠٫٩۴

نتیجه گیری و بحث ٣

١ لم در ابتدا شد. ارائه راست و چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای جدیدی کران های

شد ارائه راست و چپ کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای پائینی و بالایی کران های ترتیب به

است. کسری تصادفی مربع میانگین انتگرال های روی (٢٠١٢) کوتریس نتایج از جدیدی تعمیم های که

در که دادیم نشان ١ فرع در و پرداختیم زمینه این در کلی قضیه یک بیان به لم ها این کمک به سپس

میانگین انتگرال های روی (٢٠١۶) باباخانی و گاهی آ توسط شده ارائه نتایج محدب، تصادفی فرایندهای
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