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Introduction
The exponential distribution, because of its memoryless, has a central rule
in reliability theory and survival analysis. But, this distribution is not a
suitable model to fit the data sets in practical situations due to its constant
hazard rate function. For this reason, some generalizations of the exponential
distribution exist in the literature. The generalized exponential distribution
is introduced by adding a shape parameter to the exponential distribution
via the exponentiated method. This distribution admits both increasing and
decreasing hazard rate function. For more information on the generalized
exponential distribution and its applications, one can refer to Gupta and
Kundu (2007) and Nadarajah (2011).

Comparisons of parallel systems with two independent heterogeneous ex-
ponential components are studied extensively in the literature. Boland et
al. (١٩٩۴) proved that the hazard rate order between two parallel systems
holds under the majorization order between the vectors of the hazard rate
parameters. This result is extended to the likelihood ratio order by Dyk-
stra et al. (1997). In this direction, Zhao and Balakrishnan (2012) obtained
some characterization results concerning the hazard rate and likelihood ratio
orders using the p-larger and weak majorization orders between the hazard
rate parameters vectors. Yan et al. (2012) established sufficient conditions
to compare two parallel systems in the hazard rate and likelihood ratio or-
ders. The present work provides a sufficient condition to compare parallel
systems comprising two independent heterogeneous generalized exponential

https://orcid.org/0000-0002-9422-7163
https://orcid.org/0000-0001-8902-9763
https://orcid.org/0000-0001-7326-2042


مراجع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١١٠

components in the likelihood ratio order.

Material and Methods
The comparison of essential characteristics associated with lifetimes of tech-
nical systems is an exciting topic in reliability theory since it usually enables
us to approximate complex systems with simpler systems and subsequently
obtain various bounds for important ageing characteristics of the complex
system. A convenient tool for this purpose is the theory of stochastic order-
ings.

Results and Discussion
Consider two parallel systems with their component lifetimes following a gen-
eralized exponential distribution. In this paper, based on existing shape and
scale parameters included in the distribution of one of the systems, we intro-
duce a region such that if the vector of scale parameters of another parallel
system lies in that region, then the likelihood ratio ordering between the two
systems hold. An extension of this result is also presented for the case when
the lifetimes of components follow exponentiated Weibull distribution.

Conclusion
In this paper, based on the shape and scale vectors of parameters involved in
the lifetime distribution of a parallel system consisting of two independent
heterogeneous generalized exponential components, a region is obtained such
that if the scale vector of parameters of another parallel system lies in this
region, then the likelihood ratio order between systems holds.
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١۴٠٠/١١/٢۶متن انتشار: و پذیرش تاریخ ١۴٠٠/١١/١٣ بازنگری: تاریخ ١٣٩٩/١٢/٢٠ دریافت: تاریخ

نمایی مستقل عمرهای طول با مولفه دو از کدام هر بطوریکه بگیرید نظر در را موازی سیستم دو چکیده:

عمر طول توزیع در موجود مقیاس و شکل پارامترهای اساس بر مقاله، این در شده اند. تشکیل تعمیم یافته

این در دیگری سیستم مقیاس پارامترهای بردار اگر بطوریکه می شود معرفی ناحیه ای سیستم ها، از یکی

همچنین است. برقرار سیستم دو عمر طول میان درستنمایی نسبت تصادفی ترتیب آنگاه گیرد، قرار ناحیه

ارائه نیز می کنند پیروی نمایی شده وایبول توزیع از مولفه ها عمرهای طول که حالتی به نتیجه این از تعمیمی

است. شده

وایبول توزیع تعمیم یافته، نمایی توزیع درستنمایی، نسبت ترتیب موازی، سیستم های کلیدی: واژه های

نمایی شده.
.90B25 ، 60E15 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ١

بسته ریاضیاتی شکل و عمر طول توزیع های میان در منحصربفرد غیرسالخوردگی خاصیت به توجه با نمایی، توزیع

اهمیت از علوم از دیگر بسیاری و عمر طول آزمون های بقا، تحلیل اعتماد، قابلیت مباحث در آن، احتمال توزیع تابع

عمر طول داده های مجموعه از بسیاری خطر نرخ تابع عمل، در .(٢٠١٩ ، (بالاکریشنان است برخوردار بسزایی نظری

وارون شکل وانی  یا و شکل وانی یکنوا، صورت به انسان ها، عمر طول و مکانیکی الکتریکی، قطعات عمر طول مانند

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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داده ها از دسته این به برازش برای مناسبی توزیع است، ثابتی خطر نرخ تابع دارای نمایی توزیع که آنجا از است.

و منعطف تر عمر طول توزیع های از استفاده اول، رویکرد نمود. اتخاذ می توان رویکرد دو مواقعی چنین در نیست.

نرخ تابع کردن منعطف تر برای نمایی توزیع تعمیم دوم، رویکرد است. نرمال لگ و وایبل گاما، مانند شده  شناخته

تغییر باعث که است نمایی توزیع در جدید پارامتر یک کردن وارد دوم، رویکرد در استفاده مورد روش است. آن خطر

نمونه، برای شده اند. معرفی نمایی توزیع از زیادی تعمیم های روش، این از استفاده با آن می شود. خطر نرخ تابع شکل

را (٢٠٠٧) اولکین و مارشال و (٢٠١١) حقیقی و ناداراجا ،(١٩٩٩) کوندو و گوپتا ،(١٩٩٧) اولکین و مارشال

ببینید.

شده معرفی نمایی سازی روش از استفاده با و (١٩٩٩) کوندو و گوپتا توسط نمایی توزیع تعمیم های از یکی

که η ∈ R+ مقیاس پارامتر و β ∈ R+ شکل پارامتر با تعمیم یافته١ نمایی توزیع از T تصادفی متغیر است.

احتمال توزیع تابع دارای هرگاه ،T ∼ GE(β, η) می کند، پیروی است مثبت حقیقی اعداد مجموعه R+ آن در

می آید. دست به نمایی توزیع ،β = ١ دادن قرار با که می شود ملاحظه باشد. FT (x) =
(
١ − e−ηx

)β
, x ≥ ٠

ازای به تابع این حالی که در است صعودی خطر نرخ تابع دارای تعمیم یافته نمایی توزیع ،β > ١ ازای به همچنین

می توان را تعمیم یافته نمایی توزیع کند، اختیار صحیح مقداری β پارامتر که حالتی در بود. خواهد نزولی β < ١

که شود دقت گرفت. نظر در نمایی مستقل عمرهای طول با مولفه β از متشکل موازی سیستم یک عمر طول توزیع

دارد. شهرت نیز نمایی شده٢ نمایی توزیع عنوان به تعمیم یافته نمایی توزیع عمر، طول توزیع های به مربوط ادبیات در

شود. مراجعه (٢٠١١) ناداراجا و (٢٠٠٧) کوندو و گوپتا به آن خواص و تعمیم یافته نمایی توزیع از گاهی آ برای

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از بالا عمر طول با بهینه سیستم های انتخاب مساله اعتماد، قابلیت مباحث در

علوم در است. متفاوت سیستم های بین تصمیم گیری برای مناسب ابزار یک تصادفی ترتیب های نظریه راستا این در

بیمه نامه ها به ممکن سرمایه های بدترین و بهترین تخصیص در مفیدی کاربرد تصادفی ترتیب های نظریه بیم سنجی،

شرکت های به ارائه شده خسارات مقادیر کوچکترین و بزرگترین مجموع، مقایسه و (٢٠١۵ ، خالدی و (فتحی منش

توزیع مقایسه برای معیاری عنوان به تصادفی ترتیب های از نیز اقتصاد در دارد. (١٣٩٨ ،١٣٩٧ ، برمال زن ) بیمه

تصادفی ترتیب های زمینه در بیشتر اطلاعات برای .(١٩٨٧ ، (آرنولد است شده استفاده مشخص جامعه دو ثروت

مراجعه (٢٠١۶) همکاران و بلزونس و (٢٠٠۵) همکاران و دنوی ،(٢٠٠٢) استویان و مولر به آنها کاربردهای و

شود.

توجه مورد تعمیم یافته نمایی مستقل عمرهای طول با مولفه دو از متشکل موازی سیستم های مقاله، این در

همچنین است. شده معرفی آنها میان درستنمایی٣ نسبت ترتیب برقراری برای کافی شرط یک و گرفته قرار

شده ارائه می کنند، پیروی نمایی شده۴ وایبول توزیع از مولفه ها عمر طول که حالتی برای نتیجه، این از توسیعی

،(٢٠١٣) همکاران و یان در موجود یافته های غنی سازی و تعمیم راستای در مقاله این در آمده دست به نتایج است.

1Generalized exponential distribution
2Exponentiated exponential distribution
3Likelihood ratio order
4Exponentiated Weibull distribution
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هستند. مفید (٢٠٢٠) همکاران و حیدری و (٢٠١۶) همکاران و کوندو ،(٢٠١۵) لانیادو و وانگ

نتایج است. شده مرور خلاصه صورت به موزون١ بیشاندن و تصادفی ترتیب های به مربوط تعاریف ،٢ بخش در

عنوان به نمایی مستقل عمرهای طول با مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان تصادفی مقایسه های به مربوط

موازی سیستم های میان درستنمایی نسبت ترتیب ،۴ بخش در است. شده ارائه ٣ بخش در بحث، مورد ایده پیشینه

سرانجام، است. گرفته قرار بررسی مورد تعمیم یافته نمایی ناهمگن و مستقل عمرهای طول با مولفه دو از مشکل

است. شده ارائه پایانی بخش در گیری نتیجه و بحث

نیاز مورد مفاهیم و تعاریف ٢

تابع های با ترتیب به نامنفی تصادفی متغیرهای T٢ و T١ کنید فرض (٢٠٠٧ ، شانتیکومار و (شیکد .١ تعریف
خطر نرخ تابع های ،fT٢ و fT١ احتمال چگالی تابع های ،F̄T٢ و F̄T١ بقای تابع های ،FT٢ و FT١ احتمال توزیع

باشند. r̃T٢ = fT٢/FT٢ و r̃T١ = fT١/FT١ وارون خطر نرخ تابع های و rT٢ = fT٢/F̄T٢ و rT١ = fT١/F̄T١

صورت: این در

ازای به ،F̄T١(t) ≥ F̄T٢(t) هرگاه (T١ ≥st T٢) است T٢ از بزرگتر معمولی٢ تصادفی ترتیب در T١ الف-

.t ≥ ٠

.t ≥ ٠ ازای به ،rT٢(t) ≥ rT١(t) هرگاه (T١ ≥hr T٢) است T٢ از بزرگتر خطر٣ نرخ ترتیب در T١ ب-

ازای به ،r̃T١(t) ≥ r̃T٢(t) هرگاه (T١ ≥rh T٢) است T٢ از بزرگتر وارون۴ خطر نرخ ترتیب در T١ ج-

باشد. صعودی t ∈ [٠,∞) در FT١(t)/FT٢(t) نسبت معادل طور به یا .t ≥ ٠

تابعی fT١(t)/fT٢(t) نسبت هرگاه (T١ ≥lr T٢) است T٢ از بزرگتر درستنمایی نسبت ترتیب در T١ د-

باشد. t ≥ ٠ در صعودی

دو هر و می دهد نتیجه را وارون خطر نرخ و خطر نرخ ترتیب های درستنمایی نسبت ترتیب که داد نشان می توان

بعدی، تعریف در .(٢٠٠٧ ، شانتیکومار و (شیکد می کنند دلالت معمولی تصادفی ترتیب بر خود نوبه به ترتیب ها این

.(٢٠١١ ، همکاران و مارشال ١٩٧٧؛ ، (چنگ است شده بیان ضعیف۵ موزون بیشاندن و موزون بیشاندن مفاهیم

آن در که بگیرید نظر در En+ در را v = (v١, · · · , vn) و u = (u١, · · · , un) بردارهای .٢ تعریف

En+ =
{
(x١, . . . , xn) ∈ Rn+ : x١ ≤ · · · ≤ xn

}
.

1Weighted majorization
2Usual stochastic order
3Hazard rate order
4Reversed hazard rate order
5Weak weighted majrization



تعمیم یافته نمایی مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان درستنمایی نسبت ترتیب . . . . . . . . . . . . . . . ١١۴

صورت: این در باشد. وزن ها بردار نشان دهنده  p = (p١, . . . , pn) ∈ Rn+ کنید فرض

هرگاه (En+ روی u
m
≻p v) است v بردار از بزرگتر بیشاندن -p مفهوم در u بردار ،En+ روی الف-

i∑
k=١

pkuk ≤
i∑

k=١

pkvk, i = ١, . . . , n− ١,

n∑
k=١

pkuk =

n∑
k=١

pkvk.

به هرگاه (En+ روی u
w
≻p v) است v بردار از بزرگتر ضعیف بیشاندن -p مفهوم در u بردار ،En+ روی ب-

باشد. برقرار
∑i
k=١ pkuk ≤

∑i
k=١ pkvk رابطه i = ١, . . . , n ازای

دادن قرار با همچنین می دهد. نتیجه را ضعیف موزون بیشاندن ترتیب موزون، بیشاندن ترتیب که شود توجه

با ترتیب به که شده حاصل ضعیف بیشاندن و معمولی بیشاندن ترتیب های ،i = ١, . . . , n هر برای pi = ١

می شوند. داده نشان u
w
≻ v و u

m
≻ v نمادهای

طول با مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان تصادفی مقایسه های ٣

مستقل عمرهای

مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان تصادفی مقایسه های با ارتباط در آمده به دست یافته های بخش، این در

ارائه مقاله، این در بحث مورد ایده با مرتبط پیشینه عنوان به تعمیم یافته، نمایی و نمایی مستقل عمرهای طول با

نقطه برای شده اند. معرفی گرفت، خواهند قرار استفاده مورد ادامه در که E٢
+ فضای از زیرناحیه چند ابتدا شده اند.

دهید قرار ،٠ < η١ ≤ η٢ شرط با R٢
+ در (η١, η٢) مفروض

Ωη١,η٢ = {(x, y) ∈ E٢
+ : (η١, η٢)

w
≻ (x, y)}.
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بخش ٧ به Ωη١,η٢ ناحیه است. x = η١ و y = η١ + η٢ − x ،y = x خطوط به محدود ناحیه Ωη١,η٢ واقع در

Θη١,η٢
١ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ y ≤ η٢ و (η١, η٢)
m
≻ (x, y)},

Θη١,η٢
٢ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ y ≤ η٢ و (η١, η٢)
w
≻ (x, y)},

Θη١,η٢
٣ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ η٢ ≤ y و (η١, y)
w
≻ (η٢, x)},

Θη١,η٢
۴ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ η٢ ≤ y و η٢ + x < η١ + y},

Θη١,η٢
۵ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ y و η٢ ≤ y ≤ η٢ +
١
٢
(x− η١)},

Θη١,η٢
۶ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η٢ ≤ x ≤ y و y > η٢ +
١
٢
(x− η١)},

Θη١,η٢
٧ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η̄ ≤ x ≤ η٢ و y > x+ η٢ − η١},

دهید قرار همچنین است. η̄ = (η١ + η٢/(٢ آن در که است شده تقسیم

Θη١,η٢
٨ = {(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ y ≤ η٢ +xو y < η١ + η٢}.

خطوط بین محصور ناحیه Θη١,η٢
٢ است. (η̄, η̄) و (η١, η٢) نقاط بین واصل خط روی نقاط مجموعه Θη١,η٢

١ ناحیه

y = η٢ − η١ + x ،y = η٢ خطوط بین محصور ناحیه Θη١,η٢
٣ است. y = η٢ و y = η١ + η٢ − x ،y = x

است. y = η٢ − η١ + x و x = η٢ و ،x = η١ خطوط به محدود بالایی ناحیه Θη١,η٢
۴ است. x = η٢ و

بالایی ناحیه Θη١,η٢
۶ است. y = η٢ + (x − η٢/(١ و y = x ،y = η٢ خطوط بین محصور ناحیه Θη١,η٢

۵

خطوط به محدود بالایی ناحیه Θη١,η٢
٧ است. x = η٢ و y = η٢ + (x − η٢/(١ ،y = x خطوط به محدود

،x = η١ خطوط بین محصور ناحیه Θη١,η٢
٨ نهایت، در است. y = η٢ + (x − η٢/(١ و x = η٢ ،x = η̄

دیگر سوی از و Θη١,η٢
۵ و Θη١,η٢

٣ زیرناحیه های سو یک از که شود دقت است. y = η١ + η٢ − x و y = x

شده اند. رسم فوق معرفی شده زیرناحیه های ١ شکل در دارند. هم پوشانی Θη١,η٢
٧ و Θη١,η٢

۴ زیرناحیه های

و X١, X٢ مستقل متغیرهای ترتیب به آنها مولفه های عمر طول بطوریکه بگیرید نظر در را موازی سیستم دو

مورد سیستم های عمر طول باشند. i = ١, ٢ ،Yi ∼ GE(βi, δi) و Xi ∼ GE(βi, ηi) مفروضات با Y١, Y٢

نمایی حالت در موجود یافته های ابتدا در .Y٢:٢ = max{Y١, Y٢} و X٢:٢ = max{X١, X٢} از عبارتند نظر

تصادفی مقایسه در بیشاندن مفهوم از بار نخستین برای (١٩٧١) پروشان و پلدگر است. شده بیان (β١ = β٢ = ١)

رابطه و کرده استفاده موازی سیستم های میان

(δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
١ ⇒ X٢:٢ ≥st Y٢:٢ (١)
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i = ١, · · · , ٨ ،Θη١,η٢
i زیرناحیه های نمودار .١ شکل

و وارون) خطر (نرخ خطر نرخ ترتیب های به (١) رابطه در موجود معمولی تصادفی ترتیب تعمیم کردند. اثبات را

این در است. گرفته صورت (١٩٩٧) همکاران و دایکسترا و (١٩٩۴) همکاران و بولند توسط درستنمایی نسبت

نتیجه (٢٠١٠) می و جو راستا

(δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
٢ ⇒ X٢:٢ ≥hr Y٢:٢ (٢)

مثال هایی ارائه با آنها ،(δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
٨ یا (δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢

٣
∪

Θη
۴ حالت برای همچنین دادند. نشان را

را مساله این (٢٠١٠) همکاران و دا نیستند. برقرار درستنمایی ترتیب نتیجه در و خطر نرخ ترتیب که گرفتند نتیجه

نتیجه و کرده واکاوی عمیق تر صورت به

(δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
٣ ⇒ X٢:٢ ≥hr Y٢:٢ (٣)

حالت برای موازی سیستم های میان خطر نرخ ترتیب که دادند نشان مثالی ارائه با آنها دیگر، سوی از کردند. ثابت را

از (٢٠١١) بالاکریشنان و ژائو توسط (٢) رابطه در موجود تصادفی نابرابری نیست. برقرار (δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
۴

ترتیب به (٣) رابطه در حاصل تقویت همچنین، است. شده داده تعمیم درستنمایی نسبت ترتیب به خطر نرخ ترتیب

ترتیب به را خود توجه (٢٠١٣) میشرا و میشرا است. شده ارائه (٢٠١٣) همکاران و یان توسط درستنمایی نسبت

صورت به را (١٩٩۴) همکاران و بولند یافته و کرده معطوف موازی سیستم های میان وارون خطر نرخ

(δ!, δ٢) ∈ Ωη١,η٢ ⇒ X٢:٢ ≥rh Y٢:٢
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کرده بررسی را Y٢:٢ و X٢:٢ میان درستنمایی نسبت ترتیب متفاوتی منظر از (٢٠١۵) لانیادو و وانگ دادند. توسیع

نتیجه و

(δ١, δ٢) ∈ Γη١,η٢ ⇒ X٢:٢ ≥lr Y٢:٢, (۴)

ترتیب، این به است. Γη١,η٢ = Θη١,η٢
٢

∪
Θη١,η٢

٣
∪
Θη١,η٢

۵
∪
Θη١,η٢

۶
∪

Θη١,η٢
٧ آن در که آوردند دست به را

همکاران و یان و (٢٠١١) بالاکریشنان و ژائو ،(١٩٩٧) همکاران و دایکسترا در آمده به دست نتایج (۴) رابطه

از را (٢٠١٣) میشرا و میشرا و (٢٠١٠) همکاران و دا یافته های از قسمت هایی همچنین و داشته دربر را (٢٠١٣)

استفاده با (٢٠١۵) لانیادو و وانگ دیگر، سوی از است. داده تعمیم درستنمایی نسبت ترتیب به خطر نرخ ترتیب

ممکن درستنمایی نسبت ترتیب ،Ωη١,η٢ − Γη١,η٢ ناحیه از بخش هایی برای که رسیدند نتیجه این به شبیه سازی از

(٢٠١۶) همکاران و کوندو است. شده ارائه تعمیم یافته نمایی درحالت موجود یافته های ادامه در باشد. برقرار است

رابطه

(δ١, δ٢) ∈ Θη١,η٢
٢ ⇒ X٢:٢ ≥lr Y٢:٢, β١ ≥ β٢ (۵)

از قسمتی همراه به (٢) و (١) روابط در شده ارائه نتایج ،(۵) رابطه در درستنمایی نسبت ترتیب کردند. اثبات را

دهید قرار است. داده توسیع تعمیم یافته نمایی حالت به نمایی حالت از را (۴) رابطه

Ξη١,η٢
β١,β٢

= {(x, y) ∈ R٢
+ : η١ ≤ x ≤ y ≤ η٢ و E٢

+ روی (η١, η٢)
w
≻(β١,β٢) (x, y)}.

آن در که است، (η٢, η٢) و (η̄w, η̄w) ،(η١, η٢) رئوس با مثلث یک Ξη١,η٢
β١,β٢

ناحیه

دادند: نشان (٢٠٢٠) همکاران و حیدری .η̄w = (β١ + β٢)
−١(β١η١ + β٢η٢)

(δ١, δ٢) ∈ Ξη١,η٢
β١,β٢

⇒ X٢:٢ ≥lr Y٢:٢. (۶)

است β٢ و β١ پارامترهای روی محدودیت دارای (۵) رابطه در موجود تصادفی نابرابری می شود، ملاحظه که همان طور

Θη١,η٢
٢ ⊂ Ξη١,η٢

β١,β٢
رابطه β١ ≥ β٢ شرط با که آنجا از همچنین، ندارد. وجود (۶) رابطه در فوق محدودیت حالیکه در

است. (۵) رابطه از تعمیمی (۶) رابطه که می شود نتیجه است، برقرار
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∆η١,η٢
β١,β٢

ناحیه نمودار .٢ شکل

مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان درستنمایی نسبت ترتیب ۴

تعمیم یافته نمایی ناهمگن و مستقل عمرهای طول با

دهید قرار ،(β١, β٢) ∈ R٢
+ و ٠ < η١ ≤ η٢ شرط با R٢

+ در (η١, η٢) مفروض نقطه برای

∆η١,η٢
β١,β٢

=
{
(x, y) ∈ R٢

+ : η١ ≤ x ≤ y و η٢ ≤ y ≤ η٢ + β١(β١ + β٢)
−١(x− η١)

}
.

و y = x ،y = η٢ +β١(β١ +β٢)
−١(x− η١) خطوط بین محدود ناحیه ∆η١,η٢

β١,β٢
که می شود ملاحظه سادگی به

نقطه از حرکت با می توان را ∆η١,η٢
β١,β٢

ناحیه از نقطه هر است. شده رسم ٢ شکل در ناحیه این نمودار است. y = η٢

شروع با باشد. (δ١, δ٢) ∈ ∆η١,η٢
β١,β٢

کنید فرض دقیق تر، صورت به آورد. دست به مناسب جهت در (η١, η٢) اولیه

(η١ ≤ η′١ ≤ η٢) (η′١, η٢) نقطه افقی)، جهت در (حرکت v١ = (١, ٠) بردار جهت در حرکت و (η١, η٢) نقطه از

بر (حرکت v٢ = (١, β١(β١ + β٢)
−١) بردار جهت در (η′١, η٢) نقطه از حرکت ادامه با سپس می آید. دست به

مثال برای می شود. حاصل (δ١, δ٢) نقطه (y = η٢ + β١(β١ + β٢)
−١(x − η١) خط با موازی خطی روی

نمود مشاهده می توان سادگی به .(δ١, δ٢) = (۶, ۶٫۵) و (β١, β٢) = (٢, ۴) ،(η١, η٢) = (١, ۵) کنید فرض

(η′١, η٢) = نقطه واحد، نیم اندازه به افقی جهت در حرکت و (١, ۵) نقطه از شروع با است. (۶, ۶٫۵) ∈ ∆١,۵
٢,۴ که

y = ١−٣(x + ١٣٫۵) معادله به خطی روی (۶, ۶٫۵) و (١٫۵, ۵) نقاط چون همچنین می آید. دست به (١٫۵, ۵)

رسید. (۶, ۶٫۵) نقطه به (١٫۵, ۵) نقطه از می توان پس دارند، قرار (y = ١−٣(x+ ١۴) خط با (موازی

،i = ١, ٢ برای که به طوری باشند، مستقل تصادفی متغیرهای از دسته دو Y١, Y٢ و X١, X٢ کنید فرض .١ قضیه
(δ١, δ٢) ∈ ∆η١,η٢

β١,β٢
⇒ صورت این در .β١ ≤ β٢ و باشند Yi ∼ G(βi, δi) و Xi ∼ GE(βi, ηi)
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.X٢:٢ ≥lr Y٢:٢

وارون خطر نرخ و احتمال توزیع توابع نشان دهنده ترتیب به (r̃Y٢:٢ و FY٢:٢ ) r̃X٢:٢ و FX٢:٢ کنید فرض برهان:
ترتیب به x ∈ R+ ازای به Y٢:٢ و X٢:٢ متغیرهای چگالی تابع های باشند. (Y٢:٢) X٢:٢ تصادفی متغیر به مربوط

از: عبارتند

fX٢:٢(x) =
(β١η١e

−η١x

١ − e−η١x
+
β٢η٢e

−η٢x

١ − e−η٢x

)
(١ − eη١x)β١)١ − e−η٢x)β٢

= r̃X٢:٢(x)FX٢:٢(x)

fY٢:٢(x) =
(β١δ١e

−δ١x

١ − e−δ١x
+
β٢δ٢e

−δ٢x

١ − e−δ٢x

)
(١ − eδ١x)β١)١ − e−δ٢x)β٢

= r̃Y٢:٢(x)FY٢:٢(x).

آن در که است fX٢:٢ (x)

fY٢:٢ (x)
= L١(x)L٢(x) صورت به Y٢:٢ چگالی تابع به X٢:٢ چگالی تابع نسبت بنابراین

و L١ نامنفی توابع است کافی مطلوب، نتیجه حصول برای است. L٢(x) =
FX٢:٢ (x)

FY٢:٢ (x)
و L١(x) =

r̃X٢:٢ (x)

r̃Y٢:٢ (x)

بنابراین باشند. صعودی R+ روی L٢

r̃X٢:٢(x) =
١
x
ψ(η١x, η٢x), r̃Y٢:٢(x) =

١
x
ψ(δ١x, δ٢x), x ∈ R+,

بردارهای جهت در ψ تابع مشتق های است. ٠ < t١ ≤ t٢ و ψ(t١, t٢) = β١t١e
−t١

١−e−t١ + β٢t٢e
−t٢

١−e−t٢ آن در که

از: عبارتند ترتیب به v٢ = (١, β١(β١ + β٢)
−١) و v١ = (١, ٠)

∇v١ψ = ∂١ψ(t١, t٢) =
β١e

−t١)١ − e−t١ − t١)

(١ − e−t٢(١ ,

∇v٢ψ =
β١e

−t١)١ − e−t١ − t١)

(١ − e−t٢(١ + β١(β١ + β٢)
−١ β٢e

−t١)٢ − e−t٢ − t٢)

(١ − e−t٢(٢ .

و ∇v١ψ ≤ ٠ که گرفت نتیجه می توان است نامنفی ١ − e−t − t تابع ،t ∈ R+ هر برای اینکه به توجه با

ناحیه خاصیت به توجه با اکنون است. نزولی v٢ و v١ بردارهای جهت در ψ تابع بنابراین هستند. ∇v٢ψ ≤ ٠

روی L٢ تابع دیگر عبارت به یا است r̃X٢:٢(x) ≥ r̃Y٢:٢(x) ،x ∈ R+ هر برای که گرفت نتیجه می توان ∆η١,η٢
β١,β٢

r̃′X٢:٢
(x)

r̃X٢:٢ (x)
≥ r̃′Y٢:٢

(x)

r̃Y٢:٢ (x)
رابطه اگر فقط و اگر است صعودی R+ روی L١ تابع دیگر، سوی از است. صعودی R+



تعمیم یافته نمایی مولفه دو از متشکل موازی سیستم های میان درستنمایی نسبت ترتیب . . . . . . . . . . . . . . . ١٢٠

صورت به ترتیب به x ∈ R+ به نسبت r̃Y٢:٢(x) و r̃X٢:٢(x) توابع مشتق باشد. برقرار

r̃′X٢:٢
(x) = −

( β١η
٢
١e

−η١x

(١ − e−η١x)٢ +
β٢η

٢
٢e

−η٢x

(١ − e−η٢x)٢

)
,

r̃′Y٢:٢
(x) = −

( β١δ
٢
١e

−δ١x

(١ − e−δ١x)٢ +
β٢δ

٢
٢e

−δ٢x

(١ − e−δ٢x)٢

)
,

٠ < t١ ≤ t٢ ازای به آن در که است
r̃′X٢:٢

(x)

r̃X٢:٢ (x)
= − ١

xφ(η١x, η٢x) بنابراین هستند.

φ(t١, t٢) =
β١t

٢
١e

−t١)١ − e−t٢(٢ + β٢t
٢
٢e

−t١)٢ − e−t٢(١

β١t١e−t١)١ − e−t١)(١ − e−t٢(٢ + β٢t٢e−t١)٢ − e−t١)(٢ − e−t٢(١ .

اگر فقط و اگر است صعودی R+ روی L١ تابع نتیجه در است.
r̃′Y٢:٢

(x)

r̃Y٢:٢ (x)
= − ١

xφ(δ١x, δ٢x) ترتیب همین به

رابطه

φ(δ١x, δ٢x) ≥ φ(η١x, η٢x), x ∈ R+ (٧)

در φ تابع هرگاه بود خواهد برقرار (٧) رابطه در موجود نابرابری ،∆η١,η٢
β١,β٢

ناحیه خاصیت به توجه با باشد. برقرار

باشد. φ تابع مخرج D کنید فرض باشد. صعودی v٢ = (١, β١(β١ + β٢)
−١) و v١ = (١, ٠) بردارهای جهت

صورت به t١ به نسبت φ(t١, t٢) تابع مشتق

D١∂٢φ(t١, t٢) = β١t١e
−t١)١ − e−t٣(٢d١(t١)

× {β١t١e
−t١)١ − e−t٢) + β٢t٢e

−t١)٢ − e−t١)}

+ β١β٢t٢e
−(t١+t٢)(١ − e−t١)(١ − e−t٢(٢d٢(t١)

× {t١)٢ − e−t١)− t١)١ − e−t٢)},

مشابه صورت به هستند. d٢(t) = t+ e−t − ١ و d١(t) = ١ − e−t − te−t آن در که است

D٢∂٢φ(t١, t٢) = β٢t٢e
−t١)٢ − e−t٣(١d١(t٢)

× {β١t١e
−t١)١ − e−t٢) + β٢t٢e

−t١)٢ − e−t١)}

+ β١β٢t١e
−(t١+t٢)(١ − e−t١)(٢ − e−t٢(١d٢(t٢)

× {t١)١ − e−t٢)− t١)٢ − e−t١)}.
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آن در که است ∇v١φ = ∂١φ(t١, t٢) = I١ + I٢ صورت به v١ جهت در φ تابع مشتق اکنون

I١ = β١t١e
−t١)١ − e−t٣(٢d١(t١)× {β١t١e

−t١)١ − e−t٢) + β٢t٢e
−t١)٢ − e−t١)},

I٢ = β١β٢t٢e
−(t١+t٢)(١ − e−t١)(١ − e−t٢(٢d٢(t١)× {t١)٢ − e−t١)− t١)١ − e−t٢)}.

x/(١−e−x) تابع چون دیگر، سوی از است. I١ ≥ ٠ بنابراین است، نامنفی t ∈ R+ هر ازای به d١(t) تابع چون

گفت: می توان ٠ < t١ ≤ t٢ هر ازای به پس است صعودی x ∈ R+ در

t١
١ − e−t١

≤ t٢
١ − e−t٢

یا t١)٢ − e−t١)− t١)١ − e−t٢) ≥ ٠. (٨)

در φ تابع معادل طور به یا است ∇v١φ ≥ ٠ بنابراین است. I٢ ≥ ٠ که می شود نتیجه بلافاصله (٨) رابطه از

از: است عبارت v٢ بردار جهت در φ تابع مشتق دیگر، سوی از است. صعودی v١ جهت

∇vφ = (∂١φ(t١, t٢), ∂٢φ(t١, t١).((٢, β١(β١ + β٢)
−١)

sgn
= β١

(
β١t١e

−t١)١ − e−t٢) + β٢t٢e
−t١)٢ − e−t١)

)
× {t١e−t١)١ − e−t٣(٢d١(t١) + β٢(β١ + β٢)

−١t٢e
−t١)٢ − e−t٣(١d١(t٢)}

+ β١β١)٢ − e−t١)(١ − e−t٢)e−(t١+t٢)(t١)٢ − e−t١)− t١)١ − e−t٢))

× {t٢d٢(t١)(١ − e−t٢)− β١(β١ + β٢)
−١t١d٢(t٢)(١ − e−t١)}

= J١ + J٢,

آن در که

J١ = β١
(
β١t١e

−t١)١ − e−t٢) + β٢t٢e
−t١)٢ − e−t١)

)
× {t١e−t١)١ − e−t٣(٢d١(t١) + β٢(β١ + β٢)

−١t٢e
−t١)٢ − e−t٣(١d١(t٢)},

J٢ = β١β١)٢ − e−t١)(١ − e−t٢)e−(t١+t٢)(t١)٢ − e−t١)− t١)١ − e−t٢))

× {t٢d٢(t١)(١ − e−t٢)− β١(β١ + β٢)
−١t١d٢(t٢)(١ − e−t١)}.

می شود داده نشان ادامه، در است. J١ ≥ ٠ که گفت می توان است، نامنفی t ∈ R+ هر ازای به d١(t) تابع چون

رابطه هرگاه است J٢ ≥ ٠ که نمود مشاهده می توان ، (٨) رابطه حضور در است. J٢ ≥ ٠ که

t٢d٢(t١)(١ − e−t٢)− β١(β١ + β٢)
−١t١d٢(t٢)(١ − e−t١) ≥ ٠ (٩)
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β١(β١+β
−١
٢ ) ≤ ازای به (٩) رابطه که داده اند نشان (٢٠١۵) لانیادو و وانگ باشد. برقرار ٠ < t١ ≤ t٢ ازای به

در φ تابع پس است. J٢ ≥ ٠ نتیجه در و بوده برقرار β١ ≤ β٢ شرط به توجه با اخیر رابطه اما است. برقرار ١−٢

می شود. حاصل لازم نتیجه و است صعودی نیز v٢ جهت

از را (٢٠١۵) لانیادو و وانگ و (٢٠١٣) همکاران و یان یافته های از قسمتی ١ قضیه از حاصل نتیجه

در آمده به دست نتایج شدن غنی تر باعث دیگر سوی از و می دهد توسیع تعمیم یافته نمایی حالت به نمایی حالت

می شود. (٢٠٢٠) همکاران و حیدری و (٢٠١۶) همکاران و کوندو

دیگری دسته Y٢ و Y١ و مستقل تصادفی متغیرهای X٢ ∼ GE(۵, ٣) و X١ ∼ GE(١, ٢) کنید فرض .١ مثال
نمود: مشاهده می توان سادگی به باشند. مستقل تصادفی متعیرهای از

∆٢,٣
١,۵ = {(x, y) ∈ R٢

+ : ٢ ≤ x ≤ y و ٣ ≤ y ≤ ۶−١(x+ ١۶)}.

می شود. نتیجه (δ١, δ٢) ∈ ∆٢,٣
١,۵ هر ازای به X٢:٢ ≥lr Y٢:٢ تصادفی نابرابری ١ قضیه بر بنا

است. شده ارائه هستند، نمایی شده وایبول مولفه ها عمر طول توزیع های که حالتی برای ١ قضیه تعمیم ادامه، در

η ∈ R+ مقیاس پارامتر و (α, β) ∈ R٢
+ شکل پارامترهای با نمایی شده وایبول توزیع دارای T تصادفی متغیر

صورت به آن احتمال توزیع تابع هرگاه ،T ∼ EW (α, β, η) است،

FT (x) = (١ − e−(ηx)α)β , x ∈ R+,

این است. نمایی شده رایلی و تعمیم یافته نمایی وایبول، رایلی، نمایی، توزیع های شامل نمایی شده وایبول توزیع باشد.

خطر نرخ تابع ،(α, β) پارامترهای مختلف مقادیر ازای به است. شده معرفی (١٩٩٣) مودهولکار توسط توزیع

فوق توزیع مورد در بیشتر جزئیات است. وارون شکل وان یا و شکل وان نزولی، صعودی، نمایی شده وایبول توزیع

نمود. مشاهده (٢٠٠۴) ه ال احسن و الحسینی در می توان را

به آنگاه باشند، EW (α, β, η) و GE(β, ηα) توزیع های دارای ترتیب به T٢ و T١ تصادفی متغیرهای اگر

قضیه و فوق نکته به توجه با اکنون هستند. هم توزیع T٢ و T ١/α
١ تصادفی متغیرهای که نمود مشاهده می توان سادگی

می شود. حاصل ١ قضیه از زیر فرع ،(٢٠٠٧) شانتیکومار و شیکد در ٨.C. ١

بطوریکه باشند مستقل تصادفی متغیرهای از دسته دو W١,W٢ و Z١, Z٢ کنید فرض .١ فرع

Zi ∼ EW (α, βi, ηi), Wi ∼ EW (α, βi, δi), i = ١, ٢.

.(δα١
١ , δα٢

٢ ) ∈ ∆
ηα١ ,η

α
٢

β١,β٢
⇒ Z٢:٢ ≥lr W٢:٢ داریم β١ ≤ β٢ ازای به صورت این در
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با سیستم های برای حتی است ممکن موضوع این ریاضیاتی و نظری مطالعه وجود، این با است. بهینه سیستم های

مولفه دو از متشکل موازی سیستم های تصادفی مقایسه  به مقاله، این در باشد. مشکل بسیار ساده، آماری توزیع های
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