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Introduction
In real-life phenomena, we often encounter discrete data sets, such as the
number of cancer cells, the number of rainy days, the volume of stocks,
etc. Also, statistical inference based on correlated count data is frequently
performed in biomedical studies, for example, the count of cancer cells, the
number of patients with contagious diseases, and the number of successful
trials. So, introducing a convenient model for counting time series is felt
nowadays. The literature on integer-valued time series models has been in-
troduced based on the Binomial thinning operator and its generalizations.
As pioneers of the Integer-valued Autoregressive (INAR) models, we can
cite McKenzie (1986) and Al-Osh and Alzaid (1987). This paper proposes
a new flexible discrete Exponential-Weibull Distribution (DEW) and a new
INAR(1) model based on the DEW innovations. This new DEW distribu-
tion provides several appealing statistical properties in terms of handling all
forms of dispersion, skewness, and kurtosis. This subsequently allows for the
modeling of count time series observations. In this context, the INAR(1)
process is developed with Binomial thinning operators. The efficiency and
superiority of the process in fitting counts data of deaths due to COVID-19
disease are compared with other competing models.

Material and Methods
This paper is concentrated on the new discrete distribution and its corre-
sponding INAR(1) model. Several parametric and non-parametric estima-
tion approaches are considered, including the conditional maximum likeli-

https://orcid.org/0000-0003-3073-0613
https://orcid.org/0000-0002-1382-0994
https://orcid.org/0000-0002-4474-0225


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٧٠

hood (parametric), conditional least squares (non-parametric), and Yule-
Walker (non-parametric) estimation methods. Several INAR(1) processes
are considered to fitting the COVID-19 data sets. The goodness of fit mea-
sures consists of the Akaike information criterion (AIC), Bayesian informa-
tion criterion (BIC), consistent Akaike information criterion (CAIC), and
Hanna-Quinn (HQIC).

Results and Discussion
The simulation comparison is conducted concerning the mean square errors
(MSE), which shows the superiority of the conditional maximum likelihood
estimation method. Due to evaluating the performance of estimators in terms
of MSE, 100 iterations are considered for different sample sizes. Based on
the goodness of fit measures, it is concluded that the DEW-INAR(1) process
is preferred among other INAR(1) processes.

Conclusion
The main focus of the manuscript is to introduce the discrete version of
the Exponential-Weibull distribution and the modeling of its corresponding
integer-valued autoregressive process. The flexibility and comprehensiveness
of the discrete Exponential-Weibull distribution in fitting different types of
count data is deduced by examining the statistical characteristics. Also,
parameter estimation methods and Monte Carlo simulation studies are pre-
sented. According to the simulation results, the conditional maximum like-
lihood parametric estimation method performs better than non-parametric
approaches. Using the data of COVID-19, the efficiency of the new process
is confirmed in comparison with the classical INAR(1) models.

Keywords: INAR(1) process, Discrete Exponential-Weibull, Dispersion in-
dex, Heavy-tailed.
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گسسته نمایی-وایبل توزیع با نوفه هایی اساس بر گسسته مقدار خودبازگشتی مدل
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١۴٠١/٨/٢۶متن انتشار: و پذیرش تاریخ ١۴٠١/٨/١۴ بازنگری: تاریخ ١۴٠٠/١٠/١٩ دریافت: تاریخ

خودبازگشتی فرایند گسسته مقدار، زمانی سری داده های مدل سازی منظور به مقاله، این در چکیده:

توزیع های اهمیت به نظر است. شده معرفی گسسته نمایی-وایبل توزیع  اساس بر جدید گسسته مقدار

ویژگی های برخی و معرفی نمایی-وایبل توزیع گسسته همتای شمارشی، داده های مدل سازی در گسسته

شاخص های می شود. بررسی کشیدگی و چولگی گشتاور، مولد تابع خطر، نرخ بقا، تابع قبیل از آن آماری

برازش در گسسته نمایی-وایبل توزیع کارایی و انعطاف پذیری بیانگر کشیدگی، و چولگی فیشر، پراکندگی

مختلف ویژگی های با داده هایی برازش گسسته، نمایی-وایبل توزیع است. شمارشی داده های مختلف انواع

پوشش را سنگین دم و راست) به (چوله بلند راست دم همسان)، و بیش پراکندگی (کم پراکندگی، پراکندگی

شرطی دوم توان های کمترین شرطی، درستنمایی ماکسیمم رویکرد سه از استفاده با مدل پارامترهای می دهد.

تعداد داده های برازش در مدنظر فرایند برتری و کارایی پایان، در است. شده برآورد یول-واکر و تعمیم یافته

می شود. بررسی رقیب مدل های سایر با مقایسه در نیز، COVID-19 بیماری از ناشی فوت

سنگین. دم پراکندگی، شاخص گسسته، نمایی-وایبل ،INAR(1) فرایند کلیدی: واژه های
.62M20 ،62P10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد

مقدمه ١

گسسته ماهيت برحسب داده ها، از دسته اين مدل سازی که هستیم روبرو گسسته مقدار داده های از بسياری با امروزه

که می شود استفاده گسسته داده های برازش در پيوسته تقريبی مدل های از موارد، برخی در است. ضروری امری آن ها

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این

http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
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بيمه، پزشكی، مانند مختلفی علوم در شمارشی داده های برازش در گسسته مدل های نمی کنند. ارائه را دقیقی عملكرد

توزيع های معرفی به بسياری توجه اخير، سال های در است. برخوردار بسزايی اهميت از کشاورزی و زيست شناسی

که مثبت صحیح اعداد صورت به شمارشی مشاهدات است. شده معطوف شمارشی، داده های برازش در جديد گسسته

مشاهدات وجود دلیل به شمارشی داده های دیگر، سوی از می شوند. بیان می گردند، جمع آوری متوالی صورت به اغلب

هستند. کم پراکنده یا همسان صورت به موارد برخی در و بیش پراکنده پنهان، یا فیزیکی اثرات پرت،

پدیده های ویژگی های و پیچیده ماهیت دلیل به منفی، دوجمله ای هندسی، پواسن، دوجمله ای، متعارف توزیع های

نشان را مناسبی عملکرد تورم، عدم یا تورم تک مدی، یا یکنوا شکست نرخ پراکندگی، چولگی، مانند طبیعی

شمارشی، داده های مدل سازی منظور به .(٢٠٢١ ، المرشدی و الیوا ٢٠٢٠؛ ، همکاران و (المرشدی نمی دهند

توزيع های می توان ميان، اين در شده اند. تبديل گسسته توزيع های به پيوسته، عمر طول توزيع های از بسياری

گسسته، بور ،(٢٠١١ ، کالدرین-اوجدا و (گومز-دنیز گسسته لیندلی ،(١٩٧۵ ، اساکی و (ناکاگاوا گسسته وايبل

گسسته بیلال ،(٢٠٢٠ ، همکاران و (الیوا پارامتری سه گسسته لیندلی (٢٠٠٩ ، پوندیر و ،(کریشنا گسسته پارتو

برد. نام را (٢٠٢١ ، همکاران و (ایرشاد گسسته شبه لیندلی و (٢٠٢٢ ، همکاران و (آلتون

مبتنی (INAR(1)) اول١ مرتبه گسسته مقدار خودبازگشتی فرایندهای شمارشی، مشاهدات مدل سازی برای

بهتر برازش منظور به است. شده معرفی (١٩٨٧) ال زید و ال اوش و (١٩٨۶) مکنزی توسط رقیق ساز٢ عملگر بر

، همکاران و (لیویو پواسن لیندلی مانند نوفه ها برای مختلفی توزیع های صفر، در متورم یا پراکنده شدت به داده های

INAR(1) فرایند (٢٠٢٠) شیراوژن و محمدپور است. شده گرفته نظر در (٢٠٢١ ، ژو و (هانگ بل و (٢٠١٨

فرایند مقدار به متوالی طور به نوفه ها آن در که نمودند معرفی منفی دوجمله  ای رقیق ساز عملگر اساس بر را جدیدی

(٢٠١٨) ویب (٢٠١٧)؛ همکاران و بورگس توسط جدید رقیق ساز عملگر معرفی است. وابسته جاری زمان در

سری بر مبتنی وابسته منفی دوجمله ای رقیق ساز عملگر اخیرا، است. شده بررسی و مطالعه (٢٠٢١) ژو و لیو و

است. شده معرفی (٢٠٢٠) همکاران و شما توسط صفر در متورم هندسی شمارشی

انواع برازش در انعطاف پذیری و برجسته ویژگی های با (DEW) گسسته٣ نمایی-وایبل توزیع مقاله، این در

رقیق ساز عملگر بر مبتنی تعمیم یافته، INAR(1) فرایند هم چنین، می شود. معرفی شمارشی داده های

از ناشی فوت تعداد داده های برازش در آن کاربرد و معرفی DEW نوفه های با ،(٢٠٢٠ ، همکاران و (شما

در است. شده معرفی DEW نوفه های با INAR(1) فرایند ،٢ بخش در می شود. داده نشان COVID-19
و تعمیم یافته شرطی دوم توان های کمترین شرطی، درستنمایی ماکسیمم رویکردهای با فرایند پارامترهای ،٣ بخش

فرایند پارامترهای برآورد مختلف روش های مقایسه و مونت کارلو شبیه سازی مطالعات است. شده برآورد یول-واکر

کلاسیک پیش بینی و COVID-19 داده های برازش در فرایند عملکرد ،۵ بخش در می گردد. ارائه ۴ بخش در مدنظر

می شود. گزارش فرایند

1First-order Integer-valued Autoregressive Processes
2Thinning operator
3Exponential-Weibull Distribution
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گسسته نمایی-وایبل نوفه های با تعمیم یافته INAR(1) فرایند معرفی ٢

معرفی (GNB) تعمیم یافته منفی دوجمله ای رقیق ساز عملگر اساس بر جدیدی تعمیم یافته INAR(1) فرایند ابتدا

می شود. ارائه تعمیم یافته منفی دوجمله ای رقیق ساز عملگر روی بر مختصری مرور سپس و

هندسی توزیع از {Vi}i∈N هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از ٢٠٢٠)دنباله ای ، همکاران و (شما .١ تعریف
و Vi طوری که به بگیرید، نظر در را ٠ ≤ α ≤ θ ≤ ١ ،αθ پارامتر با W برنولی تصادفی متغیر و θ

١+θ پارامتر با

Ui = ViW صورت به را {Ui}i∈N وابسته تصادفی متغیرهای از دنباله ای هستند. مستقل i ∈ N هر برای W

است زیر آمیخته توزیع دارای Ui تصادفی متغیر کنید. تعریف

P (Ui = u) =

١ − α
θ u = ٠

(αθ )
θu

(١+θ)u+١ u = ٠, ١, . . .
. (١)

(n, θ
١+θ ) پارامترهای با منفی دوجمله ای و صفر در تباهیده آمیخته  توزیع دارای U١+. . .+Un تصادفی متغیر

است. α
θ و ١ − α

θ نسبت های با ترتیب، به

توزیع با مطابق
{
Ui

}
i∈N تصادفی متغیرهای از وابسته دنباله و X نامنفی گسسته مقدار تصادفی متغیر .٢ تعریف

٠ ≤ α ≤ θ ≤ ١ ،α ∗θ X =
X∑
i=١

Ui,t صورت به ،”∗θ“ GNB رقیق ساز عملگر بگیرید. نظر در را (١)

می شود. تعریف

بازگشتی معادله از استفاده با {Xt} تعمیم یافته INAR(1) فرایند

Xt = α ∗θ Xt−١ + Zt, α < θ < ١, t = ١, ٢, . . . , (٢)

است. گسسته تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Zt} و GNB رقیق ساز عملگر بر دلالت ”∗θ“ آن در که می شود، ارائه

هستند. مستقل یکدیگر از Xt−١ شرط به Zt و α ∗θ Xt−١ تصادفی متغیرهای

گسسته نمایی-وایبل توزیع ١. ٢

تصادفی متغير احتمال چگالی احتمال چگالی تابع q(t) و X تصادفی متغير تجمعی توزيع تابع G(x) کنيد فرض

صورت به x ∈ [a, b] و −∞ ≤ a < b ≤ −∞ برای توزيع ها از T-X خانواده تجمعی توزيع تابع باشد، T

است. H(x) =
∫ V (G(x))

a
q(t)dt

G(x, β, ν) = طوری که به بگیرید، نظر در V (G(x)) = G(x)
١−G(x) تابع و η پارامتر با نمایی را q(t) توزیع

و β, η, ν > ٠ برای (EW) نمایی-وایبل توزیع آن گاه است. (β, ν) پارامترهای با وایبل توزیع تابع ١ − e−
xβ

ν
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صورت به x ≥ ٠

H(x, β, η, ν) =

∫ G(x)
١−G(x)

٠
ηe−ηtdt = ١ − e−η(e

xβ

ν −١), (٣)

می شود. معرفی h(x, β, η, ν) = βη
ν xβ−١e

xβ

ν e−η(e
xβ

ν −١) صورت به آن احتمال چگالی تابع و

نسبت بیانگر X تصادفی متغیر و Q(·) توزیع تابع با نمایی توزیع با عمر طول تصادفی متغیر T کنید فرض

استفاده با است. G(x)
١−G(x) با برابر بیفتد، کار از x زمان در ،T عمر طول با سیستم این که ریسک است، بخت

می شود مدل سازی FY (y) = P
(
X ≤ G(x)

١−G(x)

)
= Q

( G(x)
١−G(x)

)
صورت به بخت نسبت (٣) رابطه از

.(٢٠١٧ ، همکاران و (علیزاده

بگیرید. نظر در را S(x, β, η, ν) = e−η(e
xβ

ν −١) بقای تابع با EW توزيع از X پيوسته نامنفی متغير

تصادفی متغير و نموده تقسيم بندی واحد فاصله های به را X تصادفی متغير ،EW گسسته همتای معرفی منظور به

صورت به y = ٠, ١, ٢, . . . برای احتمال جرم تابع آن گاه نمایید. تعریف Y = [X] صورت به را Y گسسته

متغیرهای تغییر با نمایش، در تسهیل منظور به است. fY (y, β, η, ν) = eη(e−ηe
yβ

ν − e−ηe
(y+١)β

ν )

داریم e ١
ν = γ و e−η = λ

fY (y, β, λ, γ) =
١
λ

(
λγyβ

− λγ(y+١)β )
, ٠ < λ < ١, γ ≥ ١, ٠ < β < ∞. (۴)

از عبارتند ترتیب به DEW توزیع خطر نرخ و بقا تجمعی، توزيع توابع

F (y, β, λ, γ) = ١ − λγ(y+١)β−١,

S(y, β, λ, γ) = λγ(y+١)β−١,

Hzr(y, β, λ, γ) =
f(y, β, λ, γ)

S(y − ١, β, λ, γ)
= ١ − λ(γ(y+١)β−γyβ

).

توابع بودن تک مدی یا یکنوایی ٢ و ١ شکل  های در DEW توزیع خطر نرخ و احتمال جرم توابع نمودارهای

مختلف انواع برازش در بنابراین می دهند. نشان را منعطفی ویژگی های DEW توزیع خطر، نرخ و احتمال جرم

دارد. کاربرد شمارشی داده های

بگیرید نظر در را (β, λ, γ) پارامترهای با DEW توزیع از Z تصادفی متغیر .١ فرع

است. M
Z
(t) = ١−e−t

λ

∑∞
z=٠ e

tzλγzβ

+ e−t به صورت DEW توزیع گشتاور مولد تابع الف)

است. E(Zr) = ١
λ

∑∞
z=٠(z

r − (z − ١)r)λγzβ

+ (−١)r به صورت r-ام غیرمرکزی گشتاور ب)
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(د) (ج) (ب) (الف)

ب- ،(λ, β) = (٠٫٨, ٠٫٨) الف- ،γ = ٢٫۵ دوم سطر و γ = ١٫۵ اول سطر ،DEW توزیع احتمال جرم تابع .١ شکل
(λ, β) = (٠٫٢, ٠٫٢) د- ، (λ, β) = (٠٫٢, ٠٫٨) ج- ، (λ, β) = (٠٫٨, ٠٫٢)

لذا می شود. محاسبه R نرم افزار در عددی صورت به فوق، روابط در نامتناهی مجموع های که است ذکر به لازم

برخی محاسبه در مذکور گشتاورهای از است. دسترسی قابل راحتی به DEW توزیع چهارم تا اول مرتبه گشتاورهای

می شود. استفاده کشیدگی و چولگی واریانس، میانگین، قبیل از شاخص ها

که است این بیانگر و می شود تعریف میانگین به واریانس نسبت صورت به ،(FDI) فیشر پراکندگی شاخص

اگر است. مناسب (همسان)، یکسان پراکندگی یا کم پراکندگی بیش پراکندگی، با داده هایی مجموعه برای مدنظر، توزیع

یکسان پراکندگی دارای توزیع ،FDI = ١ اگر و بیش پراکنده توزیع ،FDI > ١ اگر کم پراکنده، توزیع ،FDI < ١

محاسبه چهارم و سوم گشتاورهای توسط مستقیما که هستند توزیع شکل شاخص های نیز، کشیدگی و چولگی است.

نیز کشیدگی معیار است. چپ بلند دم موید نیز منفی مقادیر و راست بلند دم موید چولگی مثبت مقادیر می شوند.

مختلف مقادیر و DEW توزیع برای مذکور معیارهای است. دم سبک) یا (دم سنگین توزیع کشیدگی یا پخی بیانگر

می شود، شامل را پراکندگی ها از مختلفی انواع ،DEW توزیع ،١ جدول طبق است. شده ارائه ١ جدول در پارامترها

توزیع تقارن عدم دیگر، سوی از است. یک از بزرگتر و مساوی تقریبا کوچکتر، اعداد شامل هم ،FDI مقادیر زیرا

به توجه با می گردد. مشاهده نیز توزیع در (دم سنگین) شدید کشیدگی و بلند) راست (دم راست سمت به چولگی و

DEW توزیع لذا کشیدگی، و تقارن عدم هم چنین و پراکندگی ها از مختلفی انواع پوشش در DEW توزیع جامعیت

دارد. کاربرد مختلف زمینه های در گوناگون داده های از بسیاری برازش در



گسسته نمایی-وایبل توزیع با نوفه هایی اساس بر گسسته مقدار خودبازگشتی مدل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٧۶

H
R

F

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

0
.6

H
R

F

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

H
R

F

0
.0

0
0

.0
2

0
.0

4
0

.0
6

0
.0

8
0

.1
0

0
.1

2

H
R

F

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0

H
R

F

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

H
R

F

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

1
.2

H
R

F

0
.0

0
0

.0
5

0
.1

0
0

.1
5

0
.2

0
0

.2
5

0
.3

0

H
R

F

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

1
.2

(د) (ج) (ب) (الف)

ب- ،(λ, β) = (٠٫٨, ٠٫٨) الف- ،γ = ٢٫۵ دوم سطر و γ = ١٫۵ اول سطر ،DEW توزیع توزیع خطر نرخ تابع .٢ شکل
(λ, β) = (٠٫٢, ٠٫٢) د- ، (λ, β) = (٠٫٢, ٠٫٨) ج- ، (λ, β) = (٠٫٨, ٠٫٢)

پارامترها. مختلف مقادیر برای DEW توزیع آماری شاخص های برخی .١ جدول
γ = ٢٫۵ γ = ١٫۵

(λ, β) (λ, β)

(٠٫٨, ٠٫٨) (٠٫٨, ٠٫٢) (٠٫۵, ٠٫۵) (٠٫٢, ٠٫٨) (٠٫٢, ٠٫٢) (٠٫٨, ٠٫٨) (٠٫٨, ٠٫٢) (٠٫۵, ٠٫۵) (٠٫٢, ٠٫٨) (٠٫٢, ٠٫٢) معیارها

٠٫٩٧٢ ١٧٫۴١٢ ٠٫٣۴٩ ٠٫٠۴١ ٠٫٠٨٢ ۴٫۵١٨ ٢٠۶١٫٢ ۴٫۵٧١ ٠٫٧٣۴ ٢٣٫۴١۶ میانگین
٠٫٨٠٩ ١٢٣۴٫٩ ٠٫۴٨۴ ٠٫٠٣٩ ٠٫٣١٩ ٩٫٨٣۶ ٩٫٢٣٨e۶ ٣٢٫۶١۵ ١٫٠٢۵ ٨٧٠٢٫١٣۴ واریانس
٠٫٨٣٢ ٧٠٫٩٢۴ ١٫٣٨۶ ٠٫٩۶۴ ٣٫٨٩٨ ٢٫١٧۶٨ ۴٫۴٨١e٣ ٧٫١٣۵ ١٫٣٩۵ ٣٧١٫۶٣۵ FDI
٠٫۵۵٩ ۴٫٠٧٧ ٢٫٣٢٣ ۴٫٧٢۵ ١٣٫٩٣٧ ٠٫۴١۵۵ ١٫۶١٧ ١٫٨١٩ ١٫۵١۵ ١١٫٢١٨ چولگی
١٣٫٩٩١ ٣٩٫٣۴٩ ١٣٫۴٣۶ ٢٣٫۶١١ ٣۴۴٫۶٢ ۴١٫٣۵۴ ١۵٫١٠٩ ٢١٫١۴۴ ١٢٫۶۶٩ ٢۴۴٫۴١١ کشیدگی

DEW توزیع از نوفه هایی با تعمیم یافته INAR(1) فرایند ٢. ٢

پارامترهای و DEW توزیع با تصادفی متغیرهای از دنباله ای {Zt} آن در که بگیرید، نظر در را (٢) بازگشتی معادله

به یک مرتبه انتقال تابع ،(۴) طبق می شود. نامیده DEW-INAR(1) اختصار به جدید فرایند است. (β, λ, γ)
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،i ≥ ١ برای و می گردد ارائه P٠j = P
(
Xt = j|Xt−١ = ٠

)
= f

Z
(j, β, λ, γ) صورت

Pij= P
(
Xt = j|Xt−١ = i

)
= P

(
α ∗θ Xt−١ + Zt = j|Xt−١ = i

)
= (١ − α

θ
)f

Z
(j, β, λ, γ) +

α

θ

j∑
k=٠

(
i+ k − ١
i− ١

)
θk

(١ + θ)i+k
f
Z
(j − k, β, λ, γ).

توزیع دارای α
θ احتمال با و صفر با برابر ١ − α

θ احتمال با α ∗θ Xt−١ ،٢ تعریف از استفاده با آخر، تساوی در

است. (i, θ
١+θ ) پارامتر با منفی دوجمله ای

ارگودیک و ایستا این رو از است، مثبت بازگشتی مارکف زنجیر و دوره ای ناکاهشی، (٢) در {Xt} فرایند .١ لم
است.

و ناکاهشی {Xt} بنابراین است، Pij > ٠ با مارکف زنجیر یک {Xt} که می شود مشاهده راحتی به برهان:
می شود نتیجه ،(٢) تکرار از استفاده با است. دوره ای

Xt
d
= α ∗(k)θ Xt−k +

k−١∑
i=١

α ∗(i−١)
θ Zt−i + Zt, (۵)

سمت در اول عبارت می شود. گرفته نظر در α∗(i)θ = α ∗θ α ∗θ . . . α∗θ︸ ︷︷ ︸
مرتبه i

نگارش، سهولت منظور به آن در که

در و Xt
d
= op(١)+Vk لذا ،E(α ∗(k)θ Xt) = αkE(Xt)

k→∞
−−−−→ ٠ که است op(١) با معادل ،(۵) راست

صورت به Vk عبارت ، δ > ٠, k, l ∈ N هر برای ادامه، در است. Vk =
∑k−١

i=١ α ∗(i−١)
θ Zt−i + Zt آن

است. همگرا یقین به قریب

P
(
max

١≤q≤ℓ
|Vk − Vk+q| > δ

)
= P (Vk+ℓ − Vk > δ)

= P
( k+ℓ−١∑

i=١

α ∗(i−١)
θ Zt−i −

k−١∑
i=١

α ∗(i−١)
θ Zt−i > δ

)
≤ ١

δ
E
[ k+ℓ−١∑

i=١

α ∗(i−١)
θ Zt−i −

k−١∑
i=١

α ∗(i−١)
θ Zt−i

]
=

١
δ

[ k+ℓ−١∑
i=١

αiµ
Z
−

k−١∑
i=١

αiµ
Z

]
=

١
δ

k+ℓ−١∑
i=k

αiµ
Z
=

µ
Z
αk(١ − αℓ)

δ(١ − α)

k→∞
−−−−→ ٠,
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.V = limk→∞ Vk و است همگرا یقین به قریب Vk لذا است. شده تعریف ١ فرع در µ
Z
= E(Z) آن در که

هم چنین، است. همگرا V به توزیع در Xt که گرفت نتیجه می توان اسلاتسکی، قضیه و (۵) از استفاده با

lim
k→∞

P
(k)
ij = lim

k→∞
P (Xt+k = j|Xt = i) = lim

k→∞
P (op(١) + Vk = j|Xt = i)

= lim
k→∞

P (Vk = j|Xt = i) = lim
k→∞

P (Vk = j) = lim
k→∞

P (Xt+k = j) > ٠,

می دهد. نتیجه را فرایند ایستایی که است ارگودیک و مثبت بازگشتی {Xt} و lim
k→∞

P
(k)
ij ̸= ٠ لذا

داریم t ≥ ١ و α < θ < ١ برای بگیرید. نظر در را (٢) در شده ارائه {Xt} ایستای فرایند .١ گزاره
صورت به فرایند شرطی امید (الف)

E
(
Xt|Xt−k

)
= αkXt−k +

١ − αk

١ − α
µ

Z
, (۶)

است. ١ فرع در شده ارائه Z تصادفی متغیر امید ،µ
Z

آن در که است

صورت به فرایند شرطی واریانس (ب)

Var(Xt|Xt−١) = α(θ − α)X٢
t−١ + α(θ + ١)Xt−١ + σ٢

Z , (٧)

و می شود داده نشان

Var
(
Xt|Xt−k

)
= αk

(
θk − αk

)
X٢

t−k + αk (١ + θ)(١ − θk)

١ − θ
Xt−k

+٢µ
Z
αk

(١ − θk

١ − θ
− ١ − αk

١ − α

)
Xt−k

+
αµ

Z
(١ + θ)

١ − θ

(١ − αk−١

١ − α
− θ(١ − (αθ)k−١)

١ − αθ

)
+µ٢

Z

(١ − (αθ)k−١

١ − αθ
− ١ − α٢k−٢

١ − α٢

)
+٢αµ٢

Z

[
θ

١ − θ

(α(١ − αk−١)

١ − α
− αθ(١ − (αθ)k−١)

١ − αθ

)
− α

١ − α

(α(١ − αk−١)

١ − α
− αθ(١ − α٢k−٢)

١ − α٢

)]
+ σ٢

Z

١ − (αθ)k

١ − αθ
,

است. ١ فرع در شده ارائه Z تصادفی متغیر واریانس ،σ٢
Z آن در که

می شود. داده نشان R(k) = Corr(Xt, Xt−k) = αk صورت به فرایند خودهمبستگی تابع (ج)
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صورت به فرایند شرطی امید الف) برهان:

E(Xt|Xt−١) = αXt−١ + µ
Z
,

E(Xt|Xt−٢) = E(E(Xt|Xt−١)|Xt−٢) = α٢Xt−٢ + (١ + α)µ
Z
,

.E(Xt|Xt−k) = αkXt−k +
(١−αk)µ

Z

١−α گرفت نتیجه می توان استقرا، از استفاده با می شود. محاسبه

می آید دست به مکرر واریانس روش از استفاده با فرایند شرطی واریانس (ب)

Var(Xt|Xt−١) = Var(α ∗θ Xt−١) + Var(Zt)

= α(θ − α)X٢
t−١ + α(θ + ١)Xt−١ + σ٢

Z ,

Var
(
Xt|Xt−٢

)
= E(Var(Xt|Xt−١)|Xt−٢) + Var(E(Xt|Xt−١)|Xt−٢)

= α٢(θ٢ − α٢)X٢
t−٢ + α٢(θ + ٢(١Xt−٢ + ٢α٢(θ − α)µ

Z
Xt−٢

+α(θ + ١)µ
Z
+ α(θ − α)µ٢

Z
+ (١ + αθ)σ٢

Z ,

Var
(
Xt|Xt−٣

)
= α٣(θ٣ − α٣)X٢

t−٣ + α٣(θ + ١)(١ + θ + θ٢)Xt−٣

+٢α٣((θ − α) + (θ٢ − α٢)
)
µ

Z
Xt−٣

+α(θ + ١)(١ + α(١ + θ))µ
Z
+

[
α(θ − α) + α٢(θ٢ − α٢)

]
µ٢

Z

+٢α٢(θ − α)µ٢
Z
+ (١ + αθ + α٢θ٢)σ٢

Z .

که می شود نتیجه استقرا اصل از استفاده با

Var(Xt|Xt−k) = αk
(
θk − αk

)
X٢

t−k + αk(١ + θ)

k−١∑
i=٠

θiXt−k

+٢µ
Z
αk

k−١∑
i=٠

(
θi − αi

)
Xt−k + µ

Z
(١ + θ)

k−١∑
i=١

αi
i−١∑
j=٠

θj

+µ٢
Z

k−١∑
i=٠

αi(θi − αi) + ٢αµ٢
Z

k−١∑
i=١

αi
i∑

j=١

(θj − αj) + σ٢
Z

k−١∑
i=٠

(αθ)i.

است. شده حذف لذا و می آید دست به راحتی به اثبات (ج)
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و limk→∞ E
(
Xt | Xt−k

)
=

µ
Z

١ − α
آنگاه ،k → ∞ اگر .١ تذکر

lim
k→∞

Var
(
Xt | Xt−k

)
=

αµ
Z
(١ + θ)

(١ − α)(١ − αθ)
+

α(θ − α)µ٢
Z

(١ − α)١)٢ − αθ)
+

σ٢
Z

١ − αθ
,

هستند. DEW-INAR(1) فرایند غیرشرطی واریانس و غیرشرطی امید ترتیب به که

DEW-INAR(1) فرایند پارامترهای برآورد ٣

حداقل با ،DEW-INAR(1) فرایند پارامترهای (MCLS) تعمیم یافته شرطی دوم توان های کمترین برآوردگرهای

تابع نمودن

Q(δ١) =

n∑
t=٢

(
Xt − E(Xt|Xt−١)

)٢
=

n∑
t=٢

(
Xt − αXt−١ − µ

Z

)٢
,

صورت به MCLS برآوردگرهای است. δ١ = (α, µ
Z
) آن در که می آید، دست به

α̂
MCLS

=
(n− ١)

∑n
t=٢ XtXt−١ −

∑n
t=٢ Xt

∑n
t=٢ Xt−١

(n− ١)
∑n

t=٢ X
٢
t−١ − (

∑n
t=٢ Xt−٢(١ ,

µ̂
Z,MCLS

=

∑n
t=٢ Xt − α̂

MCLS

∑n
t=٢ Xt−١

n− ١
,

می آید. دست به µ̂
Z,MCLS

عددی حل با (β, λ, γ) پارامترهای MCLS برآوردهای می شود. حاصل

تعمیم یافته روش از θ پارامتر برآورد منظور به لذا نیست، θ پارامتر از تابعی فرایند اول مرتبه شرطی امید

در که می شود، استفاده ،S(θ) =
∑n

t=٢

(
Vt − Var(Xt|Xt−١)

)٢ صورت به (١٩٨٨ ، تجوستیم و (کارلسن

(٧) در Var(Xt|Xt−١) و Vt = (Xt − E(Xt|Xt−١))
٢ =

(
Xt − α̂

MCLS
Xt−١ − µ̂

Z,MCLS

)٢ آن

Var(Xt|Xt−١) = صورت به و شده جایگزین متناظرشان برآوردهای مقادیر با پارامترها است. شده معرفی

از تابعی σ٢
Z

که می شود داده نشان α̂
MCLS

(θ − α̂
MCLS

)X٢
t−١ + α̂

MCLS
(θ + ١)Xt−١ + σ̂٢

Z,MCLS

MCLS برآوردگر این رو، از می شود. برآورد (β̂
MCLS

, λ̂
MCLS

, γ̂
MCLS

) توسط و است (β, λ, γ) پارامترهای

صورت به θ پارامتر

θ̂
MCLS

=

∑n
t=٢(Vt + α̂٢

MCLS
X٢

t−١ − α̂
MCLS

Xt−١ − σ̂٢
Z,MCLS

)(X٢
t−١ +Xt−١)

α̂
MCLS

∑n
t=٢(X

٢
t−١ +Xt−٢(١ ,
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تابع و نمونه میانگین از استفاده با و Corr(Xt, Xt−١) = α و E(Xt) =
µ

Z

١ − α
به توجه با می آید دست به

صورت به (α, µ
Z
) پارامترهای (YW) واکر یول برآوردگرهای نمونه، خودهمبستگی

α̂
Y W

=

∑n
t=٢(Xt −X)(Xt−١ −X)∑n

t=١(Xt −X)٢
, µ̂

Z,Y W
= X(١ − α̂

Y W
),

برآورد براساس می توان را (β, λ, γ) پارامترهای YW برآوردهای شد، اشاره نیز قبلا که همان طور می آید. دست به

بگیرید نظر در را فرایند دوم مرتبه امید ،θ پارامتر برآورد منظور به آورد. دست به µ
Z

E(X٢
t ) = αθE(X٢

t ) + α(١ + θ)E(Xt) + E(Z٢
t ) + ٢αµ

Z
E(Xt)

=
α(١ + θ)

١ − αθ
E(Xt) +

E(Z٢
t )

١ − αθ
+

٢αµ
Z
E(Xt)

١ − αθ
,

آن گاه ،X٢ = ١
n

∑n
t=١ X

٢
t به توجه با و

X٢ =
α̂

Y W
(١ + θ)

١ − α̂
Y W

θ
X +

µ̂٢
Z,Y W

+ σ̂
Z,Y W

١ − α̂
Y W

θ
+

٢α̂
Y W

µ̂
Z,Y W

X

١ − α̂
Y W

θ
, (٨)

می آید. دست به (٨) معادله ریشه عددی محاسبه از استفاده با θ برآورد بنابراین،

شبیه سازی مطالعه ۴

نمونه حجم مختلف مقادیر تحت مونت کارلو شبیه سازی براساس DEW-INAR(1) فرایند برآوردگرهای کارایی

مدل پارامترهای از مختلف ترکیب دو هم چنین، می گردد. مقایسه ،h = ١٠٠ تکرار با n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠, ١٠٠٠

نظر در
(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٢٫۵, ٠٫٣

)
و
(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٣, ١٫۵, ٠٫٧

)
صورت به

می شود. استفاده ١(MSE) خطا دوم توان های میانگین معیار از برآوردگرها، عملکرد ارزیابی برای می شود. گرفته

علاوه است. پارامترها واقعی مقادیر به YW و MCLS ،CML برآوردهای همگرایی موید ۴ تا ٢ جداول در نتایج

مقادیر برای CML برآورد ،٢ جدول طبق می یابد. کاهش تدریج به MSE مقادیر نمونه، حجم افزایش با این، بر

حاصل دقیق تری برآوردهای ،θ و α مقدار افزایش با و است برخوردار ضعیف تری عملکرد از پارامترها کوچک

به نسبت CML پارامتری برآورد روش می رود، انتظار که همان طور نیز، برآورد مختلف روش های میان در می شود.

می نماید. ارائه ،MSE کمینه مقادیر برحسب را نتایج دقیق ترین ،YW و MCLS ناپارامتری برآورد روش های

1Mean squared error
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پرانتز. در MSE مقادیر و DEW-INAR(1) مدل پارامترهای CML برآورد .٢ جدول

β̂ γ̂ λ̂ θ̂ α̂ n(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٣, ١٫۵, ٠٫٧

)
٠٫۶٨۴(٠٫٠١١) ١٫٣٩۵(٠٫٢۵٩) ٠٫٢۶۶(٠٫٠١۵) ٠٫٧٩۴(٠٫٠٢٢) ٠٫۵(٠٫٠١٢)٨١ ١٠٠

٠٫۶(٠٫٠٠٩)٨٨ ١٫۴٣٣(٠٫٢١۶) ٠٫٣۴(٠٫٠١٠)١ (٠٫٠٠٨)٠٫٧٩٣ ٠٫۵٨١(٠٫٠٠۵) ٢٠٠

٠٫۶٩٣(٠٫٠٠۴) ١٫۴٧۴(٠٫١٨۶) (٠٫٠٠٨)٠٫٣١١ (٠٫٠٠٣)٠٫٨١١ ٠٫۵(٠٫٠٠٢)٩٩ ۵٠٠

(٠٫٠٠١)٠٫٧٠٠ ١٫۴(٠٫١٠٨)٩٩ ٠٫٣٠١(٠٫٠٠۴) (٠٫٠٠٢)٠٫٨٠٠ ٠٫۵(٠٫٠٠١)٩٩ ١٠٠٠(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٢٫۵, ٠٫٣

)
٠٫٢۴۶(٠٫٠١۶) ٢٫٢۶٠(٠٫۶٣٣) ٠٫۶(٠٫٠١٧)٣٩ ٠٫۵٢٩(٠٫٠٢۶) (٠٫٠١١)٠٫٢١٩ ١٠٠

٠٫٢۵(٠٫٠٠٩)٢ ٢٫٣۵۶(٠٫۵٧٩) ٠٫۶٨۶(٠٫٠١۵) ٠٫۵(٠٫٠١٢)١٣ (٠٫٠٠٧)٠٫٢٠١ ٢٠٠

٠٫٢٧۴(٠٫٠٠٧) ٢٫۴٧۶(٠٫٣٣۵) (٠٫٠٠٧)٠٫٧١٢ ٠٫۴(٠٫٠٠٨)٩٨ ٠٫١٩٩(٠٫٠٠۵) ۵٠٠

٠٫٢٩۶(٠٫٠٠۴) ٢٫۴٩٨(٠٫١۵٨) ٠٫۶٩۵(٠٫٠٠۶) ٠٫۵(٠٫٠٠٣)٠١ (٠٫٠٠٣)٠٫٢٠١ ١٠٠٠

پرانتز. در MSE مقادیر و DEW-INAR(1) مدل پارامترهای MCLS برآورد .٣ جدول

β̂ γ̂ λ̂ θ̂ α̂ n(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٣, ١٫۵, ٠٫٧

)
٠٫۶(٠٫٠٣٠)٣٣ ٢٫٠۶۶(٠٫۶٢۵) ٠٫۴۶٢(٠٫٠۶٩) ٠٫۶٨٧(٠٫٠٣۶) ٠٫۵٣۶(٠٫٠١٩) ١٠٠

٠٫۶۴۶(٠٫٠٢٨) ١٫٧١٨(٠٫٣۵٣) ٠٫۴٢٧(٠٫٠۶۶) (٠٫٠٢٩)٠٫٧٠٢ ٠٫۵۵(٠٫٠٠٩)١ ٢٠٠

٠٫۶(٠٫٠٢٢)٧٧ ١٫٨٩۶(٠٫٢۶٣) ٠٫٣۶٢(٠٫٠۴٩) ٠٫٧۵٩(٠٫٠٠۶) ٠٫۵٨۶(٠٫٠٠٨) ۵٠٠

٠٫۶(٠٫٠١٧)٨٧ ١٫۵٧٩(٠٫١٣۶) (٠٫٠٣٧)٠٫٣٢٩ ٠٫٧٨۶(٠٫٠٠۴) ٠٫۵(٠٫٠٠٣)٨٨ ١٠٠٠(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٢٫۵, ٠٫٣

)
(٠٫٠٢٨)٠٫٣٣٢ ٢٫٨۴۵(٠٫٨١۶) ٠٫٧۴(٠٫٠٢٢)٨ ٠٫٣۶(٠٫٢٠١)٣ ٠٫١۶٣(٠٫٠١۴٧) ١٠٠

٠٫٣٢۵(٠٫٠١۶) (٠٫٧٧٣)٢٫٧١٩ (٠٫٠١٩)٠٫٧٣٧ (٠٫١٢١)٠٫٣٩٧ ٠٫١٨۶(٠٫٠٠٧) ٢٠٠

(٠٫٠٠٩)٠٫٣٢٢ ٢٫۵٧٢(٠٫۵۴١) (٠٫٠١١)٠٫٧٢٧ ٠٫۴(٠٫٠٩٢)٣٧ ٠٫١٨٩(٠٫٠٠۶) ۵٠٠

(٠٫٠٠٧)٠٫٣١٧ ٢٫۵٢۴(٠٫۴۴٣) ٠٫٧١۶(٠٫٠٠٩) ٠٫۵٣۵(٠٫٠۵۴) ٠٫١٩٢(٠٫٠٠۴) ١٠٠٠

COVID-19 داده های برازش در DEW-INAR(1) کاربرد ۵

COVID-19 از ناشی فوتی تعداد داده های برازش در DEW-INAR(1) فرایند کارایی بررسی به بخش، این در

اول سری می شود. پرداخته ،(https://covid19.who.int) بهداشت جهانی سازمان سایت در شده ارائه

،٢٠٢١ سال می ٢ تا فوریه ١٢ زمانی بازه در قبرس کشور در COVID-19 از ناشی فوت تعداد به مربوط مشاهدات

https://covid19.who.int
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پرانتز. در MSE مقادیر و DEW-INAR(1) مدل پارامترهای YW برآورد .۴ جدول

β̂ γ̂ λ̂ θ̂ α̂ n(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫۶, ٠٫٨, ٠٫٣, ١٫۵, ٠٫٧

)
٠٫۵۵(٠٫٠٢٧)٢ ١٫٩٧۵(٠٫۴١٢) ٠٫٣٩٣(٠٫٠۶۵) ٠٫٨٩۶(٠٫١١۴) ٠٫۵(٠٫٠٢٨)٢٩ ١٠٠

٠٫۵٧١(٠٫٠٢۵) ١٫٧٨٨(٠٫٢٧۵) ٠٫٣٨٧(٠٫٠۶٧) (٠٫٠٨٢)٠٫٨٨٢ ٠٫۵۵(٠٫٠١١)٩ ٢٠٠

٠٫۶۴(٠٫٠١٧)٢ ١٫۵(٠٫٢٠١)٩١ ٠٫٣۵١(٠٫٠۵٣) (٠٫٠٠٩)٠٫٨١٣ ٠٫۵٨۴(٠٫٠٠٨) ۵٠٠

(٠٫٠٠٩)٠٫٧٣٣ ١٫۵٣۵(٠٫١۶١) ٠٫٣٣۶(٠٫٠۴٩) ٠٫٨٠۵(٠٫٠٠٨) ٠٫۵(٠٫٠٠٧)٩٣ ١٠٠٠(
α, θ, λ, γ, β

)
=

(
٠٫٢, ٠٫۵, ٠٫٧, ٢٫۵, ٠٫٣

)
٠٫۴١۵(٠٫٠٢۴) (٠٫٨٩١)٢٫١٨٢ ٠٫۶۶(٠٫٠٢١)٩ ٠٫۴(٠٫٠٩٧)١٩ ٠٫٢۵۶(٠٫٠١٩) ١٠٠

٠٫٣۶(٠٫٠١٧)٢ (٠٫٧٩١)٢٫٣٣٢ ٠٫٧٣۵(٠٫٠١٨) ٠٫۵٧١(٠٫٠٨۴) (٠٫٠٠٨)٠٫١٧٩ ٢٠٠

٠٫٢٧۴(٠٫٠١٣٧) ٢٫۵۵٨(٠٫۵۵١) (٠٫٠١٢)٠٫٧٢٢ ٠٫۵۴١(٠٫٠۶۵) ٠٫١٩٣(٠٫٠٠۶) ۵٠٠

(٠٫٠٠٩)٠٫٣٢٨ ٢٫۵٢١(٠٫۵٠۴) (٠٫٠٠٩)٠٫٧١٧ ٠٫۵٢٩(٠٫٠۴٧) ٠٫٢٠٨(٠٫٠٠۴) ١٠٠٠

و اکتبر ١ الی جولای ٣ زمانی بازه در چک جمهوری در فوت تعداد به مربوط دوم سری و مشاهده n = ١١١ شامل

جزئی خودهمبستگی تابع و (ACF) خودهمبستگی تابع نمونه ای، مسیر نمودارهای است. مشاهده n = ٩١ شامل

می یابد کاهش تدریجی طور به ACF نمودار است. شده داده نشان ٣ شکل در COVID-19 داده های (PACF)
شده خارج باند از اول تاخیر تنها نیز، داده سری دو هر PACF نمودار در است. مشاهدات ایستایی نشان دهنده که

مقدار معنی داری بر اول، تاخیر از پس PACF ناگهانی کاهش بنابراین، دارند. قرار باند داخل در دیگر تاخیر های و

می شود. توصیه اول مرتبه خودبازگشتی فرایند لذا و دارد دلالت اول تاخیر در خودهمبستگی

سری دو می شود ملاحظه که همان طور است. شده گزارش ۵ جدول در COVID-19 داده های آماری ویژگی های

p-مقدار به توجه با و ١(ADF) افزوده دیکی-فولر آزمون از استفاده با فرایند ایستایی و است بیش پراکنده داده

مناسبی انتخاب لذا و برمی گیرد در را پراکندگی مختلف انواع DEW-INAR(1) فرایند می گردد. تایید آزمون،

مدل یک تناسب میزان ارزیابی برای ریاضی روش (AIC) کائیک آ اطلاع معیار است. بیش پراکنده داده های برای

.COVID-19 داده های برای ADF آزمون p-مقدار و آماری ویژگی های .۵ جدول

p-value FDI خودهمبستگی واریانس میانگین داده ها مجموعه

١٫۴۵٣ ٠٫٠٣٣ ٠٫٢۶٣ ٢٫١۶١ ١٫۴٨۶ قبرس در فوتی
١٫۴۴٢ ٠٫٠۴۶ ٠٫٢۴٢ ١٫٣۶٣ ٠٫٩۴۵ چک در فوتی

است، مناسب تر داده ها برای یک کدام این که تعیین و مختلف مدل های مقایسه منظور به و است واقعی داده های با
1Augmented Dickey-Fuller
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(ج) (ب) (الف)

دوم) (سطر چک و اول) (سطر قبرس در COVID-19 داده های PACF ج- ،ACF ب- نمونه ای، مسیر الف- .٣ شکل

مدل، پارامترهای بردار η آن در که می گردد، AICمحاسبه = −٢ log(L(η̂)) + ٢k صورت به و می شود استفاده

،(GOF) برازش نیکویی آماره های دیگر هم چنین، است. مدل نامعلوم پارامترهای تعداد k و درستنمایی تابع L(η̂)

(CAIC) سازگار کائیک آ اطلاع معیار و (HQIC) هنان-کوئین اطلاع معیار ،(BIC) بیزی اطلاع معیار شامل

می شود. برده کار به نیز

آماره های مقادیر براساس کلاسیک، INAR(1) فرایندهای برخی با DEW-INAR(1) فرایند ادامه، در

GINAR(1) ،(١٩٨٧ ، ال زید و (ال اوش PINAR(1) شامل مدنظر مدل های می شود. مقایسه برازش نیکویی

،(٢٠٠٨ ، (ویب NBRCINAR(1) ،(١٩٩٢ ، علی و (ال اوش NBIINAR(1) ،(١٩٨٨ ، ال اوش و (الزید

NGINAR(1)-ρ ،(٢٠١۶ ، ایلیک (میلتیک NDCINAR(1) ،(٢٠٠٩ ، همکاران و (ریستیک NGINAR(1)
(نستیک GADCINAR(1) ،(٢٠١٣ ، همکاران و (ریستیک DCGINAR(1) ،(٢٠١٧ ، همکاران و (بورگس

، همکاران و (الیوا INAR(1)DLi-3P ،(٢٠٢٠ ، همکاران و (شما GNBINAR(1) ،(٢٠١٧ ، همکاران و

است. (٢٠٢١ ، همکاران و (ایرشاد INAR(1)DPsL و (٢٠٢٢ ، همکاران و (آلتون INAR(1)DBL ،(٢٠٢٠

بهینه برآورد انتخاب در روش ها پرکاربردترین از یکی آن، مختلف تعمیم های و lr(CV) متقابل١ اعتبارسنجی

همکاران و مارکوس ببینید). را (٢٠١٨) روزبه و (٢٠١۵) روزبه و (امینی است رگرسیونی مدل های در پارامترها

نمودند. استفاده NAR(1) مدل در پیش بینی عملکرد ارزیابی برای پیش بین متقابل اعتبارسنجی روش از (٢٠٢٢)

آزمون و (X١, . . . , Xn∗) آموزش دسته دو به ،n∗ < n برای X١, . . . , Xn زمانی سری مشاهدات منظور، بدین

1Cross validation
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سپس می گردد. محاسبه آموزش نمونه اساس بر مدل پارامترهای برآورد می شوند. تقسیم (Xn∗+١, . . . , Xn)

دست به برآوردهای از استفاده با (O-MSE) ١ نمونه از خارج یک-گام پیش بینی اساس بر آزمون، گروه مشاهدات

استفاده با مشاهدات پیش بینی در زمانی سری فرایندهای کارایی می شوند. پیش بینی آموزش، مشاهدات بخش از آمده

می آید. دست به |X̂t −Xt| انحرافات قدرمطلق میانگین معیار از

توان های میانگین معیار دو ،COVID-19 داده های پیش بینی در مختلف فرایندهای عملکرد بررسی منظور به

خارج MSE و (I-MSE) ٢ نمونه درون (MSE) متناظر) پیش بینی مقادیر و واقعی مشاهدات (تفاضل خطا دوم

استفاده فرایند پیش بینی و پارامترها برآورد برای مشاهدات تمام از I-MSE محاسبه در میشود. برده کار به نمونه از

پارامترهای برآورد برای اول بخش می شود. تقسیم بخش دو به مشاهدات ،O-MSE محاسبه برای حالی که در می شود.

را اول مشاهده n− ١٠ ،COVID-19 داده دو هر در می گردد. استفاده پیش بینی مقایسه برای دوم بخش و فرایند

بر مختلف مدل های ادامه، در می شود. گرفته نظر در پیش بینی برای دیگر مشاهده ١٠ و مدل پارامترهای برآورد برای

سایر و DEW-INAR(1) مدل  برای CV روش هم چنین، می شوند. مقایسه O-MSE و I-MSE مقادیر اساس

،(٢٠٢٢) همکاران و مارکوس توسط شده ارائه پیش بینی، CV روش از استفاده با می گردد. ارائه رقیب مدل های

می آید. دست به نمونه از خارج یک-گام پیش بینی های

از ناشی فوت داده های برای آن ها متناظر GOF مقادیر و INAR(1) فرایند های پارامتر ML برآورد نتایج

COVID-19 داده های برازش در DEW-INAR(1) فرایند برتری بر دلالت ،٧ و ۶ جداول در COVID-19
شامل را GOF مقادیر کمترین DEW-INAR(1) فرایند ،COVID-19 داده های سری دو هر برای زیرا دارد،

سایر از بهتر DEW-INAR(1) مدل که نمود ادعا می توان ،O-MSE و I-MSE مقادیر به توجه با می شود.

نسبت کوچکتری O-MSE و I-MSE مقادیر شامل زیرا است، COVID-19 داده های پیش بینی به قادر مدل ها

از خارج شده پیش بینی مقادیر و واقعی مشاهدات انحرافات قدرمطلق میانگین ،٨ جدول در است. مدل ها سایر به

DEW-INAR(1) مدل آمده، دست به نتایج اساس بر است. شده گزارش آزمون، گروه مشاهده ١٠ برای نمونه

می نماید. ارائه COVID-19 داده های مشاهدات پیش بینی در را عملکرد بهترین

DEW-INAR(1) فرایند مانده های تحلیل ۵ .١

مانده های آن گاه شده، معرفی شرطی واریانس و شرطی ریاضی امید رابطه در پارامترها برآورد مقادیر جایگذاری با

۴ شکل در پیرسن مانده های نمونه ای ACF نمودار می شود. تعریف et = Xt−E(Xt|Xt−١)√
Var(Xt|Xt−١)

صورت به پیرسن

است. مانده ها همبستگی عدم بیانگر که شده داده نشان

عدم ،(٠٫٠٣٧, ٠٫٨٨٩) صورت به آمده دست به p-مقدارهای و جانگ-باگس آزمون از استفاده با هم چنین

توزیع نشان دهنده که شده ارائه ۵ شکل در نیز مانده ها تجمعی دوره نگار نمودار می گردد. تائید نیز مانده ها همبستگی

است. آن ها در روندی هرگونه مشاهده عدم و مانده ها تصادفی
1Out of Sample
2In of Sample
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چک فوتی های قبرس فوتی های مدل
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٠٫٩۴ ١٫١۶ NBRCINAR(1)

٠٫٩٢ ١٫١٠ NBIINAR(1)

٠٫٨۶ ٠٫٩٧ NDCINAR(1)

٠٫٩٣ ١٫٠٩ ρ−NGINAR(1)

٠٫٩١ ١٫١٨ DCGINAR(1)

٠٫٩٧ ١٫١١ GADCINAR(1)

١٫٠۶ ١٫٢۴ GNBINAR(1)

١٫٠١ ١٫١٩ INAR(1)DLi-3P

٠٫٩٨ ١٫١٣ INAR(1)DBL

٠٫٩١ ١٫٠٧ INAR(1)DPsL

٠٫۶٩ ٠٫٨٣ DEW-INAR(1)

DEW-INAR(1) فرایند کلاسیک پیش بینی ۵ .٢

در که می گردد، ارائه X̂t = E
(
Xt|Xt−١

)
= αXt−k+µ

Z
صورت به فرایند، گام یک پیش بینی ،(۶) اساس بر

واقعی نمونه ای مسیر نمودار ،۶ شکل در می گردند. جایگزین متناظرشان ML برآورد مقادیر با µ
Z

و α پارامترهای آن

که همان طور است. شده ارائه DEW-INAR(1) فرایند تحت قرمز) (خط پیش بینی مقادیر همراه به مشکی) (خط

پیش بینی را COVID-19 داده های از یک هر نمونه ای مسیر خوبی به DEW-INAR(1) فرایند است، مشهود

می نماید.

نتیجه گیری و بحث

داده های مختلف انواع برازش در گسسته نمایی-وایبل توزیع جامعیت و انعطاف پذیری آماری، ویژگی های بررسی با

شده ارائه مونت کارلو شبیه سازی مطالعات و پارامترها برآورد مختلف روش های هم چنین، می شود. استنتاج شمارشی

نسبت را عملکرد بهترین شرطی، درستنمایی ماکسیمم پارامتری برآورد روش شبیه سازی، نتایج به توجه با است.

با مقایسه در جدید فرایند کارایی ،COVID-19 داده های از استفاده با می دهد. نشان ناپارامتری رویکردهای به

می گردد. تایید کلاسیک INAR(1) مدل های
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مانده های نمونه ای ACF نمودار ب- قبرس، در COVID-19 داده های پیرسن مانده های نمونه ای ACF نمودار الف- .۴ شکل
چک. در COVID-19 داده های پیرسن
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پیرسن مانده های دوره نگار نمودار ب- قبرس، در COVID-19 داده های پیرسن مانده های دوره نگار نمودار الف- .۵ شکل
چک. در COVID-19 داده های
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و (مشکی) واقعی مقادیر ب- قبرس، در COVID-19 داده های (قرمز) پیش بینی و (مشکی) واقعی مقادیر الف- .۶ شکل
چک. در COVID-19 داده های (قرمز) پیش بینی

تشکر و تقدیر
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دارند. را سپاسگزاری و تشکر کمال داشته اند،
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