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Introduction
Applying shrinkage estimators in hierarchical models has garnered signifi-
cant interest in statistical practice, with seminal contributions dating back
to James and Stein (1961). Various methodologies, including the moment
method, maximum likelihood method, and unbiased risk method, have been
proposed for parameter estimation. Along with homoscedastic, heteroscedas-
tic hierarchical models have been explored, with the latter gaining attention
among statisticians, Xie et al. (2012, 2016). Despite advancements, a key
challenge remains the normality assumption validity for the second level of
the hierarchical models. This paper introduces semi-parametric hierarchical
models and employs the Restricted Joint Empirical Likelihood method to ex-
amine the impact of distribution dispersion at the second level. We demon-
strate the superiority of shrinkage estimates derived from the restricted joint
empirical likelihood method through simulation studies, particularly in sce-
narios with outlier data and heavy-tailed distributions.

Material and Methods
The paper outlines the definition of semi-parametric heteroscedastic hierar-
chical models Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ πµ,λ(θi), i = 1, . . . , n. The structure

of shrinkage estimations within these models θ̂Si =
λ̂S

λ̂S +Ai

Xi+
Ai

λ̂S +Ai

µ̂S ,

and introduces the Restricted Joint Empirical Likelihood method for esti-
mating hyper-parameters. A simulation study is conducted to evaluate the
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performance of the Restricted Joint Empirical Likelihood LR(µ, λ) in hyper-
parametric estimation compared to existing methods for the following four
scenarios in the presence of outliers
1. Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ N(µ, λ).
2. Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ Laplace(µ, 2λ).
3. Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ U(µ−

√
3λ, µ+

√
3λ).

4. Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ N(20, λ), i = 1, . . . , [ n10 ], and θi ∼ N(µ, λ),
i = [ n10 ] + 1, . . . , n,

Results and Discussion
Simulation results indicate that the shrinkage estimation obtained from the
restricted joint empirical likelihood method outperforms existing methods,
such as the moment method and Stein’s unbiased risk estimator, particu-
larly in the presence of outlier data. The method’s non-parametric nature
enhances its applicability to diverse real-world datasets.

Conclusion
This study introduces semi-parametric heteroscedastic hierarchical models
and proposes the Restricted Joint Empirical Likelihood method, for obtain-
ing shrinkage estimators in such models. Simulation studies demonstrate
this method’s superior performance, highlighting its effectiveness in analyz-
ing semi-parametric heterogeneity hierarchical models. Moreover, applying
this approach to real data analysis, exemplified by the Iran Airlines Flight
Delay dataset, underscores its practical relevance and usefulness.

Keyworⅾs: Moment Estimator, Stein’s Unbiased Risk Estimator, Estimating
Equations, Empirical Maximum Likelihood Estimator.
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نسخه ارائه با سپس می شود. معرفی نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های ابتدا مقاله این در چکیده:

انقباضی پارامترهای برآورد برای آن از مقید)، توأم تجربی درستنمایی (تابع تجربی درستنمایی تابع از جدیدی

از استفاده کارآمدی مختلف فرض های تحت شد. خواهد استفاده نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های در

شبیه سازی مطالعه یک با نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های تحلیل در مقید توأم تجربی درستنمایی تابع

پروازهای تأخیر تعداد داده های تحلیل برای مقاله این در شده معرفی روش از همچنین می گردد. بررسی

شد. خواهد استفاده هواپیمایی مختلف شرکت های

برآوردگر برآوردساز، معادلات اشتاین، نااریب مخاطره برآوردگر گشتاوری، برآوردگر کلیدی: واژه های

تجربی درستنمایی ماکسیمم
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بوده آمارشناسان توجه مورد همواره مراتبی سلسله مدل های در پارامترها برآورد برای انقباضی۱ برآوردهای از استفاده

دادند. توسعه را همگن مراتبی سلسله مدل های دیگران از پیش (۱۹۶۲) اشتاین نیز و (۱۹۶۱) اشتاین و جیمز است.
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کمیت ها این برآورد برای مختلفی آماری روش های لذا دارد، ویژه ای اهمیت انقباضی برآورد در ابرپارامترها تعیین

درستنمایی، ماکسیمم روش گشتاوری، روش به می توان جمله آن از که است شده پیشنهاد اشتاین و جیمز توسط

مراتبی سلسله مدل های از استفاده محدودیت دلیل به نمود. اشاره مخاطره نااریب برآورد اساس بر برآورد روش

(با مجانبی خواص راستا این در یافتند. توسعه نیز ناهمگن مراتبی سلسله مدل های واقعی، داده های تحلیل در همگن

همگن، مراتبی سلسله مدل های با مشابه ناهمگن، مراتبی سلسله مدل های در انقباضی برآوردهای مخاطره) مینیمم

و (۲۰۱۷) قریشی ،(۲۰۱۶) همکاران و شی تحقیقات به می توان بین این در که گرفت قرار آمارشناس توجه مورد

نمود. اشاره (۱۳۹۳) آرشی و کرمی

قابل نمایی خانواده به متعلق توزیع های همه برای مراتبی سلسله مدل های در انقباضی برآوردهای اگرچه

نمونه های برای که است نرمال مراتبی سلسله مدل های اساس بر گرفته صورت تحقیقات بیشتر اما است استفاده

صورت به X۱, . . . , Xn

Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ N(µ, λ), i = ۱, . . . , n, (۱)

با متناظر ،θi انقباضی برآورد صورت این در است. معلوم کمیت های A۱, . . . , An که فرض این با می شود، داده

صورت به ،(۱) سطحی دو مراتبی سلسله مدل

θ̂i =
λ̂

λ̂+Ai
Xi +

Ai

λ̂+Ai
µ, (۲)

برآوردگر های (۱۹۷۰) بارانچیک است. Xi شرط به θi شرطی توزیع پسین میانگین واقع در که می شود حاصل

استرادرمن توسط بیز مینیماکس برآوردگر های خواص از کلاس یک همچنین داد. ارائه θiها برای قابل قبولی مینیماکس

را تعمیم یافته مینیماکس بیز برآوردگر های بودن قابل قبول برای کافی شرط یک (۱۹۷۱) براون شد. ارائه (۱۹۷۱)

مورد گوناگون آمارشناسان توسط مختلف، زیان توابع تحت برآوردگر ها، انواع بین مقایسه داد. قرار بررسی مورد

نمود. اشاره آن داخل منابع و (۱۹۹۶) استرادرمن و برگر به می توان جمله آن از که گرفت قرار بحث

از عمل در نیز λ و µ ابرپارامترهای برآورد نحوه ،(۶) انقباضی برآوردگر های خواص به پرداختن راستای در

روش های از که مختلفی برآوردهای مقایسه با (۲۰۱۲) همکاران و شی توسط مهم این است. برخوردار فراوانی اهمیت

مخاطره مینیمم به منجر ابرپارامترها SURE برآوردهای که کردند ثابت آنها شد. انجام می آمدند به دست مختلف

مذکور انقباضی برآوردهای از دیگر گوناگون خواص بررسی برای می شوند. (۶) انقباضی برآوردگر های برای مجانبی

چگالی از استفاده با بیزی روش و میانگین) (از دو درجه واریانس با توزیع های خانواده در انقباضی برآوردهای شامل

تمام به توجه با نمود. اشاره (۲۰۱۷) قریشی و (۲۰۱۶) همکاران و شی منابع به می توان دیریکله‑لاپلاس پیشین

گرفته صورت (۱) مراتبی سلسله مدل های در انقباضی برآوردگر های خواص بررسی با ارتباط در تاکنون که تحقیقاتی

در θi پارامترهای برای بودن نرمال فرض پذیرش می دهد قرار تأثیر تحت را برآوردها دقت که مشکلاتی از است،
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بیشتر یا کمتر نرمال توزیع در متناظر ضریب به نسبت θi کشیدگی ضریب هرگاه عبارتی به مدل هاست. این دوم سطح

کم تأثیر بررسی به مقاله این در اینرو از می شوند. تغییر دستخوش انقباضی برآوردهای خواص صورت این در باشد

پرداخته ۱ نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های تعریف با (۱) مراتبی سلسله مدل دوم سطح توزیع پراکنش زیاد یا

و µ ابرپارامترها برآورد برای مکمل روش عنوان به (REⅯⅬ) مقید۲ توأم تجربی درستنمایی ماکسیمم روش از و

انقباضی برآوردهای افتاده، دور داده های برای که می شود داده نشان شبیه سازی روش به همچنین می شود. استفاده λ

خواهند SURE روش و گشتاوری روش نظیر موجود روش های به نسبت بهتری عملکرد REⅯⅬروش از حاصل

داشت.

انقباضی برآوردهای ۳ بخش در دارد. اختصاص نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های معرفی به ۲ بخش

با شبیه سازی مطالعه یک به ۴ بخش می آیند. به دست REⅯⅬ و SURE گشتاوری، روش سه تحت θi پارامترهای

تأخیر «تعداد داده های تحلیل برای مقاله این در شده معرفی روش از ۵ بخش در دارد. اختصاص مختلف سناریوهای

است. یافته اختصاص نتیجه گیری به آخر بخش شد. خواهد استفاده هواپیمایی» شرکت های پروازهای در

نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های ۲

صورت به ،(۱) مراتبی سلسله مدل معادل نیم‑پارامتری، مراتبی سلسله مدل های

Xi | θi ∼ N(θi, Ai), θi ∼ πµ,λ(θi), i = ۱, . . . , n, (۳)

می شود فرض مدل این در است. مراتبی سلسله مدل دوم سطح در دلخواه توزیع πµ,λ(θi) آن در که می شود تعریف

کمیت های A۱, . . . , An می کنیم فرض همچنین هستند. λ و µ ثابت واریانس و میانگین دارای ترتیب به θiها
واریانس و E(Xi) = µ میانگین با نامعلوم Xi حاشیه ای توزیع که کرد تحقیق می توان راحتی به باشند. معلومی

برآورد ساختار الف‑ دارد: وجود (۳) مراتبی سلسله مدل کاربرد در چالش دو است. Var(Xi) = λ + Ai,

موجود، روش های بعضی از ،Xi حاشیه ای توزیع بودن نامعلوم دلیل به ب‑ است. نامعلوم عمل در θi انقباضی

نمود. استفاده λ و µ پارامترهای ابر برآورد برای توان نمی درستنمایی، ماکسیمم روش مانند

برآوردها این اینکه بر کید تأ با می شود. استفاده θi پارامترهای برآورد برای (۶) انقباضی برآورد از مقاله این در

سلسله مدل های برای وجود این با باشند. نرمال مراتبی سلسله مدل سطح دو هر که هستند استفاده قابل وقتی تنها

این زیرا شود، استفاده θi برآورد برای برآوردگر ها این از مجدداً که می شود داده ترجیح نیز نیم‑پارامتری مراتبی

ابر برآورد برای همچنین هستند. (µ (یعنی θiها میانگین و Xi مشاهده های از موزونی ترکیب دارای برآوردگر ها

در اینکه بر علاوه شد. خواهد استفاده REⅯⅬ روش از SURE و گشتاوری روش دو بر علاوه λ و µ پارامترهای

1Semi-parametric hierarchical models
2Restricted Empirical Maximum Likelihood
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قرار ارزیابی و بحث مورد SURE و گشتاوری روش های با مقایسه در REⅯⅬ، روش کارآمدی شبیه سازی، بخش

است: زیر شرح به λ و µ پارامترهای ابر برآورد برای REⅯⅬ و SURE گشتاوری، روش سه انتخاب دلیل می گیرد.

استفاده اند. قابل (۳) نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل های برای مذکور روش سه هر −۱

آنها متناظر بافت نگار نمودار که زمانی حتی و دارند زیاد پراکندگی Xi داده های که زمانی برای REⅯⅬ روش −۲

می کند. ارائه SURE و گشتاوری روش های به نسبت بهتری برآوردهای نیست، متقارن

نرمال نیز Xi اول سطح توزیع حتی آن در که ناپارامتری، مراتبی سلسله مدل های برای مذکور روش سه چه اگر −۳

دارد. تمرکز θiها برای منعطف توزیع یک و Xi مشاهده های برای نرمال فرض بر مقاله این لیکن دارد، کاربرد نباشد،

.(۲۰۰۸) براون استفاده اند، قابل شده اند نرمال مناسب تبدیل یک اساس بر که داده هایی تحلیل برای فرض این

آنها خواص و انقباضی برآوردهای ۳

انقباضی پارامترهای برآورد نهایت در و (۳) مدل پارامترهای ابر برآورد برای REⅯⅬ و SURE گشتاوری، روش سه

می شوند. معرفی (۶)

داریم (۳) نیم‑پارامتری مراتبی سلسله مدل در گشتاوری: روش الف‑

E(Xi) = E[E(Xi|θi)] = µ

Var(Xi) = E[V ar(Xi|θi)] + Var[E(Xi|θi)] = Ai + λ (۴)

µ̂M = و λ̂M =
[∑n

i=۱

[
(Xi − X̄)۲ −Ai

]
n

]
+

صورت به ترتیب به µ و λ گشتاوری برآوردهای نتیجه در

از محاسبات در راحتی .a ≤ ۰ اگر است ۰ برابر و a > ۰ هرگاه است a برابر [a]+ آن در که بود، خواهند X̄

θi متناظر انقباضی برآورد فوق برآوردهای به توجه با است. ابرپارامترها برآورد برای آماری روش این برجسته امتیاز

Xi شرط به θi شرطی توزیع پسین میانگین واقع در که بود خواهد θ̂Mi = λ̂M

λ̂M+Ai
Xi +

Ai

λ̂M+Ai
X̄ به صورت

می باشد.

با متناظر مخاطره تابع ،L(θ, θ̂) = ۱
n

∑n
i=۱(θ − θ̂)۲ دوم توان زیان تابع با SURE: روش ب‑

R(θ, θ̂) =
۱
n

n∑
i=۱

Ai
(Ai + λ)۲

(
Ai(θi − µ)۲ + λ۲),

صورت به مخاطره تابع این نااریب برآورد و است

SURE(µ, λ) =
۱
n

n∑
i=۱

Ai
(Ai + λ)۲

(
Ai(Xi − µ)۲ + λ۲ −A۲

i

)
.
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می آید. به دست ابرپارامترها SURE برآوردهای ،λ و µ به نسبت SURE(µ, λ) کردن مینیمم با می شود. حاصل

دلیل به داد. ارائه θ̂Si =
λ̂S

λ̂S +Ai
Xi +

Ai

λ̂S +Ai
µ̂S به صورت را θi انقباضی برآورد می توان صورت این در

دارای θ̂Si برآوردهای مدل ها این در که گرفت نتیجه می توان است نرمال (۳) مراتبی سلسله مدل اول سطح اینکه

.(۲۰۱۲ همکاران، و (شی هستند عمومی، شرایط تحت مخاطره، بهینه خاصیت

پارامترهای ابر برآوردساز۱ توابع ،(۴) روابط به توجه با و (۳) مراتبی سلسله مدل گرفتن درنظر با REⅯⅬ: روش ج‑
برای و می شوند داده g۲(Xi;µ, λ) = (Xi−µ)۲−Ai−λ و g۱(Xi;µ, λ) = (Xi−µ) صورت به λ و µ

هستند مقید تجربی توزیع احتمال piها آن در که j = ۱, ۲ ،
∑n
i=۱ pigj(Xi;µ, λ) = ۰ داریم برآوردساز دو این

درستنمایی تابع کردن ماکسیمم از
∑n
i=۱ pigj(Xi;µ, λ) = ۰ و pi > ۰ ،

∑n
i=۱ pi = ۱ شرط  سه با که

pi =
[
۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ) + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ)

]−۱ صورت به L(µ, λ) =
∏n
i=۱ pi

۲ مقید تجربی

با بود خواهد برابر مقید تجربی درستنمایی تابع به عبارتی ،(۲۰۲۱ همکاران، و (بیاتی می آیند به دست

L(µ, λ) =

n∏
i=۱

[
۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ) + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ)

]−۱
. (۵)

استفاده ۱ + w۱g
۲
۱(Xi;µ, λ) + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ) ترکیب از (۵) مقید تجربی درستنمایی تابع در که آنجا از

تابع تأثیر تحت (µ پارامتر از تابعی عنوان به g۱ اینجا (در برآوردساز توابع از یکی اثر آن در است ممکن می شود،

نقشی عمل در و گیرد قرار (Ai + λ حاشیه ای واریانس های و µ میانگین از تابعی عنوان به g۲) دیگر برآوردساز

صورت به جدید تجربی درستنمایی تابع بنابراین باشد. نداشته ابرپارامترها برآورد در

LR(µ, λ) =

n∏
i=۱

[
۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ)]

−۱[۱ + w۲g
۲
۲(Xi;µ, λ)

]−۱

×
n∏
i=۱

[
۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ)

]−۱
n∏
i=۱

[
۱ + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ)

]−۱
, (۶)

تابع هر نقش
(
۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ)

)(
۱ + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ)

)
حاصل ضرب از استفاده با که می شود تعریف

تابع دو از ضرب متشکل (۶) درستنمایی تابع چون می شود. داده شرکت مجزا به طور پارامترها برآورد در برآوردساز

گوییم. مقید توأم تجربی درستنمایی تابع آن به است، جزئی مقید تجربی درستنمایی

.LR(µ, λ) ≤ L(µ, λ), داریم λ و µ هر برای (۶) و (۵) درستنمایی توابع برای .۱ قضیه

(۱+ a۱i)(۱+ نامساوی از استفاده و a۲i = w۲g
۲
۲(Xi;µ, λ) و a۱i = w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ) فرض با برهان:

1Estimating functions
2Restricted empirical likelihood
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می شود. ثابت قضیه a۲i) ≥ ۱ + a۱i + a۲i

به نیز را L(µ, λ) تابع می کنند ماکسیمم را LR(µ, λ) تابع که λ و µ از مقادیری ۱ قضیه در نامساوی طبق

می دهند. سوق خود ماکسیمم مقدار سمت

حاصل (µ̂E , λ̂E) = argminµ,λ LR(µ, λ) به صورت λ و µ تجربی درستنمایی ماکسیمم برآورد های

کوچک تری احتمال پرت داده های برای که است این در LR(µ, λ) REⅯⅬ روش از استفاده جذابیت می شوند.

با .(۲۰۲۱ همکاران، و (بیاتی می شود کمتر مدل پارامترهای برآورد در پرت داده های تأثیر عبارتی به می شود. برآورد

،(µ̂E , λ̂E) تجربی درستنمایی ماکسیمم پارامترهای ابر برآوردهای محاسبه در اساسی چالش های از یکی وجود این

فرض (با بیزی روش دو به می توان عمل در هستند. مجهول که است w۲ و w۱ ثابت کمیت های به آنها وابستگی

از پس نمود. برآورد را ثابت کمیت دو این متقابل۱، اعتبارسنجی کلاسیک، روش و (w۲ و w۱ برای پیشین چگالی

θ̂Ei =
λ̂E

λ̂E +Ai
Xi +

Ai

λ̂E +Ai
µ̂E برابر REⅯⅬ روش به θi انقباضی برآورد ابرپارامترها، برآورد محاسبه

بود. خواهد

دو نرمال (µ̂E , λ̂E) توأم مجانبی توزیع ،g۲(Xi;µ, λ) و g۱(Xi;µ, λ) توابع برای نظم شرایط تحت .۲ قضیه
است. متغیره

داریم: LR(µ, λ) =
∏n
i=۱[۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ)]

−۱[۱ + w۲g
۲
۲(Xi;µ, λ)]

−۱ درستنمایی از برهان:

ℓ(µ, λ) = lnLR(µ, λ) = −
n∑
i=۱

[
ln(۱ + w۱g

۲
۱(Xi;µ, λ)) + ln(۱ + w۲g

۲
۲(Xi;µ, λ))

]
.

n→ ∞ برای (µ̂E , λ̂E) توزیع مرکزی، حد قضیه از استفاده و ℓ(µ, λ) تابع با متناظر هسین ماتریس محاسبه با

بود خواهد زیر کوواریانس ماتریس و (µ, λ) میانگین با متغیره دو نرمال

I−۱(µ, λ) =

∂۲ℓ(µ,λ)
∂µ۲

∂۲ℓ(µ,λ)
∂µ∂λ

∂۲ℓ(µ,λ)
∂µ∂λ

∂۲ℓ(µ,λ)
∂λ۲

−۱

1Cross validation



۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قریشی کامران سید و شنتیاء ویدا

شبیه سازی مطالعه ۴

مراتبی سلسه مدل های در انقباضی برآوردهای یافتن برای REⅯⅬ و SURE گشتاوری، روش سه قبل بخش در

اما است. مخاطره مینیمم خاصیت دارای SURE برآوردگر که شد داده توضیح آنجا در گردید. استفاده نیم‑پارامتری

در که دارد وسیع تری تحقیقات به نیاز می گذارد نمایش به را بهتری عملکرد فوق روش های از کدامیک عمل در اینکه

شد. گرفته نظر در زیر مختلف حالت چهار اینجا در شد. خواهد پرداخته آن به شبیه سازی روش به بخش این

یعنی است، نرمال نیز (۳) مراتبی سلسله مدل دوم سطح توزیع اول، سطح بر علاوه می شود فرض اول: حالت
.θi ∼ N(µ, λ) و Xi | θi ∼ N(θi, Ai)

لاپلاس توزیع از و دارد بیشتری پراکندگی نرمال توزیع به نسبت ،(۳) مراتبی سلسله مدل دوم سطح توزیع دوم: حالت
.θi ∼ L(µ, ۲λ) و Xi | θi ∼ N(θi, Ai) داریم عبارتی به می کند، پیروی

توزیع از و داشته کمتری پراکندگی نرمال توزیع به نسبت (۳) مراتبی سلسله مدل دوم سطح توزیع سوم: حالت
.θi ∼ U(µ−

√
۳λ, µ+

√
۳λ) و Xi | θi ∼ N(θi, Ai) یعنی می کند، پیروی یکنواخت

فرض نرمال (۳) مراتبی سلسله مدل دوم سطح توزیع ابتدا است، پرت داده دارای X آنکه فرض با چهارم: حالت
،Xi | θi ∼ N(θi, Ai) داریم عبارتی به می گردد، جایگزین ۲۰ ثابت مقدار با داده ها از درصد ۱۰ سپس می شود

آن در که

θi ∼ N(۲۰, λ), i = ۱, . . . , [
n

۱۰
]

θi ∼ N(µ, λ), i = [
n

۱۰
] + ۱, . . . , n,

است. صحیح جزء دهنده نشان [·] و

شد. انجام ۵۰۰۰ و ۱۰۰۰ ،۵۰۰ نمونه های حجم برای شبیه سازی مطالعه مختلف، حالت های مقایسه منظور به

استخراج برای w۱ = w۲ = و۰٫۵ ،λ۰ = ۰٫۴ ،µ = ۲ ،Ai ∼ U(۰٫۰۱, ۱) مقادیر از شبیه سازی مرحله هر در

از مختلف، روش های کارآمدی ارزیابی برای و شد انجام مرتبه M = ۵۰۰ تعداد به شبیه سازی گردید. استفاده نتایج

برآورد با θi واقعی مقادیر ⅯSE شبیه سازی از مرحله هر در شد. استفاده MSE =
۱
n

∑n
i=۱(θ̂i − θi)

۲ معیار

آمد. به دست نیز است، خطا دوم توان میانگین مقدار کمترین دارای که ،θ̂ = λ
λ+Ai

Yi+
Ai

λ+Ai
µ متناظر، اراکل۱

آمده ۱ جدول در شبیه سازی مطالعه نتایج است. نیاز مورد برآورد مختلف روش های دقیق تر ارزیابی برای مقدار این

گزارش مختلف حالت های تحت θ̂i انقباضی برآوردگر های ⅯSE مقدار مختلف nهای ازای به جدول این در است.

بیشتری پراکندگی داده ها که چهارم و دوم حالت های تحت می شود ملاحظه جدول این نتایج براساس است. شده

از حاصل برآوردهای به نسبت بهتری عملکرد تجربی درستنمایی ماکسیمم برآوردگر های دارند نرمال توزیع به نسبت

دارند. هستند، پرت داده های تعدادی شامل داده ها که زمانی به ویژه مختلف، روش های

1Oracle
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مختلف روش های و حالت ها برای ⅯSE مقادیر .۱ جدول
n

۵۰۰۰ ۱۰۰۰ ۵۰۰ روش حالت
۰٫۳۲۵۱ ۰٫۳۳۹۸ ۰٫۳۲۱۴ Oraⅽⅼe
۰٫۴۶۳۶ ۰٫۴۶۲۸ ۰٫۴۵۹۳ SURE اول
۰٫۴۲۴۳ ۰٫۴۱۸۵ ۰٫۳۹۸۹ REⅯⅬ
۰٫۴۷۲۹ ۰٫۴۵۸۳ ۰٫۴۴۹۷ گشتاوری

۰٫۳۴۶۱ ۰٫۳۰۶۸ ۰٫۳۱۷۱ Oraⅽⅼe
۰٫۴۶۳۹ ۰٫۴۶۰۳ ۰٫۴۵۹۴ SURE دوم
۰٫۴۳۸۱ ۰٫۳۹۱۰ ۰٫۳۶۳۴ REⅯⅬ
۰٫۴۷۵۸ ۰٫۴۴۹۰ ۰٫۴۳۷۷ گشتاوری

۰٫۳۴۶۱ ۰٫۳۰۶۹ ۰٫۳۱۷۰ Oraⅽⅼe
۰٫۴۶۳۹ ۰٫۴۶۰۸ ۰٫۴۵۹۹ SURE سوم
۰٫۴۱۴۰ ۰٫۴۰۹۴ ۰٫۴۰۶۵ REⅯⅬ
۰٫۴۷۶۵ ۰٫۴۵۰۸ ۰٫۴۴۰۹ گشتاوری

۰٫۳۴۰۸ ۰۲۳۰۵۶ ۰٫۲۷۲۹ Oraⅽⅼe
۰٫۰۱۱۲ ۰٫۱۱۳ ۰٫۰۱۱۳ SURE چهارم
۰٫۰۰۴۲ ۰٫۰۰۴۲ ۰٫۰۰۴۲ REⅯⅬ
۰٫۰۱۱۲ ۰٫۰۱۱۱ ۰٫۰۱۱۳ گشتاوری

کاربردی مثال ۵

۱۴۰۲ سال ابتدای چهارماه در هواپیمایی شرکت بیست تأخیر میزان ایران اسلامی جمهوری خبرگزاری گزارش طبق

تأخیرشان با پروازها تعداد و هواپیمایی شرکت پروازهای کل تعداد شامل داده ها این است. آمده ۲ جدول در

Xi ∼ به صورت Xi توزیع است. تأخیر با پروازها تعداد کننده  مشخص X و پروازها تعداد نمایانگر N می باشد.

(۲۰۰۸) براون همانند است. هواپیمایی شرکت تعداد کننده  مشخص i = ۱, . . . , ۲۰ آن در که است B(Ni, pi)

به دست Yi = Arcsin
√

Xi+۰٫۲۵
Ni+۰٫۴ صورت به Y مقادیر تا شد استفاده داده ها برای واریانس ثابت سازی تبدیل از

سپس .θi = Arcsin(
√
pi) آن در و می باشد Yi ∼ N(θi,

۱
۴Ni

) به صورت نرمال توزیع دارای که آیند،

رابطه  از θ̂i برآوردهای و شد استفاده Yi داده های تحلیل برای مقید توأم تجربی درستنمایی تابع از استفاده با

با متناظر ابرپارامترهای برآوردهای و شده گزارش ۲ جدول در نتایج آمدند. به دست θ̂i = λ̂
λ̂+ ۱

۴Ni

Yi+
۱

۴Ni

λ̂+ ۱
۴Ni

µ̂

آمدند. به دست µ̂ = ۰٫۵۲۵ و λ̂ = ۰٫۰۱۶

نتیجه گیری و بحث

مراتبی سلسله مدل انقباضی پارامترهای برآورد برای REⅯⅬ پیشنهادی روش و SURE گشتاوری، روش های از

داده تعدادی وقتی به ویژه REⅯⅬ روش که شد داده نشان شبیه سازی مطالعه یک در شد. استفاده نیم‑پارامتری

برخلاف که است آن دلیل به مهم این دارد. روش ها سایر به نسبت بهتری عملکرد دارد وجود داده ها جمع در پرت
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θi برآورد و شده تبدیل واقعی، داده های .۲ جدول
θ̂i Yi تأخیردار خروجی پرواز خروجی پرواز هواپیمایی شرکت

۰٫۷۱۱۰ ۰٫۷۱۲۸ ۶۸۲ ۱۵۹۵ تابان
۰٫۵۶۴۵ ۰٫۵۶۴۶ ۱۶۰۶ ۵۶۱۰ ایر آتا
۰٫۵۷۰۶ ۰٫۵۷۱۳ ۳۲۰ ۱۰۹۵ ایر چابهار
۰٫۶۲۴۲ ۰٫۶۲۵۱ ۵۶۹ ۱۶۶۲ ساها
۰٫۶۱۶۳ ۰٫۶۱۶۸ ۹۱۶ ۲۷۳۸ ایرتور
۰٫۶۰۳۱ ۰٫۶۰۳۳ ۱۷۸۶ ۵۵۴۹ آسمان
۰٫۶۶۷۰ ۰٫۶۶۷۶ ۱۳۹۶ ۳۶۴۲ ایر کیش
۰٫۵۵۷۶ ۰٫۵۵۷۸ ۹۸۸ ۳۵۲۷ وارش
۰٫۵۷۵۶ ۰٫۵۷۵۷ ۱۵۱۲ ۵۱۰۱ ایر ایران
۰٫۶۴۱۲ ۰٫۶۴۱۷ ۱۲۷۳ ۳۵۵۳ کارون
۰٫۵۴۰۶ ۰٫۵۴۰۷ ۷۸۳ ۲۹۵۶ کاسپین
۰٫۵۳۸۱ ۰٫۵۳۸۱ ۷۵۳ ۲۸۶۷ ایر قشم
۰٫۴۵۲۰ ۰٫۴۵۱۳ ۳۲۷ ۱۷۲۰ ایر پارس
۰٫۵۰۵۶ ۰٫۵۰۵۵ ۶۸۵ ۲۹۲۲ سپهران
۰٫۵۶۸۷ ۰٫۵۶۹۴ ۲۹۴ ۱۰۱۲ معراج
۰٫۴۳۳۸ ۰٫۴۳۳۱ ۳۶۸ ۲۰۹۰ زاگرس
۰٫۳۷۸۲ ۰٫۳۷۶۰ ۱۴۱ ۱۰۴۷ ایر پویا
۰٫۲۲۶۹ ۰٫۲۱۷۱ ۲۲ ۴۷۹ آساجت
۰٫۵۰۸۹ ۰٫۵۰۸۹ ۳۶۳۲ ۱۵۳۰۳ پرشیا فلای
۰٫۲۵۹۳ ۰٫۲۵۸۶ ۳۹۳ ۶۰۱۲ ماهان

پیشنهاد بنابراین می کنند. آفرینی نقش مجزا صورت به برآوردساز توابع تابع، این ساختار در مرسوم، درستنمایی توابع

نیم‑پارامتری ساختار با ناهمگن مراتبی سلسله مدل های تحلیل برای مفید روش یک عنوان به تابع این از که می شود

شود. استفاده

تشکر و تقدیر

که مجله محترم ویراستار و سردبیر داوران، ارزنده پیشنهادات از را خود سپاس و قدردانی مراتب مقاله نویسندگان

می دارند. اعلام است، شده مقاله کیفی سطح افزایش باعث

مراجع
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Baranchik A. J. (1970), A Family of Minimax Estimators of the Mean of a Multi-
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