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Introduction
The Lee-Carter model is a useful dynamic stochastic model representing the
evolution of central mortality rates over time. This model only considers
the uncertainty about the coefficient related to the mortality trend over time
but not the age-dependent coefficients. It is evident that the death statistics
are reported at risk of all kinds of mistakes and recording errors. Incorrect
statistics may be reported for the year or region, or inaccurate and misleading
characteristics, such as gender or age. In addition, population data may be
recorded at mid-year, which may be subject to error, as half of the observed
deaths have not yet occurred. Such errors are evidence of overestimation or
underestimation. Therefore, the exact mortality rate is rarely known; hence,
recording and incorporating fuzzy data into the model seems justified.

Material and Methods
This paper proposes a fuzzy extension of the Lee-Carter model that allows
quantifying the uncertainty of both kinds of parameters. The variability
of the time-dependent index is modeled as a stochastic fuzzy time series.
Likewise, the age-dependent coefficients’ uncertainty is also quantified using
triangular fuzzy numbers. Considering this last hypothesis requires develop-
ing and solving a fuzzy regression model.

Results and Discussion
Once the generalization of the desired fuzzy model is introduced, we will
show how to fit the logarithm of the central mortality rate in Khuzestan
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province by using fuzzy numbers arithmetic during the years 1401-1383 and
random fuzzy forecast in the years 1402-1406. Therefore, the results of the
modeling of mortality data in Khuzestan province from 1383 to 1401 and the
values   of the mortality rate in the five years after that were analyzed. It was
predicted by a stochastic time series model.

Conclusion
Finally, this paper introduces a new fuzzy Lee-Carter model to represent the
evolution of the central mortality rate over time. In this model, the possible
uncertainty about the coefficient related to the mortality trend over time is
considered. The possibility of uncertainty and/or possibility related to the
age-dependent coefficients is also considered. The proposed model can have
many applications in mammography, actuarial sciences, economics, finance,
epidemiology, biology, medicine, or sociology. Government managers can
also use mortality forecasts when planning and developing social or health
policies or predicting the rate of population aging in the future.

Keyworⅾs: Fuzzy Lee-Carter model, Fuzzy stochastic forecasting, Fuzzy
mortality data, Uncertainty.
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میر و مرگ داده های تحلیل در فازی لی‑کارتر مدل
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۱۴۰۳/۸/۱۰متن انتشار: و پذیرش تاریخ ۱۴۰۳/۸/۹ بازنگری: تاریخ ۱۴۰۳/۵/۶ دریافت: تاریخ

مرکزی میر و مرگ نرخ تکامل دادن نشان برای که است تصادفی پویای مدل یک لی‑کارتر مدل چکیده:

میر و مرگ روند به مربوط ضریب مورد در احتمالی قطعیت عدم فقط مدل این است. مفید زمان طول در

وابسته سن به که ضرایبی به مربوط امکانی یا احتمالی قطعیت عدم اما می گیرد، نظر در را زمان طول در

قطعیت عدم حالت که می شود پیشنهاد لی‑کارتر مدل از فازی تعمیم ادامه در لذا نمی گیرد. نظر در را هستند

یک عنوان به زمان به وابسته شاخص تغییرپذیری مدل، این در می کند. فراهم را ضریب نوع دو هر امکانی

وابسته ضرایب امکانی قطعیت عدم ترتیب، همین به می شود. مدل سازی فازی زمانی‑تصادفی سری مدل

مدل یک از استفاده نیازمند موضوع این که می شود، اندازه گیری مثلثی فازی اعداد از استفاده با نیز سن به

مرگ نرخ لگاریتم می توان چگونه که می شود داده نشان نظر، مورد فازی مدل تعمیم از پس است. فازی

۱۴۰۱ −۱۳۸۳ سال های طی در فازی اعداد محاسبات از استفاده با را خوزستان استان در مرکزی میر و

کرد. فازی تصادفی پیش بینی ۱۴۰۶ −۱۴۰۲ سال های در و برازش

قطعیت عدم فازی، میر و مرگ داده های فازی، تصادفی پیش بینی فازی، لی‑کارتر مدل کلیدی: واژه های

امکانی.

.94D05 ،62A80 :(۲۰۱۰) ریاضی موضوع بندی کد

است. ایران آمار انجمن ناشر ©نویسند(گان).
است. شده توزیع (CC BY-NC 4.0) ضوابط و شرایط تحت آزاد دسترسی با مقاله این
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مقدمه ۱

تقویمی سال بررسی و ملاحظه بدون افراد سن گرفتن نظر در با تنها را میر و مرگ متداول، کلاسیک آماری روش های

زمان طول در میر و مرگ نرخ های بررسی و تکامل برای را پویا تصادفی رویکردهای مقاله چندین می کنند. بررسی

تعداد یا نرخ دقیق تر پیش بینی به منجر تحقیق ها و بررسی ها این دادند. توسعه و تعمیم (t تقویمی زمان یا (سال

مورد بسیار که است، لی‑کارتر به منسوب مدل ها این از یکی شد. مدل ها این از استفاده با آینده در میرها و مرگ

پویای مدل یک لی‑کارتر مدل .(۱۹۹۲ کارتر، و لی ۲۰۲۳؛ همکاران، و (باسلینی است گرفته قرار بررسی و توجه

عدم فقط مدل این در است. مفید زمان طول در میر و مرگ نرخ متوسط تغییرات دادن نشان برای که است تصادفی

مربوط قطعیت عدم از اما می شود، گرفته نظر در زمان طول در میر و مرگ روند به مربوط ضرایب مورد در قطعیت۱

می شود. چشم پوشی هستند وابسته سنی گروه های یا سن به که ضرایبی به

در آنها همه که شد، بررسی و پیشنهاد مختلف جهات از آن برای زیادی تعمیم های لی‑کارتر مدل معرفی از پس

بیشتری محاسبات که پیچیده تر، و کاملتر مدل معرفی اول، .(۲۰۲۳ همکاران، و (باسلینی بودند مشترک ویژگی دو

توسط که بخصوصی سن مختص زمانی تغییرات لی‑کاتر، مدل از گرفتن الگو با آنها همه دوم، می شد. شامل را

تنها است ممکن تصادف منشاء حال، این با .(۲۰۰۰ (لی، کردند لحاظ تصادفی خطای در را بود نشده توجیه مدل

قطعیت عدم لذا باشد. داشته امکانی۲ منشاء می تواند قطعیت عدم بلکه نباشد، قطعیت عدم فرد به  منحصر منبع

از مفاهیمی با می تواند که شود، ناشی مبهم) یا نادرست ناقص، اطلاعات دلیل به مثلا) امکان توزیع از می تواند 

برای اصلی دلیل دو بنابراین، .(۲۰۰۶ شاپیرو، و کویسی ۲۰۰۱؛ (زیمرمن، شود مدل سازی فازی مجموعه های نظریۀ

است: شده پیشنهاد لی‑کارتر مدل فازی فرمول بندی

گرفته نظر در ثابت واریانس با نرمال توزیع دارای ζx,t خطای عبارات لی‑کارتر، متداول و مرسوم مدل در الف‑

لی‑کارتر مدل در می تواند فازی منطق لذا می شود. نقض راحتی به کاربردها از بسیاری در زیربنایی فرض این می شود.

که است این رویکرد این مزیت شود. برده کار به قطعیت، عدم منشاء عنوان به امکانی توزیع های گرفتن نظر در با

برقراری فازی، روش در بنابراین شوند. گرفته نظر در امکانی توزیع منشاء با مدل ابهام عنوان به می توانند خطاها

نیست. بررسی نیازمند واریانس ها همگنی فرض

لی که همانطور واقع، در می پذیرد. تاثیر برآوردها دقت از خطا، عبارت در واریانس بزرگی میزان این، بر علاوه ب‑

البته باشد“. داشته کمی نسبتاً واریانس و کند رفتار خوبی به خطا عبارت که امیدواریم ”البته کرد بیان (۲۰۰۰)

خود بودن کوچک مفهوم بنابراین است!. بحث مورد و دارد ابهام خود باشد، ”کوچک“ باید چقدر واریانس این که

تعریف در ابهام بررسی منظور به بنابراین شود. مدل تواند می فازی مجموعه های با راحتی به که است ابهام دارای

می شود. پیشنهاد لی‑کارترا مدل فازی فرمول از استفاده واریانس، همگنی فرض نقض و σ۲ واریانس

وابسته پارامتر، نوع دو هر قطعیت عدم کردن کمی امکان که می شود پیشنهاد لی‑کارتر مدل فازی تعمیم ادامه، در

1Uncertainty
2Possibilistic
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زمانی سری مدل یک عنوان به زمان به وابسته شاخص تغییرپذیری مدل، این در می کند. فراهم را زمان یا سن به

؟). ۱۴۰۳؛ ، همکاران و محمدی ۲۰۲۴؛ پولاک، و اشمولی ۲۰۲۰؛ همکاران، و (زارعی می شود ARIMAمدل سازی

(زیمرمن، می شود اندازه گیری مثلثی فازی اعداد از استفاده با نیز سن به وابسته ضرایب قطعیت عدم ترتیب، همین به

.(۲۰۲۲ چاچی، و کاظمی فرد ۱۴۰۰؛ ، چاجی و (چاچی است فازی رگرسیون مدل از استفاده نیازمند که ،(۲۰۰۱

مرتبط متغیرهای از برخی توان می چگونه که می شود داده نشان شد، معرفی نظر مورد فازی مدل تعمیم که هنگامی

تحلیل به خصوص این در کرد. پیش بینی یا آورد دست به فازی اعداد محاسبات از استفاده با را میر و مرگ نرخ با

و مرگ نرخ مقادیر فازی تصادفی پیش بینی مدل و پرداخته خوزستان استان در میر و مرگ داده های مدل بندی نتایج

شد. خواهد بیان آتی سال های در میر

معرفی به ،۳ بخش در می شوند. بیان فازی مجموعه های از نیاز مورد تعاریف و مفاهیم از برخی ،۲ بخش در

،۴ بخش در می شود. پرداخته آتی مقادیر پیش بینی و مدل برآوردیابی روش مدل، تعریف شامل فازی لی‑کارتر مدل

و می شود پرداخته ۱۴۰۱ تا ۱۳۸۳ سال های طی خوزستان استان در میر و مرگ داده های مدل بندی نتایج تحلیل به

می شود. بیان نتیجه گیری و بحث انتها در شد. خواهد پیش بینی آن از بعد سال ۵ در میر و مرگ نرخ مقادیر سپس

نماد ها و پایه مفاهیم ۲

Ã(x) : R → عضویت تابع با R از Ã فازی مجموعه باشد. مرجع مجموعه R حقیقی اعداد مجموعه کنید فرض

معمولی مجموعه صورت به α ∈ (۰, ۱] هر برای Ã فازی مجموعه α‑برش .(۱۹۶۵ ، (زاده می شود مشخص [۰, ۱]

مجموعه است. {x ∈ R : Ã(x) > ۰} مجموعه بستار A۰ و می شود تعریف Aα = {x ∈ R : Ã(x) ≥ α}
Aα = {x ∈ R : Ã(x) ≥ α} مجموعه های α ∈ (۰, ۱] هر برای هرگاه گوییم فازی عدد یک را R از Ã فازی

یک .(۲۰۰۱ (زیمرمن، هستند LR فازی اعداد R در فازی اعداد از خاص رده یک باشند. کراندار و بسته ناتهی،

به r ∈ R+ و ℓ ∈ R+ مرکز، n ∈ R آن در که می شود داده نشان Ñ = (n, ℓ, r)LR به صورت LR فازی عدد

نزولی شکل توابع به ترتیب R : R+ → [۰, ۱] و L : R+ → [۰, ۱] و فازی عدد راست و چپ پهناهای ترتیب

صورت به Ñ = (n, ℓ, r)LR عضویت تابع هستند. L(۰) = R(۰) = ۱ شرط با راست، و چپ

Ñ(x) =

 L(n−x
ℓ ) if x ≤ n,

R(x−n
r ) if x ≥ n.

یک λ ∈ R−{۰} و LR فازی عدد دو Ñ = (n, ℓn, rn)LR و M̃ = (m, ℓm, rm)LR کنید فرض است.

⊗F اسکالر ضرب و ⊕F فازی اعداد جمع عملگرهای طبق فازی اعداد حساب اینصورت در باشد. حقیقی عدد
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به صورت

M̃ ⊕F Ñ = (m+ n, ℓm + ℓn, rm + rn)LR

λ⊗F M̃ =

 (λm, λℓm, λrm)LR λ > ۰,

(λm, |λ|rm, |λ|ℓm)RL λ < ۰,

فازی مجموعه عضویت، تابع شکل به توجه با باشد. LR فازی اعداد تمام کلاس FLR کنید فرض است.

به کرد، تعیین s : FLR → R۳ تابع حسب بر فرد به منحصر صورت به می توان را Ã = (a, l, r)LR

فرارو، ۱۹۸۷؛ میر، و (کروس s(Ã) = (a − ℓ, a, a + r) ∈ R۳ یا s(Ã) = (a, ℓ, r) ∈ R۳ که گونه ای

(کراشمر، می کند جانهی R۳ در متریک) و (توپولوژی خصوصیات برخی حفظ با را FLR فضای s تبدیل .(۲۰۱۷

بین ⊗ ضرب و ⊖ تفاضل ⊕ جمع حسابی عملگرهای گرفته، صورت تبدیلات به توجه با مقاله، این در لذا .(۲۰۰۱

می شوند تعریف زیر صورت به B⃗ = (b۱, b۲, b۳) ∈ R۳ و A⃗ = (a۱, a۲, a۳) ∈ R۳

A⃗⊕ B⃗ = (a۱ + b۱, a۲ + b۲, a۳ + b۳)

A⃗⊖ B⃗ = (a۱ − b۱, a۲ − b۲, a۳ − b۳)

A⃗⊗ B⃗ = (a۱ × b۱, a۲ × b۲, a۳ × b۳)

λ⊗ A⃗ = (λa۱, λa۲, λa۳), λ ∈ R

فازی لی‑کارتر مدل ۳

از استفاده واریانس، همگنی فرض از تخطی و خطا عبارت تعریف در ابهام شد، بیان ۱ بخش در که همان طور

رویکرد بررسی به بخش این .(۲۰۰۶ شاپیرو، و (کویسی می کند توجیه را لی‑کارتر مدل برای فازی فرمولبندی

مدل می پردازد. فازی میر و مرگ نرخ متوسط مقادیر پیش بینی منظور به فازی محیط در لی‑کارتر مدل در جدیدی

به صورت فازی محیط در لی‑کارتر

M̃x,t = F̃x,t(κ̃t), x = ۱, . . . , N, t = ۱, . . . , T, (۱)

آن در که می شود، گرفته نظر در

t زمان و x سن در فازی میر و مرگ نرخ متوسط لگاریتم :M̃x,t =
(
log(mx,t)︸ ︷︷ ︸

Mx,t

, ℓMx,t, r
M
x,t

)
LR

.۱

است.
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ترتیب به Nx,t و Dx,t و است t زمان و x سنی گروه یا سن در میر و مرگ نرخ متوسط :mx,t =
Dx,t

Nx,t
.۲

هستند. t زمان و x سن به مربوط میر، و مرگ معرض در جمعیت کل تعداد و میرها و مرگ تعداد

زمان های اساس بر آتی زمان های در M̃x,t مقادیر پیش بینی آن خروجی که است فازی مدل :F̃x,t(κ̃t) .۳

است. شده مشاهده

است. زمان اندیس به وابسته فازی شاخص :κ̃t .۴

است. سنی گروه های تعداد :N .۵

مشاهدات روی بر M⃗x,t =
(
Mx,t, G(ℓ

M
x,t), G(r

M
x,t)

)
∈ R۳ متغیر تغییر ابتدا (۱) مدل  برآورد منظور به

۲۰۱۹؛ چاچی، ۲۰۱۷؛ (فرارو، است معکوس پذیر تابعی G : (۰,∞) → R آن در که می شود، اعمال M̃x,t فازی

.(۲۰۲۲ چاچی، و دورسو ۲۰۲۲؛ ،۲۰۲۱ همکاران، و چاچی

نامنفی مدل توسط شده پیش بینی مقادیر پهناهای انتها در تا می شود اعمال فازی مشاهدات به متغیر تغییر این

در شده برآورد پهناهای بودن نامنفی جمله از کننده ای، محدود قید هیچ بدون پارامترها همچنین شوند. برآورد

این در دارد. وجود G انتخاب برای مختلفی توابع که است ذکر به لازم شوند. برآورد هدف توابع در فازی، کمیت های

است. مناسبی انتخاب نیز میر و مرگ داده های مدل سازی  برای که می شود استفاده G(·) = log(·) تابع از مقاله

مدل ادامه، در لذا است. شده بررسی (۲۰۱۷) فرارو توسط فازی مدل های برازش نیکویی در مختلفی توابع عملکرد

M⃗x,t = A⃗x ⊕ (B⃗x ⊗ κ⃗t), (۲)

= (Ax, ℓ
A
x , r

A
x )⊕ ((Bx, ℓ

B
x , r

B
x )⊗ (κt, ℓ

κ
t , r

κ
t ))

= (Ax +Bx × κt, ℓ
A
x + ℓBx × ℓκt , r

A + rBx × rκt ).

R۳ در بردارهایی B⃗x = (Bx, ℓ
B
x , r

B
x ) و A⃗x = (Ax, ℓ

A
x , r

A
x ) پارامترهای آن در که می شود، گرفته نظر در

شده مشاهده زمان های در باید که است شاخصی κ⃗t = (κt, ℓ
κ
t , r

κ
t ) همچنین می شوند. برآورد ادامه در که هستند

شود. پیش بینی آینده زمان های در و محاسبه t
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فازی لی‑کارتر مدل برآوردیابی ۳ .۱

سه بردار یک آن درایه هر که M⃗ = [M⃗x,t]N×T تنسور۱) (یا ماتریس ابتدا فازی، لی‑کارتر مدل برآوردیابی برای

صورت به سطر هر میانگین .(۲۰۲۳ همکاران، و (جیمز می شود ساخته است، R۳ در تایی

̂⃗
A =

[ ۱
T

⊕
t

M⃗x,t

]
N×۱ =

[ ( Âx︷ ︸︸ ︷
۱
T

∑
t

Mx,t,

ℓ̂Ax︷ ︸︸ ︷
۱
T

∑
t

log(ℓMx,t),

r̂Ax︷ ︸︸ ︷
۱
T

∑
t

log(rMx,t)
)

︸ ︷︷ ︸̂⃗
Ax

]
N×۱

جدید ماتریس اکنون می دهد. تشکیل را ̂⃗
A برآورد

µ⃗ =M⃗⊖ ̂⃗
A

=
[ ( cx,t︷ ︸︸ ︷
Mx,t −

۱
T

∑
t

Mx,t,

ℓx,t︷ ︸︸ ︷
log(ℓMx,t)−

۱
T

∑
t

log(ℓMx,t),

rx,t︷ ︸︸ ︷
log(rMx,t)−

۱
T

∑
t

log(rMx,t)
)

︸ ︷︷ ︸
µ⃗x,t

]
N×T

,

معادلات مدل، پارامترهای برآورد برای باید حال می شود. ساخته

µ⃗x,t = B⃗x ⊗ κ⃗t,= (Bx, ℓ
B
x , r

B
x )⊗ (κt, ℓ

κ
t , r

κ
t ), x = ۱, . . . , N, t = ۱, . . . , T.

شرایط تحت

∑
t

κt = ۰,
∑
t

ℓκt = ۰,
∑
t

rκt = ۰,∑
x

Bx = ۱,
∑
x

ℓBx = ۱,
∑
x

rBx = ۱.

1Tensor
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منفرد۱ مقادیر تجزیه روش از κ⃗t و B⃗x برآوردهای مقادیر تعیین برای .(۱۹۹۲ کارتر، و لی ۲۰۰۰؛ (لی، حل شوند

ماتریس های ابتدا روش این در .(۲۰۱۲ همکاران، و ایگناتاویچیوتی ۲۰۲۳؛ همکاران، و (سوکادا می شود استفاده

C = [cx,t]N×T , L = [ℓx,t]N×T , R = [rx,t]N×T ,

ویژه بردارهای VC = [v۱, . . . , vN ]
′

N×۱ و UC = [u۱, . . . , uT ]
′

T×۱ کنید فرض اکنون می شوند. محاسبه

برای Bx برآوردگرهای باشند. CC′ و C′C ماتریس های ویژه مقدارهای بزرگترین با متناظر ترتیب به شده، نرمال

صورت به κt مقادیر همچنین و x = ۱, . . . , N

B̂ =[B̂۱, . . . , B̂N ]′ =
VA

||VA||

κ̂ =[κ̂۱, . . . , κ̂T ]
′ = λ||VA||UA

UL = [u۱, . . . , uT ]
′

T×۱ کنید فرض همچنین ′CCاست. ماتریس ویژه مقدار بزرگترین λ آن در که می شوند، تعیین

ماتریس های ویژه مقدارهای بزرگترین با متناظر ترتیب به شده، نرمال ویژه بردارهای VL = [v۱, . . . , vN ]
′

N×۱ و

صورت به κℓt مقادیر همچنین و x = ۱, . . . , N برای ℓBx برآوردگرهای باشند. LL′ و L′L

ℓ̂B =[ℓ̂B۱, . . . , ℓ̂BN ]′ =
VL

||VL||

κ̂ℓ =[κ̂ℓ۱, . . . , κ̂
ℓ
T ]

′ = λℓ||VL||UL

است. LL′ ماتریس ویژه مقدار بزرگترین λℓ آن در که می شوند، تعیین

نرمال ویژه بردارهای VR = [v۱, . . . , vN ]
′

N×۱ و UR = [u۱, . . . , uT ]
′

T×۱ کنید فرض انتها در

برای rBx برآوردگرهای باشند. RR′ و R′R ماتریس های ویژه مقدارهای بزرگترین با متناظر ترتیب به شده،

صورت به κrt مقادیر همچنین و x = ۱, . . . , N

r̂B =[r̂B۱, . . . , r̂BN ]′ =
VR

||VR||

κ̂r =[κ̂r۱ , . . . , κ̂
r
T ]

′ = λr||VR||UR

با اکنون .(۲۰۲۳ همکاران، و (سوکادا است شده استفاده پایتون نرم افزار از بالا مسایل حل برای و می شوند تعیین

1Singular Vector Decomposition
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جایگذاری

̂⃗
Ax = (Âx, ℓ̂

A
x , r̂

A
x ) ∈ R۳,

̂⃗
Bx = (B̂x, ℓ̂

B
x , r̂

B
x ) ∈ R۳, ̂⃗κt = (κ̂t, ℓ̂

κ
t , r̂

κ
t ) ∈ R۳,

صورت به M⃗x,t مقادیر (۲) مدل در

̂⃗
Mx,t =

̂⃗
Ax ⊕ ̂⃗

Bx ⊗ κ̂t = (Âx + B̂xκ̂t, ℓ̂
A
x + ℓ̂Bx κ̂t, r̂

A
x + r̂Bx κ̂t).

می آید دست به زیر به صورت فازی اعداد حساب از استفاده با ̂̃Mx,t فازی مقدار همچنین می شوند. برازش

̂̃
Mx,t = (Âx + B̂xκ̂t, e

ℓ̂Ax +ℓ̂Bx κ̂t , er̂
A
x +r̂Bx κ̂t)LR.

آتی زمان های در فازی لی‑کارتر مدل پیش بینی ۳ .۲

شده مشاهده زمان های در و مشاهدات ماتریس اساس بر κ⃗t مقادیر تعیین به نیاز مدل برآورد برای که کنید توجه

را پیش بینی این شود. پیش بینی آینده زمان در κ⃗t است لازم پویا، میر و مرگ نرخ پیش بینی منظور به اما است،

صورت به چرخش۱ یک با تصادفی زدن گام مدل یک از می توان

̂⃗κt = ̂⃗κt−۱ ⊕ θ⃗ ⊕ (ϵt, ۰, ۰)︸ ︷︷ ︸
ϵ⃗t

t = T + ۱, T + ۲, . . . ,

ϵt ∼ N(۰, σ۲
ϵ), t = T + ۱, T + ۲, . . . ,

خطای تابع کردن کمینه از گذشته، زمان های در ̂⃗κt مقادیر براساس θ⃗ = (θ, lθ, rθ) که دست آورد، به

T∑
t=+۱

||⃗ϵt||۲ =
T∑

t=+۱

||(̂⃗κt ⊖ ̂⃗κt−۱)⊖ θ⃗||۲ (۳)

1Random Walk with a Drift
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برای که داد نشان می توان است. اقلیدسی نرم || · || آن در که می شود، برآورد

̂⃗
θ =

۱
T − ۱

T⊕
t=+۱

(̂⃗κt ⊖ ̂⃗κt−۱).

=
( ۱
T − ۱

T∑
t=+۱

(κ̂t − κ̂t−۱)︸ ︷︷ ︸
θ̂

,
۱

T − ۱

T∑
t=+۱

(ℓ̂κt − ℓ̂κt−۱)︸ ︷︷ ︸
ℓ̂θ

,
۱

T − ۱

T∑
t=+۱

(r̂κt − r̂κt−۱)︸ ︷︷ ︸
r̂θ

)
,

گذشته زمان های در شده مشاهده خطاهای ،̂⃗ϵt = ̂⃗κt ⊖ ̂⃗κt−۱ ⊖ ̂⃗
θ اکنون می شود. کمینه (۳) خطای تابع

معادله در باید حال هستند. t = ۱, . . . , T

̂⃗κt = ̂⃗κt−۱ ⊕
̂⃗
θ ⊕ ϵ⃗t t = T + ۱, T + ۲, . . .

یعنی شود، تولید تصادفی صورت به آتی زمان های در ϵ⃗t = (ϵt, ۰, ۰)

ϵt ∼ N(۰, σ̂۲
ϵ), t = T + ۱, T + ۲, . . . , .

σ̂۲
ϵ =

۱
T − ۱

T∑
t=+۱

(κ̂t − κ̂t−۱ − θ̂)۲.

مدل از آتی زمان های در پیش بینی مقادیر اکنون

̂⃗
Mx,t =

̂⃗
Ax ⊕ ̂⃗

Bx ⊗ κ̂t,= (Âx + B̂xκ̂t, ℓ̂
A
x + ℓ̂Bx ℓ̂

κ
t, r̂

A
x + r̂Bx r̂

κ
t),

صورت به آتی، زمانهای در فازی، اعداد حساب از استفاده با M̃x,t فازی پیش بینی مقدار همچنین می شوند. حاصل

می آید. دست به ̂̃Mx,t = (Âx + B̂xκ̂t, e
ℓ̂Ax +ℓ̂Bx ℓ̂κt , er̂

A
x +r̂Bx r̂κt)LR

میر و مرگ داده های معرفی ۴

مختلف برنامه های اجرای با مختلف جوامع و است توسعه شاخص های از یکی آن سنی الگوی و میر و مرگ میزان 

نحوه شناخت و مدل سازی برسند. تعالی و رشد بالای سطوح به میر و مرگ کاهش با می کنند سعی توسعه و بهداشتی

مرگ میزان های پیش بینی می نماید. کمک آینده در میر و مرگ پیش بینی امر به همچنین میر و مرگ گذشته تغییرات

حاضر مطالعه ی می دهند. نشان را میر و مرگ زمینه ی در آن ها توفیق و توسعه برنامه های احتمالی تأثیرات میر، و



فازی لی‑کارتر مدل . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲۴۶

بررسی خوزستان استان در را ۱۴۰۱ تا ۱۳۸۳ سالهای فاصله در را ایران در میر و مرگ تغییرات ابتدا دارد نظر در

بپردازد. آتی سالهای در میر و مرگ میزان های پیش بینی به بعدی، مرحله در تغییرات، الگوی شناخت با و نموده

نمونه برای را ۱۴۰۱ سال به مربوط ۱ (جدول سنی گروه های تفکیک به میر و مرگ مرکزی میزان های داشتن با

پیش بینی آینده سال های برای مقادیر این و ساخته ۱۴۰۱ تا ۱۳۸۳ دوره برای شده برازش سالانه عمر جداول ببیند)

مرحلـه در اسـت. کلـی مرحلـه دو شـامل آن اهـداف به دستیابی راستای در پژوهش این روش شناسی شد. خواهد

شود. نتیجه آنان اعتبار و درستی میزان تا گرفتـه قـرار ارزیـابی مـورد میـر و   مرگ زمینـه در موجـود داده های نخسـت،

ایـران آمـار مرکز اطلاعات و آمار و کشور احوال ثبت سازمان داده های شامل جمعیتی مختلف منابع از داده ها این

مرگ ومیـر تغییرات روند میـر و مرگ  داده هـای صـحت از اطمینـان از بعـد آمده انـد. دسـت بـه سرشـماری ها ماننـد

مـدل های از اسـتفاده شـامل روش شناسی دوم مرحلـه می شـود. مدل سـازی ۱۴۰۱ تـا ۱۳۸۳ سـال های فاصـله در

دو این ادامه در است. آتی سالهای مرگ ومیر میزان هـای پیش بینـی بـرای قبلـی مرحلـه در میـر و مرگ  شـده بـرآورد

میزان هـای داده های از کارتر و لی روش در مدلسازی مرحله در می شود. اجرا فازی لی‑کارتر روش اساس بر مرحله

اسـتفاده بجـای روش ایـن در .(۱ (جدول می شـود اسـتفاده t زمان و x سنی گروه هـای تفکیـک بـه مرگ ومیـر مرکـزی

از اسـتفاده دلیـل می شـود. اسـتفاده میزان هـا ایـن طبیعـی لگـاریتم از میـر و مرگ  مرکـزی میزان هـای از مسـتقیم

است. میر  و مرگ شده پیش بینی منفـی ارزش هـای از جلـوگیری مرکـزی، میزان هـای جـای بـه میزان هـا ایـن لگـاریتم

است. شده گرفته نظر در دقیق غیر و فازی کمیت یک میر و مرگ نرخ لگاریتم مطالعه این در

برازش خطای و پارامترها برآورد ۴ .۱

آن در که است، شده ارائه ۳ و ۲ جداول در (۲) مدل پارامترهای برآورد مقادیر

.t سال در و x سن در میر و مرگ نرخ لگاریتم :M̃x,t =
(
log(mx,t)︸ ︷︷ ︸

Mx,t

, ℓMx,t, r
M
x,t

)
LR

.۱

.t = ۱۳۸۳, ۱۳۸۴, . . . , ۱۴۰۱ سال های و x سنی گروه هر برای mx,t =
Dx,t

Nx,t
.۲

است. تصادفی مقدار یک Ux,t ∼ Uniforⅿ(۰٫۱, ۰٫۲) آن در که ℓMx,t = |Mx,t| × Ux,t .۳

است. تصادفی مقدار یک U ′
x,t ∼ Uniforⅿ(۰٫۱, ۰٫۲) آن در که rMx,t = |Mx,t| × U ′

x,t .۴

داریم ،(۲) مدل در ،۳ و ۲ جداول از ترتیب به ̂⃗κt و ، ̂⃗Bx ، ̂⃗Ax شده برآورد مقادیر جایگذاری با اکنون

̂⃗
Mx,t =

̂⃗
Ax ⊕ (

̂⃗
Bx ⊗ ̂⃗κt),

= (Âx + B̂x × κ̂t︸ ︷︷ ︸
M̂x,t

, ℓ̂Ax + ℓ̂Bx × ℓ̂κt︸ ︷︷ ︸
̂log(ℓMx,t)

, r̂Ax + r̂Bx × r̂κt︸ ︷︷ ︸
̂log(rMx,t)

).
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خوزستان) (استان ۱۴۰۱ سال میر و مرگ خام داده های .۱ جدول
زنان جمعیت مردان جمعیت کل جمعیت زنان مرگ مردان مرگ کل مرگ سن

Nx,۱۴۰۱ Dx,۱۴۰۱ x ↓
۲۵۷۶۲۱ ۲۷۸۶۷۲ ۵۳۶۲۹۳ ۳۷۷ ۴۵۰ ۸۲۷ ۴ −۰
۲۴۱۳۶۴ ۲۵۴۶۷۰ ۴۹۶۰۳۴ ۸۵ ۹۸ ۱۸۳ ۹ −۵
۱۷۵۷۲۴ ۱۸۸۱۹۷ ۳۶۳۹۲۱ ۹۲ ۱۲۷ ۲۱۹ ۱۴ −۱۰
۱۰۰۰۳۵ ۱۰۵۶۶۴ ۲۰۵۶۹۹ ۸۶ ۳۲۱ ۴۰۷ ۱۹ −۱۵
۱۲۹۴۲۷ ۱۳۹۵۷۳ ۲۶۹۰۰۰ ۹۸ ۳۲۲ ۴۲۰ ۲۴ −۲۰
۲۴۴۲۲۵ ۲۴۵۷۴۵ ۴۸۹۹۷۰ ۱۲۷ ۳۳۰ ۴۵۷ ۲۹ −۲۵
۳۰۷۲۱۶ ۳۱۳۲۴۶ ۶۲۰۴۶۲ ۱۸۱ ۴۳۱ ۶۱۲ ۳۴ −۳۰
۲۴۰۴۶۰ ۲۴۵۰۴۸ ۴۸۵۵۰۸ ۲۲۸ ۴۷۶ ۷۰۴ ۳۹ −۳۵
۱۶۶۷۶۸ ۱۷۱۵۱۱ ۳۳۸۲۷۹ ۲۳۲ ۵۱۳ ۷۴۵ ۴۴ −۴۰
۱۵۰۷۹۶ ۱۵۸۸۰۳ ۳۰۹۵۹۹ ۳۱۳ ۵۲۴ ۸۳۷ ۴۹ −۴۵
۱۰۳۹۳۷ ۱۰۷۳۹۶ ۲۱۱۳۳۳ ۴۱۰ ۷۰۴ ۱۱۱۴ ۵۴ −۵۰
۹۶۳۸۸ ۱۰۳۹۷۶ ۲۰۰۳۶۴ ۵۱۸ ۸۱۴ ۱۳۳۲ ۵۹ −۵۵
۷۸۶۷۶ ۸۵۶۵۰ ۱۶۴۳۲۶ ۷۷۱ ۱۰۹۶ ۱۸۶۷ ۶۴ −۶۰
۵۵۶۷۹ ۴۸۱۶۱ ۱۰۳۸۴۰ ۱۰۱۵ ۱۳۲۵ ۲۳۴۰ ۶۹ −۶۵
۲۴۶۵۳ ۱۸۵۲۱ ۴۳۱۷۴ ۱۱۰۸ ۱۱۴۳ ۲۲۵۱ ۷۴ −۷۰
۴۰۳۹۶ ۴۶۷۲۰ ۸۷۱۱۶ ۳۸۱۰ ۳۷۹۱ ۷۶۰۱ ۱۰۰ −۷۵

از است عیارت شده مشاهده داده های به برازش در شده برآورد مدل خطای

۱
N × T

||M⃗⊖ ̂⃗
M||۲ = ۱

۱۶ × ۱۹

∑
x,t

[(Mx,t − M̂x,t)
۲ + (log(ℓMx,t)− ̂log(ℓMx,t))۲

+ (log(rMx,t)− ̂log(rMx,t))۲] = ۰٫۰۳۱۸ + ۰٫۰۷۸۸ + ۰٫۰۸۲۷

= ۰٫۱۹۳۴.

صورت به را M̃x,t =
(
log(mx,t)Mx,t , ℓ

M
x,t, r

M
x,t

)
LR

می توان انتها در

̂̃
Mx,t =

(
Âx ⊕ B̂x ⊗ κ̂t︸ ︷︷ ︸

M̂x,t

, eℓ̂
A

x⊕ℓ̂Bx⊗ℓ̂κt︸ ︷︷ ︸
ℓ̂Mx,t

, er̂
A

x⊕r̂Bx⊗r̂κt︸ ︷︷ ︸
r̂Mx,t

)
LR
.

می شود حاصل زیر صورت به شده مشاهده فازی داده های به برازش در شده برآورد مدل خطای کرد. محاسبه

۱
N × T

||M̃⊖ ̂̃
M||۲ = ۱

۱۶ × ۱۹

∑
x,t

[(Mx,t − M̂x,t)
۲ + (ℓMx,t − ℓ̂Mx,t)

۲ ++(rMx,t − r̂Mx,t)
۲]

= ۰٫۰۳۱۸ + ۰٫۰۵۳۴ + ۰٫۰۴۰۳ = ۰٫۱۲۵۶.
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̂⃗
Bx ∈ R۳ و ̂⃗

Ax ∈ R۳ سه گانه ضرایب برآورد .۲ ⃗̂جدول
Bx = (B̂x, ℓ̂Bx, r̂Bx)

̂⃗
Ax = (Âx, ℓ̂Ax, r̂Ax) سن

(−۲۵/۰ ، ۲۶/۰ ،−۰۲/۰) (−۴۶/۵ ،−۱۲/۱۱ ،−۸۸/۱۰) ۴ −۰
(−۱۱/۰ ، ۵۳/۰ ، ۲۴/۰) (−۰۳/۷ ،−۸۸/۱۰ ،−۷۶/۱۰) ۹ −۵
( ۱۲/۰ ، ۲۶/۰ ، ۱۰/۰) (−۹۸/۶ ،−۹۴/۱۰ ،−۸۹/۱۰) ۱۴ −۱۰
( ۲۷/۰ ،−۰۱/۰ ،−۳۹/۰) (−۱۹/۶ ،−۸۷/۱۰ ،−۰۸/۱۱) ۱۹ −۱۵
( ۰۶/۰ ،−۲۸/۰ ،−۴۸/۰) (−۰۷/۶ ،−۸۷/۱۰ ،−۱۳/۱۱) ۲۴ −۲۰
(−۰۵/۰ ، ۱۰/۰ ،−۰۶/۰) (−۱۲/۶ ،−۰۸/۱۱ ،−۰۶/۱۱) ۲۹ −۲۵
(−۰۵/۰ ،−۳۷/۰ ، ۵۷/۰) (−۰۴/۶ ،−۸۵/۱۰ ،−۱۷/۱۱) ۳۴ −۳۰
( ۰۶/۰ ، ۱۰/۰ ، ۴۰/۰) (−۸۳/۵ ،−۹۵/۱۰ ،−۰۹/۱۱) ۳۹ −۳۵
( ۱۳/۰ ، ۰۶/۰ ،−۵۶/۰) (−۵۱/۵ ،−۰۵/۱۱ ،−۹۷/۱۰) ۴۴ −۴۰
( ۰۲/۰ ، ۱۵/۰ ، ۰۶/۰) (−۱۱/۵ ،−۰۵/۱۱ ،−۱۵/۱۱) ۴۹ −۴۵
( ۱۰/۰ ،−۲۱/۰ ،−۳۱/۰) (−۵۹/۴ ،−۱۵/۱۱ ،−۳۴/۱۱) ۵۴ −۵۰
(−۰۰/۰ ،−۱۰/۰ ، ۳۲/۰) (−۱۳/۴ ،−۳۴/۱۱ ،−۳۰/۱۱) ۵۹ −۵۵
( ۰۳/۰ ،−۰۸/۰ ، ۴۳/۰) (−۶۳/۳ ،−۵۲/۱۱ ،−۵۳/۱۱) ۶۴ −۶۰
( ۱۷/۰ ، ۱۲/۰ ، ۰۲/۰) (−۱۳/۳ ،−۶۶/۱۱ ،−۶۱/۱۱) ۶۹ −۶۵
( ۳۷/۰ ، ۰۸/۰ ، ۴۷/۰) (−۶۳/۲ ،−۷۴/۱۱ ،−۸۸/۱۱) ۷۴ −۷۰
( ۰۹/۰ ، ۳۹/۰ ، ۲۰/۰) (−۷۹/۱ ،−۲۱/۱۲ ،−۱۴/۱۲) ۱۰۰ −۷۵

آتی سال های در میر و مرگ نرخ متوسط لگاریتم پیش بینی ۴ .۲

̂⃗
θ = مقادیر ابتدا ،۱۴۰۶ تا ۱۴۰۲ سال های یعنی آتی، سال ۵ در میر و مرگ نرخ متوسط لگاریتم پیش بینی برای

صورت به ،۳ جدول نتایج اساس بر σ̂۲
ε و (θ̂, ℓ̂θ, r̂θ)

θ̂ =
۱
۱۸

t=۱۴۰۱∑
t=۱۳۸۴

(κ̂t − κ̂t−۱) = ۰٫۲۲۲۵, ℓ̂θ =
۱
۱۸

t=۱۴۰۱∑
t=۱۳۸۴

(ℓ̂κt − ℓ̂κt−۱) = −۰٫۰۱۱۳

r̂θ =
۱
۱۸

t=۱۴۰۱∑
t=۱۳۸۴

(r̂κt − r̂κt−۱) = ۰٫۰۶۱۳, σ̂۲
ε =

۱
۱۸

t=۱۴۰۱∑
t=۱۳۸۴

(κ̂t − κ̂t−۱ − θ̂)۲ = ۰٫۵۶۳۵

می شود: تکرار زیر گام های سپس می شوند. محاسبه

.t = ۱۴۰۲ دهید قرار .۱

کنید. تولید را ϵt ∼ N(۰, ۰٫۵۶۳۵) مقدار .۲

̂⃗κt = ̂⃗κt−۱ ⊕ (۰٫۲۲۲۵,−۰٫۰۱۱۳, ۰٫۰۶۱۳)⊕ (ϵt, ۰, ۰) دهید قرارد .۳

کنید محاسبه زیر صورت به را فازی پیش بینی .۴

̂̃
Mx,t = (Âx + B̂xκ̂t, e

ℓ̂Ax +ℓ̂Bx ℓ̂κt , er̂
A
x +r̂Bx r̂κt)LR, x = ۱, . . . , N.
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کنید. تکرار را ۵ تا ۲ گام های باشد، t <= ۱۴۰۶ اگر .t = t+ ۱ دهید قرار .۵

̂⃗κt ∈ R۳ شده برآورد مقادیر .۳ جدول
κ̂t − κ̂t−۱ − θ̂ κ̂t − κ̂t−۱ ̂⃗κt = (κ̂t, l̂κt, r̂κt) تقویمی سال

× × (−۹۶/۰ ، ۶۶/۰ ،−۰۸/۲) ۱۳۸۳
−۲۵/۰ −۰۲۸/۰ (−۹۹/۰ ، ۶۲/۲ ، ۴۱/۰) ۱۳۸۴
−۱۱/۰ ۱۰۳/۰ (−۸۸/۰ ، ۱۶/۰ ،−۳۷/۰) ۱۳۸۵
−۰۷/۰ ۱۴۴/۰ (−۷۴/۰ ، ۲۰/۲ ،−۲۴/۰) ۱۳۸۶
−۶۹/۰ −۴۷۱/۰ (−۲۱/۱ ،−۵۶/۱ ، ۸۲/۰) ۱۳۸۷
−۳۸/۰ −۱۶۳/۰ (−۳۷/۱ ، ۰۱/۰ ، ۹۷/۱) ۱۳۸۸
۵۲/۰ ۷۴۷/۰ (−۶۳/۰ ،−۱۹/۳ ،−۹۲/۲) ۱۳۸۹
−۱۵/۱ −۹۳۱/۰ (−۵۶/۱ ،−۹۴/۱ ،−۲۹/۰) ۱۳۹۰
۴۴/۰ ۶۶۶/۰ (−۸۹/۰ ،−۹۲/۳ ،−۶۶/۲) ۱۳۹۱
−۰۱/۰ ۲۱۱/۰ (−۶۸/۰ ، ۷۵/۰ ،−۶۲/۰) ۱۳۹۲
−۲۰/۰ ۰۱۲/۰ (−۶۷/۰ ،−۴۸/۲ ، ۳۱/۰) ۱۳۹۳
−۵۸/۰ −۳۶۷/۰ (−۰۳/۱ ، ۵۹/۳ ،−۲۲/۱) ۱۳۹۴
۵۸/۰ ۸۰۵/۰ (−۲۳/۰ ، ۰۹/۳ ، ۲۹/۱) ۱۳۹۵
۰۷/۰ ۲۹۴/۰ ( ۰۶/۰ ، ۲۹/۲ ، ۶۱/۲) ۱۳۹۶
۰۳/۰ ۲۵۴/۰ ( ۳۱/۰ ،−۵۶/۱ ، ۹۶/۱) ۱۳۹۷
۴۷/۰ ۶۹۴/۰ ( ۰۱/۱ ، ۸۴/۴ ، ۰۳/۱) ۱۳۹۸
۹۴/۱ ۱۶۳/۲ ( ۱۷/۳ ،−۵۷/۴ ، ۸۶/۲) ۱۳۹۹
۸۸/۰ ۱۰۲/۱ ( ۲۷/۴ ،−۹۲/۰ ،−۷۱/۱) ۱۴۰۰
−۴۵/۱ −۲۳۳/۱ ( ۰۴/۳ ،−۰۷/۰ ،−۱۴/۱) ۱۴۰۱

است. آمده ۴ جدول در ۱۴۰۶ تا ۱۴۰۲ سال های برای میر و مرگ نرخ لگاریتم فازی پیش بینی های مقادیر

نتیجه گیری و بحث

فازی ساختارهای در عضویت توابع گرفتن نظر در با را امکانی قطعیت عدم موضوع به پرداختن امکان فازی رویکرد

معرض در میر و مرگ آمار که است مشهود روشنی به می کند. فراهم فازی) روابط و مشاهدات پارامترها، (مانند مدل

ویژگی های یا منطقه، سال، برای است ممکن اشتباه آمارهای می شود. گزارش ثبتی خطاهای و اشتباهات انواع

مربوط است ممکن جمعیت داده های این، بر علاوه شوند. گزارش سن، یا جنسیت مثال، عنوان به جابجا، و نادرست

هنوز میر و مرگ مشاهدات از نیمی هنوز زیرا هستند، خطا موضوع نیز خود مقادیر این که باشند، سال اواسط به

نرخ بنابراین، می شوند. پارامترها مقادیر کم برآوردی یا و بیش برآوردی به منجر اغلب خطاهایی چنین نداده اند. رخ

می رسد. نظر به موجه مدل در فازی داده های ترکیب و ثبت رو این از است، شده شناخته ندرت به میر و مرگ دقیق

مدل یک از آتی زمان های در پیش بینی برای که شد بیان لی‑کارتر مدل از فازی تعمیم یک مقاله این در بنابراین

خوزستان استان در میر و مرگ داده های مدل بندی نتایج تحلیل به سپس کرد. استفاده فازی زمانی‑تصادفی سری

سری مدل یک توسط آن از بعد سال ۵ در میر و مرگ نرخ مقادیر و شد پرداخته ۱۴۰۱ تا ۱۳۸۳ سال های طی

امور اقتصاد، اکچوئری، علوم اموگرافی، مانند زمینه هایی در می تواند پیشنهادی مدل شد. پیش بینی تصادفی زمانی

دولتی مدیران همچنین باشد. داشته زیادی کاربردهای شناسی جامعه یا پزشکی شناسی، زیست اپیدمیولوژی، مالی،
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(۱۴۰۶ −۱۴۰۲ سال خوزستان، (استان میر و مرگ نرخ لگاریتم فازی مقدار پیش بینی .۴ جدول
M̃x,۱۴۰۶ M̃x,۱۴۰۵ M̃x,۱۴۰۴ M̃x,۱۴۰۳ M̃x,۱۴۰۲ x ↓

(−۶٫۸۷۱, ۰٫۰۰۴۳, ۰٫۰۰۳۶)LR (−۶٫۶۹۴۸, ۰٫۰۰۴۲, ۰٫۰۰۳۶)LR (−۶٫۶۵۱, ۰٫۰۰۴۲, ۰٫۰۰۳۷)LR (−۶٫۵۱۶۶, ۰٫۰۰۴۲, ۰٫۰۰۳۷)LR (−۶٫۴۸۷۰, ۰٫۰۰۴۲, ۰٫۰۰۳۸)LR ۴ −۰
(−۷٫۶۷۷, ۰٫۰۰۰۸, ۰٫۰۰۰۸)LR (−۷٫۵۹۷۴, ۰٫۰۰۰۸, ۰٫۰۰۰۸)LR (−۷٫۵۷۷, ۰٫۰۰۰۸, ۰٫۰۰۰۸)LR (−۷٫۵۱۶۲, ۰٫۰۰۰۸, ۰٫۰۰۰۸)LR (−۷٫۵۰۲۸, ۰٫۰۰۰۸, ۰٫۰۰۰۸)LR ۹ −۵
(−۶٫۲۹۸, ۰٫۰۰۰۹, ۰٫۰۰۱۰)LR (−۶٫۳۸۳۷, ۰٫۰۰۰۹, ۰٫۰۰۰۹)LR (−۶٫۴۰۴, ۰٫۰۰۰۹, ۰٫۰۰۰۹)LR (−۶٫۴۷۰۲, ۰٫۰۰۰۹, ۰٫۰۰۰۹)LR (−۶٫۴۸۴۵, ۰٫۰۰۰۹, ۰٫۰۰۰۹)LR ۱۴ −۱۰
(−۴٫۶۶۸, ۰٫۰۰۲۰, ۰٫۰۰۲۴)LR (−۴٫۸۵۹۳, ۰٫۰۰۲۰, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۴٫۹۰۶, ۰٫۰۰۲۰, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۰۵۱۹, ۰٫۰۰۲۰, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۰۸۳۹, ۰٫۰۰۲۰, ۰٫۰۰۲۲)LR ۱۹ −۱۵
(−۵٫۷۰۰, ۰٫۰۰۲۲, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۷۴۷۲, ۰٫۰۰۲۲, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۷۵۸, ۰٫۰۰۲۲, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۷۹۴۶, ۰٫۰۰۲۲, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۵٫۸۰۲۵, ۰٫۰۰۲۲, ۰٫۰۰۲۳)LR ۲۴ −۲۰
(−۶٫۴۰۰, ۰٫۰۰۲۱, ۰٫۰۰۲۱)LR (−۶٫۳۶۶۴, ۰٫۰۰۲۱, ۰٫۰۰۲۱)LR (−۶٫۳۵۸, ۰٫۰۰۲۱, ۰٫۰۰۲۱)LR (−۶٫۳۳۱۸, ۰٫۰۰۲۱, ۰٫۰۰۲۱)LR (−۶٫۳۲۶۰, ۰٫۰۰۲۱, ۰٫۰۰۲۱)LR ۲۹ −۲۵
(−۶٫۳۳۱, ۰٫۰۰۲۳, ۰٫۰۰۲۲)LR (−۶٫۲۹۶۲, ۰٫۰۰۲۳, ۰٫۰۰۲۲)LR (−۶٫۲۸۷, ۰٫۰۰۲۳, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۶٫۲۶۰۱, ۰٫۰۰۲۳, ۰٫۰۰۲۳)LR (−۶٫۲۵۴۱, ۰٫۰۰۲۳, ۰٫۰۰۲۳)LR ۳۴ −۳۰
(−۵٫۴۹۸, ۰٫۰۰۲۹, ۰٫۰۰۳۰)LR (−۵٫۵۴۰۳, ۰٫۰۰۲۹, ۰٫۰۰۳۰)LR (−۵٫۵۵۰, ۰٫۰۰۲۹, ۰٫۰۰۳۰)LR (−۵٫۵۸۲۵, ۰٫۰۰۲۹, ۰٫۰۰۳۰)LR (−۵٫۵۸۹۶, ۰٫۰۰۲۹, ۰٫۰۰۲۹)LR ۳۹ −۳۵
(−۴٫۷۴۷, ۰٫۰۰۴۰, ۰٫۰۰۴۴)LR (−۴٫۸۴۳۵, ۰٫۰۰۴۰, ۰٫۰۰۴۳)LR (−۴٫۸۶۷, ۰٫۰۰۴۰, ۰٫۰۰۴۳)LR (−۴٫۹۴۰۱, ۰٫۰۰۴۰, ۰٫۰۰۴۲)LR (−۴٫۹۵۶۲, ۰٫۰۰۴۰, ۰٫۰۰۴۲)LR ۴۴ −۴۰
(−۴٫۹۷۷, ۰٫۰۰۶۰, ۰٫۰۰۶۱)LR (−۴٫۹۹۴۴, ۰٫۰۰۶۰, ۰٫۰۰۶۰)LR (−۴٫۹۹۸, ۰٫۰۰۶۰, ۰٫۰۰۶۰)LR (−۵٫۰۱۱۶, ۰٫۰۰۶۰, ۰٫۰۰۶۰)LR (−۵٫۰۱۴۵, ۰٫۰۰۶۰, ۰٫۰۰۶۰)LR ۴۹ −۴۵
(−۴٫۰۲۲, ۰٫۰۱۰۰, ۰٫۰۱۰۷)LR (−۴٫۰۹۴۰, ۰٫۰۱۰۰, ۰٫۰۱۰۷)LR (−۴٫۱۱۱, ۰٫۰۱۰۰, ۰٫۰۱۰۶)LR (−۴٫۱۶۶۴, ۰٫۰۱۰۰, ۰٫۰۱۰۵)LR (−۴٫۱۷۸۴, ۰٫۰۱۰۰, ۰٫۰۱۰۵)LR ۵۴ −۵۰
(−۴٫۱۴۵, ۰٫۰۱۵۹, ۰٫۰۱۵۹)LR (−۴٫۱۴۴۵, ۰٫۰۱۵۹, ۰٫۰۱۵۹)LR (−۴٫۱۴۴, ۰٫۰۱۵۹, ۰٫۰۱۵۹)LR (−۴٫۱۴۳۷, ۰٫۰۱۵۹, ۰٫۰۱۵۹)LR (−۴٫۱۴۳۶, ۰٫۰۱۵۹, ۰٫۰۱۵۹)LR ۵۹ −۵۵
(−۳٫۴۴۴, ۰٫۰۲۶۲, ۰٫۰۲۶۸)LR (−۳٫۴۶۸۷, ۰٫۰۲۶۲, ۰٫۰۲۶۸)LR (−۳٫۴۷۴, ۰٫۰۲۶۲, ۰٫۰۲۶۷)LR (−۳٫۴۹۳۱, ۰٫۰۲۶۲, ۰٫۰۲۶۷)LR (−۳٫۴۹۷۲, ۰٫۰۲۶۲, ۰٫۰۲۶۶)LR ۶۴ −۶۰
(−۲٫۱۶۵, ۰٫۰۴۳۱, ۰٫۰۴۸۶)LR (−۲٫۲۸۶۱, ۰٫۰۴۳۲, ۰٫۰۴۸۱)LR (−۲٫۳۱۵, ۰٫۰۴۳۳, ۰٫۰۴۷۶)LR (−۲٫۴۰۸۵, ۰٫۰۴۳۳, ۰٫۰۴۷۰)LR (−۲٫۴۲۸۸, ۰٫۰۴۳۴, ۰٫۰۴۶۵)LR ۶۹ −۶۵
(−۰٫۵۹۶, ۰٫۰۷۰۴, ۰٫۰۹۰۶)LR (−۰٫۸۵۰۹, ۰٫۰۷۰۶, ۰٫۰۸۸۶)LR (−۰٫۹۱۳, ۰٫۰۷۰۹, ۰٫۰۸۶۶)LR (−۱٫۱۰۸۳, ۰٫۰۷۱۳, ۰٫۰۸۴۶)LR (−۱٫۱۵۱۱, ۰٫۰۷۱۶, ۰٫۰۸۲۷)LR ۷۴ −۷۰
(−۱٫۲۹۸, ۰٫۱۶۴۹, ۰٫۱۷۵۴)LR (−۱٫۳۶۱۱, ۰٫۱۶۵۱, ۰٫۱۷۴۵)LR (−۱٫۳۷۶, ۰٫۱۶۵۲, ۰٫۱۷۳۵)LR (−۱٫۴۲۴۰, ۰٫۱۶۵۴, ۰٫۱۷۲۵)LR (−۱٫۴۳۴۵, ۰٫۱۶۵۶, ۰٫۱۷۱۵)LR ۱۰۰ −۷۵
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