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آن ها کاربرد و ریاضی خواص :G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده

یعقوب زاده شهرام شادرخ، علی

تهران نور پیام دانشگاه آمار، گروه

٢۶/١/١٣٩٧ بازنگری: آخرین تاریخ ٢٠/١٢/١٣٩۵ دریافت: تاریخ

توزیع تابع و احتمال چگالی تابع برای کلی بسط   هایی G-توانی توزیع های کمک به مقاله این در چکیده:

آورده دست به توزیع ها خانواده این مرتب آماره های و شانون و رنی آنتروپی های و گشتاورها تجمعی،

یک کمک به و کرده استفاده آن پارامترهای برآورد برای درستنمایی ماکسیمم روش از همچنین می شود.

برای مناسب مدلی G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده که می شود داده نشان واقعی داده مجموعه

است. عمر طول توزیع

درستنمایی. ماکسیمم برآورد G-توانی، توزیع ،G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع گاما، توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

توزیع های خانواده مانند شد. ارائه مختلف نویسندگان وسیله به متفاوتی توزیع های خانواده اخیر سال های در

مولد با توزیع های ،(١٩٩٧) الکین و مارشال توسط G-مارشال-الکین توزیع های خانواده توانی، سری

متغیر مولد با توزیع های خانواده ،(٢٠٠٢) همکاران و ایوگن توسط استاندارد بتای تصادفی متغیرهای

بالاکریشنان و زگرافوس توزیع های خانواده ،(٢٠١١) کاسترو و کردیرو توسط (١٩٨٠) کوماراسوامی تصادفی

از استفاده با شده تولید توزیع های خانواده ،(٢٠١٢) بالاکریشنان و ریستیک توزیع های خانواده ،(٢٠٠٩)

،(٢٠١٢) همکاران و الکساندر توسط است بتا توزیع از تعمیمی واقع در که (١٩٨۴) دونالد مک نتایج

(٢٠١٢) همکاران و پسکیم و (١٩٩۵) کوتز و ان جی توسط کومر١ تصادفی متغیر مولد با توزیع های خانواده
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62E15 ،62E10 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
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قرار بررسی مورد (٢٠١۵) همکاران و نداراجا توسط زگرافوس-بالاکریشنان توزیع های خانواده شدند. معرفی

می گیرند. قرار بررسی مورد G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده ویژگی های مقاله این در گرفت.

چگالی تابع با توزیع خانواده یک (٢٠١٢) بالاکریشنان و ریستیک

f(x) =
١

Γ(a)
{− logG(x)}a−١ g(x), (١)

تجمعی توزیع تابع و

F (x) = ١ − γ(a,− logG(x))

Γ(a)
= ١ − ١

Γ(a)

∫ − logG(x)

٠
ta−١e−tdt, (٢)

و Γ(a) =
∫∞

٠ ta−١e−tdt ،a > ٠ هر برای ،g(x) = dG(x)/dx آن ها در که کردند، تعریف

خطر نرخ تابع همچنین هستند. ناقص گامای و گاما تابع های ترتیب به γ(a, z) =
∫ z

٠ t
a−١e−tdt

صورت به (١) احتمال چگالی تابع با متناظر

h(x) =
{− logG(x)}a−١g(x)

γ(a,− logG(x))
(٣)

بخش در می شود. معرفی G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده از توزیع چند ٢ بخش در است.

مولد تابع و گشتاورها تجمعی، توزیع تابع و احتمال چگالی تابع G-توانی٢، توزیع های از استفاده با ٣

توزیع های خانواده مرتب آماره های چگالی تابع و شانون و رنی آنتروپی های انحرافات، میانگین گشتاورها،

ویژگی ۴ بخش در می شوند. ارائه کلی فرمول های صورت به و شده محاسبه G-ریستیک-بالاکریشنان

روش به ۵ بخش در می شود. بررسی G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده برای کرانگین مقادیر

توزیع   های از یکی واقعی داده مجموعه یک با ۶ بخش در شد. خواهند برآورد پارامترها درستنمایی ماکسیمم

مقاله نتایج به هم ٧ بخش می شود. مقایسه دیگر عمر طول توزیع چند با G-ریستیک-بالاکریشنان خانواده

است. یافته اختصاص

2Exponentiated-G (Exp-G)
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G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده ویژگی های ٢

تابع گرفتن نظر در با G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده با بیشتر آشنایی برای ابتدا بخش این در

جای به ترتیب به گامبل و لجستیک لگ وایبول، نرمال، توزیع های تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی

می شوند. معرفی توزیع ها خانواده این از توزیع چهار (١) رابطه در G(x) و g(x)

ریستیک-بالاکریشنان-نرمال توزیع ٢. ١

G(x)و g(x) جای به ترتیب به N(µ, σ٢) توزیع تجمعی توزیع و احتمال چگالی توابع گرفتن نظر در با

صورت به (a, µ, σ) پارامترهای با ریستیک-بالاکریشنان-نرمال توزیع احتمال چگالی تابع (١) رابطه در

f(x) =
١

Γ(a)
{− log[Φ(

x− µ

σ
)]}a−١ϕ(

x− µ

σ
), (۴)

اسکالر، مکان، پارامترهای ترتیب به a > ٠ ،σ > ٠ ،µ ∈ R و است x ∈ R درآن که می آید، دست به

با توزیع این هستند. استاندارد نرمال توزیع تجمعی توزیع تابع Φ(.) و احتمال چگالی تابع ϕ(.) و شکل

به a = ١ فرض با آن بر علاوه و استاندارد ریستیک-بالاکریشنان-نرمال توزیع به µ = ٠, σ = ١ فرض

می شود. تبدیل استاندارد نرمال توزیع

ریستیک-بالاکریشنان-وایبول توزیع ٢. ٢

x > ٠ برای G(x) = ١− e−(βX)α ،β > ٠ ،α > ٠ پارامترهای با وایبول توزیع تجمعی توزیع تابع

به (α, β, a) پارامترهای با ریستیک-بالاکریشنان-وایبول توزیع احتمال چگالی تابع بگیرید، نظر در را

صورت

f(x) =
αβαxa−١

Γ(a)
{− log[١ − e−(βx)a ]}a−١g(x),

به a = ١ فرض با ریستیک-بالاکریشنان-وایبول توزیع .β > ٠ و α > ٠ ،x > ٠ آن در که است،

می شود. تبدیل β پارامتر با نمایی توزیع
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ریستیک-بالاکریشنان-لگ-لجستیک توزیع ٢. ٣

زیر صورت به ترتیب به لگ-لجستیک توزیع احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع

G(x) = ١ − [١ + (
x

α
)β]−١,

g(x) =
βxβ−١

αβ
[١ + (

x

α
)β]−٢

چگالی تابع (١) رابطه در G(x) و g(x) دادن قرار با .β > ٠ و α > ٠ ،x > ٠ آن در که است،

صورت به (α, β, a) پارامترهای با ریستیک-بالاکریشنان-لگ-لجستیک توزیع احتمال

f(x) =
βxβ−١

αβΓ(a)
[١ + (

x

α
)β]−٢{− log[١ − (١ + (

x

α
)β)−١]}a−١, x > ٠,

می شود. تبدیل لجستیک لگ توزیع به a = ١ فرض با که می آید، دست به

ریستیک-بالاکریشنان-گامبل توزیع ۴ .٢

σ > ٠ مقیاس پارامتر و µ ∈ R مکان پارامتر با گامبل توزیع احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع

صورت به ترتیب به

G(x) = ١ − e−e
x−µ
σ ,

g(x) =
١
σ
e

x−µ
σ e−e

x−µ
σ ,

اولر٣ ثابت γ ≈ ٠٫۵٧٧٢٢ که است π٢σ٢/۶ و µ−γσ ترتیب به گامبل توزیع واریانس و میانگین است.

ریستیک-بالاکریشنان-گامبل توزیع احتمال چگالی تابع (١) رابطه G(x)در و g(x) دادن قرار با دارد. نام

صورت به (µ, σ, a) پارامترهای با

f(x) =
١

σΓ(a)
e

x−µ
σ {− log[١ − e−e

x−µ
σ ]}a−١,

3Euler’s constant
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می آید. دست به گامبل توزیع a = ١ فرض با .a, σ > ٠ و x, µ ∈ R آن در که می آید، دست به

رسم ١ شکل در شکل پارامتر متفاوت مقادیر ازای به G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع چهار نمودارهای

است. جدید توزیع این انعطاف پذیری دهنده نشان که شده اند
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(ج) ریستیک-بالاکریشنان-وایبول، (ب) ریستیک-بالاکریشنان-نرمال، (الف) توزیع های احتمال چگالی تابع نمودار .١ شکل
شکل متفاوت مقادیر ازای به ریستیک-بالاکریشنان-گامبل (د) و ریستیک-بالاکریشنان-لگ-لجستیک
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G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده ٣

تابع احتمال، چگالی تابع مانند G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده ویژگی چند بخش این در

تابع و شانون و رنی آنتروپی های انحرافات، میانگین گشتاورها، مولد تابع گشتاورها، تجمعی، توزیع

می شوند. آورده دست به مرتب آماره های چگالی

G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده تجمعی توزیع و چگالی توابع ٣. ١

گویند a > ٠ پارامتر با G-توانی توزیع دارای را X تصادفی متغیر ،G(x) تجمعی توزیع تابع هر برای

صورت به ترتیب به آن تجمعی توزیع تابع و احتمال چگالی تابع که درصورتی

f∗a (x) = aGa−١(x)g(x),

F ∗
a (x) = Ga(x),

تعمیم یافته، نمایی توزیع (١٩٩٩) کاندو و گوپتا وایبول-توانی، توزیع (١٩٩٣) سریواستاوا و مودهولکار باشد.

توزیع (٢٠٠٧) گوپتا و نداراجا گامبل-توانی، توزیع (٢٠٠۵b) نداراجا پارتو-توانی، توزیع (٢٠٠۵a) نداراجا

کردند. بررسی را توانی توزیع های از خانواده ای (٢٠١٣) همکاران و کردیرو و گاما-توانی

داریم: |z| < ١ و δ ∈ Rهر برای (١٩٣۴ (وارد، :١ قضیه

[− log(١ − z)]δ =

∞∑
m=٠

ρm(δ)zm+δ,

چندجمله ای های ها ψm(.) و ρm(δ) = mψm−١(m+δ−١) ،m ≥ ١ برای ،ρ٠(δ) = ١ آن در که

صورت به استرلینگ

ψn−١(w) =
(−١)n−١

(n+ ١)!
[Hn−١

n − w + ٢
n+ ٢

Hn−٢
n +

(w + ٢)(w + ٣)
(n+ ٢)(n+ ٣)

Hn−٣
n − · · ·

+(−١)n−١ (w + ٢)(w + ٣) · · · (w + n)

(n+ ٢)(n+ ٣) · · · (٢n)
H٠

n],
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که طوری به هستند

H٠
٠ = Hn

n+١ = ١

Hm
n+١ = (٢n+m− ١)Hm

n + (n−m+ ١)Hm−١
n

H٠
n+١ = ١ × ٣ × · · · × (٢n+ ١).

داریم: ١ قضیه کمک به و (١) رابطه در G(x) = ١ − [١ −G(x)] گرفتن نظر در با

f(x) =
١

Γ(a)

∞∑
m=٠

ρm(a− ١)(١ −G(x))a+m−١g(x), (۵)

داریم: (۵) رابطه در (١ − z)α =
∑∞

j=٠

(
α
j

)
(−١)jzj توانی سری از استفاده با

f(x) =
١

Γ(a)

∞∑
j=٠

∞∑
m=٠

(−١)jρm(a− ١)
j + ١

(
m+ a− ١

j

)
[(j + ١)Gj(x)g(x)]

=
∞∑
j=٠

bjf
∗
j+١(x), (۶)

و a = (j + پارامتر(١ با G-توانی توزیع احتمال چگالی تابع کننده بیان f∗j+١(x) آن در که

bj =
∞∑

m=٠

(−١)jρm(a− ١)
j + ١

(
m+ a− ١

j

)
.

صورت به (۶) رابطه با متناظر تجمعی توزیع تابع همچنین است.

F (x) =

∞∑
j=٠

bjF
∗
j+١(x) (٧)

می باشد. G-توانی توزیع تجمعی توزیع تابع F ∗
j+١ آن در که است،
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G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده گشتاورهای مولد تابع و گشتاورها ٣. ٢

توزیع دارای Yj و a پارامتر با G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع دارای X تصادفی متغیرهای کنید فرض

برابر X ام n مرتبه مرکزی گشتاور (۶) رابطه از استفاده با باشند. (j + ١) پارامتر با G-توانی

µ′n = E(Xn) =

∞∑
j=٠

bjE(Y n
j ). (٨)

صورت به Q(.) به توجه با و U = G(y) فرض با می توان را E(Xn) آن در که است،

µ′n =

∞∑
j=٠

bj

∫ ١

٠
(j + ١)uj(Q(u))ndu (٩)

آورده دست به G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع چند گشتاورهای (٩) رابطه به توجه با کرد. محاسبه

می شوند.

G(x) = ١ − e−(βx)α تجمعی توزیع تابع با و β > ٠ و α > ٠ پارامترهای با وایبول توزیع :٨ مثال

داریم: نتیجه در است. j + ١ پارامتر با وایبول-توانی توزیع دارای Yj این بنابر بگیرید. نظر در را

E(Y n
j ) =

(j + ١)!
βn

Γ
(n
α
+ ١
) ∞∑

i=٠

(−١)i

i!(j − i)!(i+ ١)
n
α
+١

به وایبول ریستیک-بالاکریشنان توزیع ام n مرتبه مرکزی گشتاور (٨) رابطه و ریاضی امید این کمک به

می آید. دست به زیر صورت

µ′n =
Γ(nα + ١)

βn

∞∑
j=٠

∞∑
i=٠

(−١)i(j + ١)!bj
i!(j − i)!(i+ ١)

n
α
+١
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Yj این بنابر بگیرید. نظر در را G(x) = ١ − e−e
x−µ
σ تجمعی توزیع تابع با گامبل توزیع :٩ مثال

داریم: (٢٠٠۶) کوتز و نداراجا به توجه با که می شود (j + ١) پارامتر با گامبل-توانی توزیع دارای

E(Y n
j ) = (j + ١)

n∑
i=٠

(
n

i

)
µn−i(−σ)i( ∂

∂p
)i
[
(j + ١)−pΓ(p)

] ∣∣∣
p=١

.

با است برابر ریستیک-بالاکریشنان-گامبل توزیع ام n مرتبه مرکزی گشتاور (٨) رابطه کمک به

µ′n =
∞∑
j=٠

bj(j + ١)
n∑

i=٠

(
n

i

)
µn−i(−σ)i( ∂

∂p
)i
[
(j + ١)−pΓ(p)

] ∣∣∣
p=١

.

Yj بنابراین بگیرید. نظر در را G(x) = [١ + e−x]
−١ تجمعی توزیع تابع با لجستیک توزیع :١٠ مثال

به و (٢٠١٢) همکاران و پسکیم به توجه با می شود. (j+ ١) پارامتر با لگ-لجستیک-توانی توزیع دارای

داریم: (٨) رابطه کمک

µ′n =

∞∑
j=٠

bj(
∂

∂t
)nB(t+ j + ١, ١ − t)

∣∣∣
t=٠
,

مولد تابع محاسبه برای فرمول سه اکنون است. بتا تابع B(a, b) =
∫ ١

٠ t
a−١)١ − t)b−١dt آن در که

صورت به فرمول اولین می شود. ارائه G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده گشتاورهای

M(t) =

∞∑
n=٠

µ′n
n!
tn,

به (٨) رابطه به توجه با فرمول دومین است. محاسبه قابل (٨) رابطه از استفاده با µ′n آن در که است،

صورت

M(t) =

∞∑
j=٠

bjMj+١(t),

(٨) رابطه از استفاده با است. Exp − G(j + ١) توزیع گشتاور مولد تابع Mj+١(t) درآن که است،
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صورت به فرمول سومین

M(t) =
∞∑
j=٠

(j + ١)bjs(t, j), (١٠)

آن در که است،

s(t, j) =

∫ ∞

−∞
etxGa(x)g(x)dx,

صورت به Q(u) = G−١(u) رابطه از استفاده با و

s(t, j) =

∫ ١

٠
etQ(u)uadu. (١١)

توزیع تابع (با استاندارد لجستیک ،λ پارامتر با نمایی توزیع های گرفتن نظر در با اکنون می شود. تبدیل

G جای به (G(x) = ١ − (١ + x)−ν تجمعی توزیع تابع (با پارتو و (F (x) = e−x

١+e−x تجمعی

ریستیک-بالاکریشنان- توزیع های گشتاورهای مولد تابع ،G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده در

با است برابر ترتیب به ریستیک-بالاکریشنان-پارتو و ریستیک-بالاکریشنان-لجستیک نمایی،

M(t) =

∞∑
j=٠

bjB(j + ١, ١ − λ−١t),

M(t) =

∞∑
j=٠

bjB(j + t+ ١, ١ − t),

M(t) = e−t
∞∑
j=٠

∞∑
r=٠

bjt
r

r!
B(j + ١, ١ − rν−١).
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G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده انحرافات میانگین ٣. ٣

میانگین از انحراف میانگین های آن گاه باشد، G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع با تصادفی متغیری X اگر

صورت به ترتیب به میانه و

δ١(x) = E|X − µ′١| = ٢µ′١F (µ
′
١)− ٢T (µ′١),

δ٢ = E|X −M | = µ′١ − ٢T (M), (١٢)

با می آید. دست به F (M) = ٠٫۵ رابطه از و است X توزیع میانه M و µ′١ = E(X) آن در که است،

داریم: (۶) رابطه به توجه با و T (z) =
∫ z
−∞ xf(x)dx فرض

T (z) =
∞∑
j=٠

(j + ١)bjTj+١(z), (١٣)

Q(u) = G−١(u) و u = G(x) متغیر تغییر با و Tj+١(z) =
∫ z
−∞ x[G(x)]jg(x)dx آن در که

صورت به

Tj+١(z) =

∫ G(z)

٠
ujQ(u)du. (١۴)

برای را میانه و میانگین از انحراف میانگین های توان می راحتی به Tj+١(z) محاسبه با می شود. تبدیل

ریستیک-بالاکریشنان- های توزیع برای مثال عنوان به آورد. دست ریستیک-بالاکریشنان-Gبه توزیع هر

داریم: ترتیب به ریستیک-بالاکریشنان-پارتو و ریستیک-بالاکریشنان-رایلی نمایی،

Tj+١(z) = λ−١
∞∑
r=١

[١ − e−λz]r+j+١

r(r + j + ١)
,

Tj+١(z) = σ
√

٢
∞∑
r=٠

ρr(٠٫۵)
r + j + ٣٫۵

(١ − e−
z٢

٢σ٢ )r+j+٣٫۵,

Tj+١(z) =
∞∑
r=١

∞∑
k=٠

(
r+j+١

k

)
Γ(r + ν−(١−)(١r+k

Γ(ν−١)(r + j + ١)r!
(١ + z)−νk.
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صورت به (۶) رابطه کمک به توان می نیز دیگر فرمول یک البته

T (z) =

∫ z

−∞
xf(x)dx =

∞∑
j=٠

bjJj+١(z), (١۵)

رابطه آن در که آورد، دست به

Jj+١(z) =

∫ z

−∞
xf∗j+١(x)dx. (١۶)

توزیع های که ریستیک-بالاکریشنان-Gدارد های توزیع خانواده انحرافات میانگین محاسبه در اساسی نقش

را ریستیک-بالاکریشنان-رایلی توزیع مثال برای می کنند. ایفا آن ها محاسبه در عمده ای نقش G-توانی

احتمال چگالی تابع با (j + ١) پارامتر با G-توانیی توزیع حالت این در بگیرید. نظر در

f∗j+١(x) = (j + ١)σ−٢xe−
x٢

٢σ٢ (١ − e−
x٢

٢σ٢ )j , x > ٠.

نتیجه در داریم.

Jj+١(z) = (j + ١)σ−٢
∞∑
k=٠

(−١)k
(
j

k

)∫ z

٠
x٢e−

(j+١)x٢

٢σ٢ dx.

داریم: γ(α, x) =
∫ x

٠ t
α−١e−tdt ناقص گامای تابع از استفاده با

Jj+١(z) = σ
√

٢(j + ١)−
١
٢

j∑
k=٠

(−١)k
(
j

k

)
γ(١٫۵,

(j + ١)z٢

٢σ٢ ).

صورت این به آورد. دست به را ۴ لورنز و بن فرونی منحنی های می توان (١۶) تا (١٣) روابط از استفاده با

داریم: (p) مشخص احتمال هر برای که

B(p) =
T (q)

pµ′١
, L(p) =

T (q)

µ′١
.

4Bonferroni and Lorenz curves
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.q = F−١(p) و µ′١ = E(X) آن در که

G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده شانون و رنی آنتروپی های ۴ .٣

صورت به رنی آنتروپی f(x) چگالی تابع با X تصادفی متغیر برای

I(γ) =
١

١ − γ
log{

∫ ∞

−∞
(f(x))γdx}, γ ̸= ١, γ > ٠

چون می شود. ∫تعریف ∞

−∞
fγ(x)dx = (

١
Γ(a)

)γ
∫ ∞

−∞
gγ(x)[− logG(x)]γ(a−١)dx.

داریم: (١ − z)α =
∑∞

j=٠

(
α
j

)
(−١)jzj توانی سری و ١ قضیه از استفاده با

∫ ∞

−∞
fγ(x)dx = (

١
Γ(a)

)γ ×
∞∑

m,j=٠

ρm(γ(a− ١))
(
m+ γ(a− ١)

j

)
(−١)jIj(γ), (١٧)

ریستیک- توزیع هر برای می توان آن محاسبه با و Ij(γ) =
∫ ١

٠ u
jgγ−١(Q(u))du آن در که

ریستیک-بالاکریشنان-نمایی، توزیع های برای مثال برای کرد. تعیین را رنی آنتروپی G-بالاکریشنان

داریم: ترتیب به ریستیک-بالاکریشنان-پارتو و ریستیک-بالاکریشنان-رایلی

Ij(γ) = λγ−١B(j + ١, γ),

Ij(γ) = (
√

٢σ−١)γ−١
∞∑

m=٠

ρm(
γ − ١

٢
)B(m+ j +

γ − ١
٢

, γ),

Ij(γ) = νγ−١B(j + ١, γ + ν−١(γ − ١)).

E(− log f(X))صورت به f(x) احتمال چگالی تابع با توزیع یک برای (١٩۵١ (شانون، شانون آنتروپی

داریم: (١) احتمال چگالی تابع با X تصادفی متغیر برای این بنابر می شود. تعریف

E(− log f(X)) = log(Γ(a))− (a− ١)E{log[− logG(X)]} − E[log(g(X))]
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= log(Γ(a))− E[log(g(X))]

− a− ١
Γ(a)

∞∑
n=١

n∑
r=٠

(−١)r+١
(
n

r

)
Γ(a+ r) (١٨)

G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده مرتب آماره های ۵ .٣

برازش، نیکویی آزمون های افتاده، دور نقاط تشخیص مانند آماری مسائل از بسیاری در مرتب آماره های

یک از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض دارند. کاربرد کیفیت کنترل و اعتماد قابلیت تحلیل

آماره های X١:n, · · · , Xn:n و F (x) تجمعی توزیع تابع و f(x) احتمال چگالی تابع با پیوسته توزیع

صورت به (Xi:n) ام i ترتیبی آماره چگالی تابع باشد. نمونه این متناظر مرتب

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ ١)
(F (x))i−١)١ − F (x))n−i,

داریم: اخیر رابطه در دوجمله ای بسط از استفاده با است. بتا تابع B(·, ·) آن در که است،

fi:n(x) =
f(x)

B(i, n− i+ ١)

n−i∑
j=٠

(−١)j
(
n− i

j

)
(F (x))i+j−١ (١٩)

(٢٠٠٧ ریزهیک، و (گرادشتین رابطه به توجه با

(
∞∑
k=٠

akx
k)n =

∞∑
k=٠

dk,nx
k, (٢٠)

روابط در ها dk,n آن در که

d٠,n = an٠ , (٢١)

dk,n = (ka٠)
−١

k∑
m=١

[m(n+ ١)− k]amdk−m,n, k = ١, ٢, · · · .
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داریم: (٧) رابطه کمک به همچنین و می کنند صدق

[F (x)]i+j−١ = (
∞∑
r=٠

br(G(x))
r)i+j−١ =

∞∑
r=٠

dr,i+j−١(G(x))
r, (٢٢)

و d٠,i+j−١ = bi+j−١
٠ آن در که

dr,i+j−١ = (kb٠)
−١

k∑
m=١

[(i+ j)m− r]bmdr−m,i+j−١.

داریم: (١٩) رابطه در (٢٢) رابطه جایگذاری با

fi:n(x) =
g(x)

B(i, n− i+ ١)

n−i∑
j=٠

(−١)j
(
n− i

j

) ∞∑
u,v=٠

b∗udu,i+j−١[G(x)]
u+v

=
١

B(i, n− i+ ١)

n−i∑
j=٠

(−١)j{
(
n− i

j

)

×
∞∑

u,v=٠

w∗
u,vdu,i+j−١[(u+ v + ١)(G(x))u+vg(x)]},

است. w∗
u,v = b∗u/(u+ v + ١) و b∗u = (u+ ١)bu آن در که

کرانگین مقادیر ۴

مناسب، شرایط تحت آن گاه باشد. (١) احتمال چگالی تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک میانگین X̄ اگر

در است. استاندارد نرمال توزیع n → ∞ حالت در
√
n
(
X̄ − E(X)

)
/
√
V ar(X) حدی توزیع

توزیع   های به متعلق می تواند G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع   های خانواده آیا که می شود بررسی بخش این

mn = min(X١, · · · , Xn) و Mn = max(X١, · · · , Xn) توزیع های یعنی ۵ کرانگین مقدار

توزیع های کرانگین، مقدار توزیع های دادند نشان (١٩٨٣) همکاران و لیدبتر باشد. n → ∞ که وقتی

باشد. گامبل توزیع G اگر می شود. عمل زیر صورت به Mn برای ابتدا هستند. وایبول و فرچت گامبل،
5Extreme
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که طوری به دارد وجود h(t) مثبت تابع (١٩٨٣) همکاران و لیدبتر به توجه با آن گاه

lim
t→∞

١ −G(t+ xh(t))

١ −G(t)
= e−x, x ∈ (−∞,∞).

داریم: هوپیتال قاعده از استفاده با

lim
t→∞

١ − F (t+ xh(t))

١ − F (t)
= lim

t→∞

[١ + xh′(t)]f(t+ xh(t))

f(t)
(٢٣)

= lim
t→∞

[١ + xh′(t)]g(t+ xh(t))

g(t)
[
logG(t+ xh(t))

logG(t)
]a−١(٢۴)

= e−ax, x ∈ (−∞,∞)

همکاران، و (لیدبتر bn و an > ٠ ثابت های و دارد تعلق گامبل) (توزیع کرانگین توزیع   های به F این بنابر

که طوری به می شوند پیدا طوری (١٩٨٣

lim
n→∞

P (an(Mn − bn) ≤ x) = e−e−ax
.

طوری به دارد وجود β > ٠ یک (١٩٨٣) همکاران و لیدبتر به توجه با باشد. فرچت توزیع G کنید فرض

که

lim
t→∞

١ −G(tx)

١ −G(t)
= xβ, x > ٠.

داریم: هوپیتال قاعده از استفاده با

lim
t→∞

١ − F (tx)

١ − F (t)
= lim

t→∞

xf(tx)

f(t)
= lim

t→∞

xg(tx)

g(t)
[
logG(tx)

logG(t)
]a−١ = xaβ, x > ٠.

همکاران، و (لیدبتر bn و an > ٠ ثابت های و دارد تعلق ( فرچت (توزیع کرانگین توزیع   های به F بنابراین

که طوری به می شوند پیدا طوری (١٩٨٣

lim
n→∞

P (an(Mn − bn) ≤ x) = e−xaβ
.
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وجود α > ٠ یک (١٩٨٣) همکاران و لیدبتر به توجه با آن گاه باشد. وایبول توزیع G کنید فرض نهایت در

که طوری به دارد

lim
t→∞

G(tx)

G(t)
= xα, x < ٠.

داریم: هوپیتال قاعده از استفاده با است.

lim
t→−∞

F (tx)

F (t)
= lim

t→−∞

xf(tx)

f(t)
= lim

t→−∞

xg(tx)

g(t)
(٢۵)

× [
logG(tx)

logG(t)
]a−١ = xaα, x < ٠.

همکاران، و (لیدبتر bn و an > ٠ ثابت های و دارد تعلق وایبول) (توزیع کرانگین توزیع   های به F این بنابر

که طوری به می شوند پیدا طوری (١٩٨٣

lim
n→∞

P (an(Mn − bn) ≤ x) = e−−xaα
.

می شود. عمل روش همین به mn برای است. Mn کرانگین مقدار توزیع   های به متعلق F این بنابر

درستنمایی ماکسیمم برآورد ۵

بعدی q بردار یک Θ و (١) احتمال چگالی تابع با توزیع از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض

صورت به درستنمایی تابع لگاریتم باشند. پارامترها

logL = logL(a,Θ) =
n∑

i=١

log g(xi)− (a− ١) log[− logG(xi)]

−n log Γ(a).
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از: عبارتند a,Θ پارامترهای به نسبت آن اول مرتبه مشتق های

∂ logL

∂a
=

n∑
i=١

log[− logG(xi)]− nψ(a),

∂ logL

∂Θ
=

n∑
i=١

∂g(xi)/∂Θ

g(xi)
.− (a− ١)

n∑
i=١

∂G(xi)/∂Θ

G(xi) logG(xi)

معادلات از (â, Θ̂) درستنمایی ماکسیمم برآوردهای .ψ(a) = d log Γ(a)/da آن در که

∂ logL/∂a = ٠, ∂ logL/∂Θ = 0

می آیند. دست به

واقعی داده های تحلیل ۶

ماه حسب بر ) داده رخ متوالی لرزه های زمین زمانی فواصل به مربوط داده های به توزیع هایی بخش این در

همان که ۶ ریستیک-بالاکریشنان-نمایی-توانی توزیع و می شوند برازنده ١٣٩٠ تا ١٣٧٠ سال از ایران در (

احتمال چگالی تابع با است، (٢٠١٢ بالاکریشنان، و (ریستیک گاما-توانی٧ نمایی توزیع

f(x;α, β, c) =
αcβe−βx

Γ(c)

(
١ − e−βx

)α−١ [
− log

(
١ − e−βx

)]c−١
,

نمایی نمایی-لگاریتمی٩، ،٨ وایبو مارشال-الکین توزیع های با ،x > ٠, α, β > ٠ آن در که است،

احتمال چگالی تابع های با ترتیب به گوسی١١ عکس و تعمیم یافته-لگاریتمی١٠

f(x, α, β, θ) =
αθβαxα−١e−(βx)α[

١ − (١ − θ)e−(βx)α
]٢ , x > ٠, α, β > ٠, ٠ < θ < ١

6Ristic-Balakrishnan-Exponentiated-Exponential (RBEE)
7Gamma-Exponentiated Exponential
8Marshall-Olkin Weibull (MOW)
9Exponential-Logarithmic (EL)

10Generalized Exponential-Logarithmic (GEL)
11Inverse Gaussian (IG)
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f(x, β, θ) = − ١
log θ

β(١ − θ)e−βx

١ − (١ − θ)e−βx
, x > ٠, β > ٠, ٠ < θ < ١

f(x;α, β, θ) =
αβ(١ − θ)e−βx

− log θ

(
١ − e−βx

)α−١
(٢۶)

×
{

١ − (١ − θ)
[
١ −

(
١ − e−βx

)α]}−١
,

x > ٠, α, β > ٠, ٠ < θ < ١

f(x;α, β) =

√( α

٢πx٣

)
e
−α(x−β)٢

٢xβ٢ , x > ٠, α, β > ٠ (٢٧)

بر که شده گرفته ایران١٢ زلزله مهندسی و زلزله شناسی المللی بین پژوهشگاه از داده ها این می شوند. مقایسه

از: عبارتند (ماه) زمانی فواصل حسب

١٧/٩ ،٨/٨ ،٠٧/۵ ،۵٣/۵ ،۶/١٢ ،۵٣/٣٧ ،٣٣/٢ ،٨/٠ ،۴٧/٣١ ،٩٧/٣ ،۵٧/٣٩ ،۵۴/۴

همکاران و بابازاده و نمایی-لگاریتمی توزیع برازش در (٢٠٠٨) رضایی و طهماسبی داده ها، مجموعه این از

داده ها مجموعه این اساس بر کردند. استفاده یافته-لگاریتمی تعمیم نمایی توزیع برازش در (٢٠١٢)

کائیک١٣، آ اطلاع معیارهای کمک به سپس می شوند، برآورد درستنمایی ماکسیمم روش به توزیع ها پارامترهای

صورت به که هانان-کوئین١۶ اطلاع و سازگار١۵ کائیک آ اطلاع بیزی١۴، اطلاع

AIC = −٢ℓ(Θ̂) + ٢k,

BIC = −٢ℓ(Θ̂) + k log(n),

HQIC = −٢ℓ(Θ̂) + ٢k log(log(n)),

CAIC = −٢ℓ(Θ̂) +
٢kn

n− k − ١
. (٢٨)

ℓ(Θ̂) ،(٢٨) رابطه در باشد. کوچکتری معیارهای این دارای که می شود انتخاب مدلی می شوند تعریف

پارامترها، تعداد k پارامترها، درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ازای به درستنمایی تابع لگاریتم عدی مقدار

است. پارامترها بردار Θ و نمونه حجم n

12http://www.iiees.ac.ir
13Akaike information criterion (AIC)
14Bayesian information criterion (BIC)
15Consistent Akaike information criterion (CAIC)
16Hannan-Quinn information criterion (HQIC)
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معیارهای مقدار و مقایسه مورد توزیع های پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردهای ١ جدول در

در ریستیک-بالاکریشنان-نمایی-توانی توزیع که می دهد نشان مقادیر این است. آمده شده اشاره اطلاع

دارد. داده ها به بهتری برازش دیگر مدل های با مقایسه

لرزه زمین داده های برای ارزیابی ملاک های مقادیر و پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد .١ جدول
ارزیابی ملاک های

HQIC CAIC BIC AIC برآورد پارامتر توزیع
٣٣٩/۵ α

٣٠/٩۶ ٢١/٩٩ ٣۴/٩٨ ۶۵/٩۶ ٠٠٠١/٠ β RBEE
٠٠٨/٣۶ c
٧۶٨/٠ α

۴٨/١٠١ ٧٢/١٠۶ ۵٢/١٠٣ ٨٣/١٠١ ٣۶٨/١ β MOW
٠٣٢/٠ θ
٠۶٣/٠ β

٨٢/٩٨ ٢۵/١٠٠ ١٨/١٠٠ ۵٠/٩٩ EL
۵٢۵/٠ θ
٩۵٣/١ α

٧٠/١٠٠ ٩۴/١٠۵ ١٧/١٠٠ ۴٣/١٠٠ ٠۵٣/٠ β GEL
٠١٩/٠ θ
٩٣٢/۵ α

۶٩/٩٩ ١٢/١٠١ ٠۵/١٠١ ٩٢/٩٩ IG
۴۴٨/١٣ β

است. امر همین بیان کننده نیز مقایسه مورد توزیع های احتمال چگالی تابع نمودار شکل٢

واتسن، دارلینگ، و اندرسن میس، کرامر-ون آزمون آماره های داده ها، مجموعه این کمک به همچنین

صورت به که لیائو-شیموکاو و کولموگوروف-اسمیرنوف

W ٢
n =

١
١٢n

+

n∑
i=١

[FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)−
٢i− ١

٢n
]٢.

U ٢
n = W ٢

n +
n∑

i=١

[
FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)

n
− ١

٢
]٢.

A٢
n = −n− ١

n

n∑
i=١

(٢i− ١)[log(FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂))

+ log(١ − FGPD(xn+i−١; α̂, β̂, λ̂))]
٢.

Dn = max
i

[
i

n
− FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂), FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)−

i− ١
n

].
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وایبول مارشال-الکین ممتد)، (خط ریستیک-بالاکریشنان-نمایی-توانی توزیع های احتمال چگالی تابع نمودار .٢ شکل
(نیم خط چین) گوسی عکس و (خط نقطه چین) تعمیم یافته-لگاریتمی نمایی (نقطه چین)، نمایی-لگاریتمی (خط چین)،

Ln =
١√
n

n∑
i=١

maxi[
i
n − FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂), FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)− i−١

n ]√
FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)[١ − FGPD(xi; α̂, β̂, λ̂)]

به توجه با است. آمده ٢ جدول در و شده محاسبه ،(٢٠١١ عبدالفتاح، ٢٠١٢؛ (الزهرانی، می شوند تعریف

دارد. مدل ها سایر به نسبت داده ها به بهتری برازش ریستیک-بالاکریشنان-نمایی-توانی توزیع مقادیر این

لرزه زمین داده های برای برازش نیکویی آزمون آماره های .٢ جدول
آماره ها

آندرسن-دارلینگ لیائو-شیموکاوا کولموگوروف-اسمیرنوف واتسن میسس کرامر-ون توزیع ها
٢٨٠/٠ ۴٣٠/٠ ١٣٠/٠ ٧٢٩/٢ ٠٣٨/٠ RBEE
٢٩۵/٠ ۵۵۶/٠ ١۴٩/٠ ٨٠٠/٢ ٠٣٩/٠ MOW
٣٢٩/٠ ۴۴١/٠ ٠١٣١/٠ ٨٢۶/٢ ٠۵٠/٠ EL
٢٨٣/٠ ۴٨٠/٠ ١٣٣/٠ ٨٠٩/٢ ٠٣٨/٠ GEL
۴۵٢/٠ ٨۴٩/٠ ١۵۵/٠ ٧٩۶/٢ ٠۶٠/٠ IG
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نتیجه گیری و بحث

برای کلی فرمول های و گرفته قرار بررسی مورد G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده مقاله این در

آنتروپی   های و انحرافات میانگین مرتب، آماره های چگالی تابع گشتاورها، مولد تابع گشتاورها، محاسبه

ویژگی دارای ریستیک-بالاکریشنان توزیع های خانواده که شد گرفته نتیجه همچنین شد. ارائه شانون و رنی

مجموعه یک کمک به و شدند برآورد درستنمایی ماکسیمم روش به پارامترها است. نیز گرانکین مقادیر

این که شد داده نشان و شده مقایسه دیگر توزیع چند با G-ریستیک-بالاکریشنان توزیع یک واقعی، داده

خانواده که می رسد نظر به این بنابر دارد. داده ها به بهتری برازش مقایسه مورد توزیع های به نسبت توزیع

باشد. عمر طول برای مناسبی مدل می تواند بالاکریشنان - ریستیک توزیع های

تشکر و تقدیر

شدن بهتر برای ارزنده شان نظرات خاطر به مجله ویراستار و داوران سردبیر، زحمات از مقاله نویسندگان

دارند. را تشکر نهایت مقاله
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