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تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای پائینی و بالایی کران های

گاهی آ حمزه

بابل نوشیروانی صنعتی دانشگاه پایه، علوم دانشکده ریاضی، گروه

١٣٩۶/۴/٢٧ بازنگری: آخرین تاریخ ١٣٩۴/١٢/١۴ دریافت: تاریخ

کردن پیدا که طوری به هستند، برخوردار زیادی اهمیت از احتمال و آمار در تصادفی فرایند های چکیده:

است. منجر شده اساسی مسئله یک به تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای پائینی و بالایی کران های

نتایج در تحدب شرط مشتق پذیر، مربع میانگین تصادفی فرایندهای برای که می شود داده نشان مقاله این در

کرد. جایگزین ضعیف تر شرایط با توان می را گذشته مشهور

مشتق پذیر. مربع میانگین تصادفی، مربع میانگین انتگرال های تصادفی، فرایند های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

امروزه که تصادفی فرایندهای ازجمله نیست. پوشیده کسی بر احتمال و آمار در تصادفی فرایند های کاربرد

مفاهیم بخش این در است. محدب تصادفی فرایند های است، قرارگرفته محققین از بسیاری توجه مورد

نمادهای می شوند. بیان محدب تصادفی فرایند های و تصادفی مربع میانگین انتگرال های حوزه  در مقدماتی

(١٩٩٢) اسکورنسکی و (١٩٩١) سوبسزیک ،(١٩٨٨) همکاران و شاکد منابع از بخش این در رفته کار به

شده اند. مستخرج

،t ∈ I هر برای که به طوری  باشد تصادفی فرایند یک X : I × Ω → R کنید فرض :١ تعریف

است. X(t, ·) تصادفی فرایند ریاضی امید E[X(t, ·)] آن در که E[X٢(t, ·)] <∞

[a, b] ⊂ I روی تصادفی١ انتگرال پذیر مربع میانگین ،X به نسبت Y : Ω → R تصادفی متغیر الف)

h_agahi@nit.ac.ir گاهی، آ حمزه مقاله: مسئول نویسنده الکترونیکی آدرس

60E15 ،60G05 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی کد
1mean-square stochastic integrable
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مانند [a, b] بازه در دیوارک ها از دنباله ای هر برای هرگاه می شود نامیده

a = t٠ < t١ < · · · < tn = b

،k = ١, ..., n ،Θk ∈ [tk−١, tk] هر برای و

lim
n→∞

E[(
n∑
k=١

X(Θk, ·)(tk − tk−١)− Y )٢] = ٠.

می نویسیم: آنگاه

Y (·) a.e.
=

∫ b

a
X(s, ·)ds.

X ′ تصادفی فرایند یک اگر می شود نامیده I بازه در مشتق پذیر٢ مربع میانگین X تصادفی فرایند ب)

،t٠ ∈ I هر برای که به طوری  باشد داشته وجود (X مشتق (به اختصار

lim
t→t٠

E[
X(t, ·)−X(t٠, ·)

t− t٠
−X ′(t٠, ·)]٢ = ٠.

،t٠ ∈ I هر برای اگر می شود نامیده I بازه در پیوسته٣ مربع میانگین X تصادفی فرایند ج)

lim
t→t٠

E[(X(t, ·)−X(t٠, ·))٢] = ٠.

تصادفی فرایند یک اگر می شود نامیده I بازه در مشتق پذیر۴ مربع میانگین بار دو X تصادفی فرایند د)

،t٠ ∈ I هر برای به طوری که باشد داشته وجود (X دوم مشتق (به اختصار X ′′

lim
t→t٠

E[
X ′(t, ·)−X ′(t٠, ·)

t− t٠
−X ′′(t٠, ·)]٢ = ٠.

هر برای هرگاه می شود نامیده محدب X : I × Ω −→ R تصادفی فرایند :(١٩٨٠ (نیکودم، ٢ تعریف

2mean-square differentiable
3mean-square continuous
4twice mean-square differentiable
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باشد: برقرار زیر نابرابری ،a, b ∈ I و λ ∈ [٠, ١]

X(λa+ (١ − λ)b, ·)
a.e.
6 λX(a, ·) + (١ − λ)X(b, ·). (١)

می شود. نامیده جنسن-محدب۵ را X آنگاه ،λ = ١
٢ ،(١) نابرابری در اگر

است. محدب X آنگاه باشد، پیوسته میانگین-مربع جنسن-محدب، X اگر الف) :١ تذکر

باشد. I بازه در مشتق پذیر مربع میانگین بار دو تصادفی فرایند یک X : I ×Ω −→ R کنید فرض ب)

،t ∈ I هر برای اگر تنها و اگر است محدب I بازه در X تصادفی فرایند

X ′′(t, ·) ≥ ٠ (a.e.).

X تصادفی فرایند های باشد. I بازه در مشتق پذیر مربع میانگین تصادفی فرایند یک X کنید فرض ج)

است نانزولی I بازه در X ′ کنید توجه باشد. نانزولی I بازه در X ′ اگر تنها و اگر است محدب I بازه در

آنگاه ،t < s اگر t, s ∈ I هر برای هرگاه

X ′(t, ·) ≤ X ′(s, ·) (a.e.).

انتگرال های برای پائینی و بالایی کران های (٢٠١۵) گاهی آ سپس و (٢٠١٢،٢٠١٣) کوتریس جدیداً

نابرابری از استفاده با را محدب تصادفی فرایند های پایه  بر ١ تعریف در شده ارائه تصادفی مربع میانگین

داده اند: ارائه زیر صورت به ۶ هرمیت-هادامارد

جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض (٢٠١٢ (کوتریس، :١ قضیه

هرمیت-هادامارد نابرابری ،a, b ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه در پیوسته میانگین-مربع

X(
a+ b

٢
, ·) 6 ١

b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt 6 X(a, ·) +X(b, ·)

٢
(a.e.) (٢)

است. برقرار
5Jensen-convex
6Hermite-Hadamard inequality
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جنسن-محدب، تصادفی فرایند یک X : I × Ω −→ R کنید فرض (٢٠١۵ گاهی، (آ :٢ قضیه

نابرابری ،λ ∈ [٠, ١] هر و a, b ∈ I هر ازای به آنگاه باشد. I بازه در پیوسته میانگین-مربع

ℓ(λ) 6 ١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt 6 L(λ) (a.e.)

آن در که است، برقرار

ℓ(λ) := λX(
λb+ (٢ − λ)a

٢
, ·) + (١ − λ)X(

(١ + λ)b+ (١ − λ)a

٢
, ·)

و

L(λ) :=
١
٢
[X(λb+ (١ − λ)a, ·) + λX(a, ·) + (١ − λ)X(b, ·)].

به که است ذکر به لازم می آید. دست به ١ قضیه  ،٢ قضیه در (λ = ٠ (یا λ = ١ دادن قرار با :٢ تذکر

هستند. بهتر ١ قضیه کران های از ٢ قضیه  در شده ارائه کران های ٠ < λ < ١ ازای

می رسد. نظر به لازم قضیه این Xدر تصادفی فرایند تحدب شرط ، (الف) ١ تذکر و ١ قضیه به توجه با

و ب (قسمت های ١ تذکر با که می شود داده نشان ۴ و ٣ قضیه های در و ٢ بخش در ابتدا مقاله این در

جایگزین دیگری شرط های با را تحدب شرط می توان مشتق پذیر، مربع میانگین تصادفی فرایندهای در ج)

توان می را تحدب شرط مشتق پذیر، مربع میانگین تصادفی فرایندهای برای که می دهد نشان ٣ قضیه  کرد.

ضعیف تر شرط با

X ′(b+ a− t, ·) ≥ X ′(t, ·) (a.e.) (٣)

نکته طبق آنگاه باشد، محدب X تصادفی فرایند اگر که است واضح کرد. عوض t ∈ [a, a+b٢ ] هر برای

برای (ب) ١ تذکر طبق است. برقرار (٣) شرط بنابراین و است نانزولی I بازه در X ′ ج) (قسمت ١

،t ∈ I هر برای که است طبیعی مشتق پذیر، بار دو مربع میانگین تصادفی فرایندهای

X ′′(t, ·) ≥ ٠ (a.e.).

فقط باشد مشتق پذیر بار دو مربع میانگین تصادفی فرایند یک X چنانچه می شود داده نشان ۴ قضیه  در



٢١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاهی آ حمزه

بودن نامنفی یعنی X تحدب به لزومی قضیه این در است. لازم [a, b] بازه در X ′′(t, ·) کران داری

نیست. X ′′(t, ·)

اصلی نتایج ٢

به طوری که باشد I بازه در مشتق پذیر مربع میانگین تصادفی فرایند Xیک : I×Ω −→ R اگر :٣ قضیه

شرط در ،a, b ∈ I که t ∈ [a, a+b٢ ] هر برای

X ′(b+ a− t, ·) ≥ X ′(t, ·) (a.e.) (۴)

آنگاه کند، صدق

X(
a+ b

٢
, ·) 6 ١

b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt 6 X(a, ·) +X(b, ·)

٢
(a.e.). (۵)

تساوی تصادفی مربع میانگین انتگرال های اولیه ی خواص طبق برهان.

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt = ١

b− a

∫ b

a
X(a+ b− t, ·)dt (a.e.)

سپس است. برقرار

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt = ١

٢(b− a)

∫ b

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)]dt (a.e.). (۶)

نتیجه در

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt−X(

a+ b

٢
, ·) (٧)

=
١

٢(b− a)

∫ b

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·)]dt (a.e.).
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داریم است، متقارن t = a+b
٢ نقطه حول [X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(a+b٢ , ·)] ازآنجا که

١
b− a

∫ b

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·)]dt

=
٢

b− a

∫ a+b
٢

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·)]dt (a.e.).

بنابراین

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt−X(

a+ b

٢
, ·)

=
١

b− a

∫ a+b
٢

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·)]dt. (a.e.) (٨)

طرفی از

X(a+ b− t, ·)−X(
a+ b

٢
, ·) =

∫ a+b−t

a+b
٢

X ′(s, ·)ds (a.e.) (٩)

هم چنین و

X(
a+ b

٢
, ·)−X(t, ·) =

∫ a+b
٢

t
X

′
(s, ·)ds (a.e.). (١٠)

داریم (١٠) و (٩) روابط از استفاده با

X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(
a+ b

٢
, ·)

=

∫ a+b−t

a+b
٢

X
′
(s, ·)ds−

∫ a+b
٢

t
X

′
(s, ·)ds

=

∫ a+b
٢

t
X

′
(a+ b− s, ·)ds−

∫ a+b
٢

t
X

′
(s, ·)ds

=

∫ a+b
٢

t
[X

′
(a+ b− s, ·)−X

′
(s, ·)]ds (a.e.). (١١)
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داریم (۴) و ،(٨) ،(١١) استفاده با سرانجام

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt−X(

a+ b

٢
, ·)

=
١

b− a

∫ a+b
٢

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·)]dt

=
١

b− a

∫ a+b
٢

a

∫ a+b
٢

t
[X

′
(a+ b− s, ·)−X

′
(s, ·)]dsdt

≥ ٠ (a.e.). (١٢)

از استفاده با (۵) راست سمت نابرابری اثبات برای اکنون می کند. اثبات را (۵) نابرابری چپ سمت که

داریم ،(۶)

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt− X(a, ·) +X(b, ·)

٢
(١٣)

=
١

٢(b− a)

∫ b

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·))]dt (a.e.).

متقارن x = a+b
٢ حول X(t, ·) + X(a + b − t, ·) − (X(a, ·) + X(b, ·)) اینکه به توجه با

آنگاه است،

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt− X(a, ·) +X(b, ·)

٢
(١۴)

=
١

b− a

∫ a+b
٢

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·))]dt (a.e.).

طرفی از

X(b, ·)−X(a+ b− t, ·) =
∫ b

a+b−t
X ′(s, ·)ds (a.e.),

X(t, ·)−X(a, ·) =
∫ t

a
X ′(s, ·)ds (a.e.).
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صورت این در

X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·))

=

∫ t

a
X ′(s, ·)ds−

∫ b

a+b−t
X ′(s, ·)ds

=

∫ t

a
X ′(t, ·)dt−

∫ t

a
X ′(a+ b− s, ·)ds

= −
∫ t

a
[X ′(a+ b− s, ·)−X ′(s, ·)]ds (a.e.). (١۵)

داریم (۴) و (١۴) ،(١۵) از استفاده با

١
(b− a)

∫ b

a
X(t, ·)dt− X(a, ·) +X(b, ·)

٢

=
١

(b− a)

∫ a+b
٢

a
[X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·))]dt

=
١

(b− a)

∫ a+b
٢

a

∫ t

a
−[X ′(a+ b− s, ·)−X ′(s, ·)]dsdt

≤ ٠ (a.e.)

می کند. تکمیل را اثبات که

I بازه در مشتق پذیر مربع میانگین بار دو تصادفی فرایند یک X : I ×Ω −→ R کنید فرض :۴ قضیه

آنگاه باشد، کران دار پایین از [a, b] بازه در X ′′(t, ·) ،a, b ∈ I هر برای اگر باشد.

X(
a+ b

٢
, ·) + ١

٢۴
m(a− b)٢ ≤ ١

b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt

≤ X(a, ·) +X(b, ·)
٢

− ١
١٢
m(a− b)٢ (a.e.), (١۶)

.m = inft∈[a,b]X
′′
(t, ·) آن در که

داریم تصادفی، مربع میانگین انتگرال های اولیه خواص طبق برهان.

X
′
(a+ b− t, ·)−X

′
(t, ·) =

∫ a+b−t

t
X

′′
(s, ·)ds (a.e.).



٢١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاهی آ حمزه

داریم کران داری شرط از استفاده با و t ∈ [a, a+b٢ ] ازای به پس

m(a+ b− ٢t) ≤ X
′
(a+ b− t, ·)−X

′
(t, ·) (a.e.).

نابرابری (١١) رابطه  از استفاده با صورت این در

∫ a+b
٢

t
m(a+ b− ٢s)ds ≤ X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·) (a.e.)

نتیجه در می شود. حاصل

m(
a+ b

٢
− t)٢ ≤ X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− ٢X(

a+ b

٢
, ·) (a.e.)

داریم (٨) رابطه از استفاده با سرانجام و

m

b− a

∫ a+b
٢

a
(
a+ b

٢
− t)٢dt ≤ ١

b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt−X(

a+ b

٢
, ·) (a.e.).

بنابراین

X(
a+ b

٢
, ·) + ١

٢۴
m(a− b)٢ ≤ ١

b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt (a.e.)

طرفی از می گردد. حاصل (١۶) نابرابری چپ سمت و

X
′
(a+ b− t, ·)−X ′(t, ·) =

∫ a+b−t

t
X

′′
(s, ·)ds (a.e.).

داریم کران داری شرط از استفاده با ،t ∈ [a, a+b٢ ] ازای به پس

m(a+ b− ٢t) ≤ X ′(a+ b− t, ·)−X ′(t, ·) (a.e.).
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رابطه  (١۵) از استفاده با

X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·)) ≤ −
∫ t

a
m(a+ b− ٢s)ds (a.e.)

نتیجه در است. برقرار

X(t, ·) +X(a+ b− t, ·)− (X(a, ·) +X(b, ·)) ≤ −m(t− a)(b− t) (a.e.).

(١۴) رابطه از استفاده با

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt− X(a, ·) +X(b, ·)

٢
≤ −m
b− a

∫ a+b
٢

a
(t− a)(b− t)dt (a.e.).(١٧)

بنابراین

١
b− a

∫ b

a
X(t, ·)dt ≤ X(a, ·) +X(b, ·)

٢
− ١

١٢
m(a− b)٢ (a.e.) (١٨)

می کند. تکمیل را اثبات که

نتیجه گیری و بحث

تصادفی فرایند برای ٣ قضیه  شد. ارائه تصادفی مربع میانگین انتگرال های برای جدیدی نتایج مقاله این در

۴ قضیه هم چنین کرد. جایگزین ضعیف تر شرط با را ١ قضیه  در تحدب شرط مشتق پذیر، مربع میانگین

توجه با که شد بیان است، کران دار پایین از [a, b] بازه در X ′′(t, ·) که حالتی در تصادفی فرایند های برای

در m > ٠ که حالتی در مشتق پذیر مربع میانگین بار دو تصادفی فرایندهای برای ( ب (قسمت ١ تذکر به

می کند. ارائه [۴] توسط شده ارائه کران های از بهتر کران هایی شود، گرفته نظر



٢١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاهی آ حمزه

تشکر و تقدیر

ارتقای باعث که آماری علوم مجله ویراستار و تحریریه هیئت ، داوران پیشنهادات و نظرات از مقاله نویسنده

دارد. را قدردانی و تشکر کمال شد، مقاله
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